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'ANALYSE  DEMONTREE, 
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LA  METHODE 

S 

DERESOUDRE  LES  PROBLEMES 

DES  MATHEMATIQUES, 

ET 


A VENISE, 

Chez  François  Pitteri. 

MDCCXXXIX.  ‘ 

AVEC  APPROBATION  ET  P RIV1LEG  E. 


D’APPRENDRE  FACILEMENT  CES  SCIENCES; 

Expliquée  & démontrée  dans  le  premier  Volume,  Se  appliquée,  dans  le  fécond, 
à découvrir  les  propriétés  des  figures  de  la  Géométrie  fimple  & compofée  ; ï 
refoudre  les  Problèmes  de  ces  fcicncts  & les  Problèmes  des  fciences  Phyfico- 
mathematiques  , en  employant  le  calcul  ordinaire  de  l’Algebrc , le  calcul 
différentiel  & le  calcul  intégral  • Ces  derniers  calculs  y font  auffi  expliqués 
& démontrés. 
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A MONSEIGNEUR. 


LE  DUC 
DE  BOURGOGNE» 


monseigneur.. 


'Honneur  que  vont  me  faites  de  permettre  que 
cet  Ouvrage , compofe pour  faciliter  l'étude  des 
Mathématiques , & pour  les  conduire  à leur  perfection  par  un 
progrès  rapide  , paroiffe  feus  vos  Aufpices  & fous  la  protection 
de  votre  augujle  Nom , efi  le  plus  fort  préjugé  qu'on  puijfà  \ 
avoir  de  [on  utilité.  T out  le  monde  f fait , MONSEIGNEUR, 
votre  goût  pour  toute  forte  de  Sciences  en  general , & pour 
fes  Mathématiques  en  particulier  ; que  ce  goût  eji  plein  de 
dtjeernement  ; qu'il  eji  exquis . 
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On  voit  avec  admiration  qu'un  jeune  Héros  qui  a frU 
conduire  des  Armées , vaincre  l'Ennemi , & emporter  les  plus 
fortes  Places  prefqu'auffi-tôt  qu'il  a été  en  âge  de  manier  les 
armer,  toujours  plein  d'une  noble  ardeur , qui  ne  refpire  que 
de  nouvelles  conquêtes  & de  nouveaux  triompher  ; toujours  prêt 
à s'expofer  pour  le  bien  de  l'Etat , fait  qu'il  faille  porter  la 
terreur  an  dehors  en  fondant  fur  nos  Ennemis , ou  rajfurer  la 
confiance  au  dedans  du  Royaume,  en  rendant  inutile  leu é 
irruption  fur  une  de  nos  Provinces  : qui  ne  négligé  aucun 
des  foins  qu'un  Prince  dejliné  à gouverner  un  grand  Royau- 
me, doit  prendre  de  s'injlruire  par  avance  de  tout  ce  qui 
concerne  le  bien  de  l'Etat  & les  avantages  particuliers  de 
chaque  Province , & généralement  de  tout  ce  qui  peut  con- 
tribuer au  bonheur  des  Peuples  & à la  grandeur  du  Souve- 
rain : On  voit , dss-je  , avec  admiration  que  fans  rien  pren- 
dre fur  le  temps  , qu'une  pieté  folide  lui  fait  un  devoir  de 
donner  au  culte  de  Dieu  & à l'étude  ajjsdue  des  Livret 
jaints,  il  fpait  encore  en  dérober  à fes  plaifirs  pour  dévelo- 
per  ce  qu'il  y a de  plus  caché  dans  les  Sciences  ; quelles  lui  I 

fervent  de  délaffemenf,  # qu'il  honore  de  fa  protettion  ceux 
qui  les  cultivent , après  s'être  tins  en  état  de  juger  par  lui- 
même  de  leurs  fciences , & de  décider  de  leurs  Ouvrages. 

Mais , Monseigneur,  les  traits  de  la  plume  d'un  • 

Ceometre  n’ont  pas  aiïe%  de  délicatejfe  ni  de  vivacité  pour 
reprefenter  au  naturel  le  portrait  que  vous  avez  tracé  vous- 
même  dans  tous  les  e [prit s & dam  tous  les  cœurs  par  cette 
conduite  toujours  remplie  de  fage/fe  & de  bonté , formée  fur 
les  admirables  Exemples  & fur  les  Royales  InjlruSIions  du 
plus  Sage,  du  plus  Religieux  , du  plus  Magnanime , en  un 
mot  du  Premier  Ct  du  plus  Grand  des  Rois  votre  augujic 
Ayeul . 

Je  puis  afjurcr , MONSEIGNEUR,  qu'il  n'y  a perjonne 
Cts  qui  il  produife  de  plus  vifs  fentimens  de  vénération  que 
dans  celui  qui  a t honneur  d'être  avec  un  très  profond  refpeft , 

Monseigneur, 


Votre  très  humble  Sc  très  obcifTànl 
Serviteur  Charles  Revne au, 
Prêtre  de  1 Oratoire. 


'ESPRIT  de  l’homme  eft  fi  borne, 
qu’il  ne  peut  voir  diftin&ement  d’une 
(impie  vue  beaucoup  d’objets  à la  fois. 
Les  perceptions  vives  , comme  font 
toutes  celles  des  fens  & de  l’imagina- 
tion , l’éblouiflènt , &c  elles  occupent  tellement  (on 
étendue , qu’il  ne  peut  découvrir  les  rapports  & 
les  propriétés  des  objets  fenfibles , qu’en  les  con- 
fiderant  par  parties  les  unes  apres  les  autres  avec 
une  application  pénible  & fatigante  ; & quand  il 
eft  attentif  à quelqu’une  , il  a perdu  de  vue  les 
autres , qui  lui  feraient  pourtant  nèceflaiics  afin 
d’en  appcrccvoir  les  rapports. 

C’elt  une  des  principales  caufes  du  peu  de  pro- 
grès qu’ont  fait  les  fcicnccs  fenfibles  : Mais  > pour 
ne  parler  ici  que  des  Mathématiques  , que  leur 
utilité  , leur  beauté  , leur  évidence  & leur  certi- 
tude ont  toujours  fait  cultiver;  pendant  que  l’on 
ne  s’y  eft  appliqué  que  par  la  contemplation  des 
figures  mêmes , que  l’on  a cherché  les  propriétés 
des  figures  en  les  regardant , ou  en  les  formant 

a 


Digitized  by  Google 


ij  ' PREFACE. 
dans  fon  imagination  , on  n’a  pas  fait  beaucoup-  *• 
de  chemin:  les  découvertes  étoient  fort  bornées: 
on  ne  trouvoit  avec  beaucoup  de  peine  que  des  rcio- 
lutions  particulières  des  Problèmes  ; on  le  fatiguoit  ; 
on  fc  rebuttoit  ; & l’on  ne  peut  aiés  louer  le  tra- 
vail, la  patience  & la  force  d’efprit  des  anciens 
Géomètres  , d’avoir  porté  les  Mathématiques  par 
des  moyens  fi  difficiles,  à l’état  où  ils  nous  les  ont 
laifTees  • 

On  s’avili  heureufement , dans  le  dernier  fiecle , 
d’exprimer  les  lignes  & les  figures  par  les  carac- 
tères familiers  de  l’alphabet , & de  réduire  ces  cx- 

}>reffions  à un  calcul  facile,  qui  exprimât  auffi  tous 
es  rapports  fimples  & compolés  que  peuvent  avoir 
ces  lignes  & ces  figures . On  forma  un  Art  métho- 
dique ( qui  cft  ce  que  l’on  nomme  Y A nalyfe  ) pour 
trouver  , par  les  rapports  connus  qu’ont  les  gran- 
deurs inconnues  que  l’on  cherche  dans  les  Pro- 
blèmes avec  celles  qui  font  connues  , des  équa- 
tions qui  exprimaient  les  conditions  & la  nature, 
pour  ainfi  dire,  des  Problèmes}  & pour  découvrir  les 
valeurs  des  grandeurs  inconnues  de  ces  équations; 
ce  qui  donne  la  refolution  des  Problèmes . Monjieur 
Defcarter  perfectionna  & réduifit  à une  extrême 
facilité  ces  calculs  & cette  Analyfe  naiffimte . Il  y 
ajouta  l’excellente  méthode  d’employer  les  exprel- 
fions  indéterminées , qui  , quelques  fimples  quelles 
ctoient  , reprefentaffent  pourtant  une  infinité  de 
grandeurs  ; & de  les  déterminer  aux  grandeurs 
particulières  de  tous  les  cas  aufquels  elles  peuvent 
convenir:  la  méthode  de  réduire  les  lignes  courbes 
à des  équations  qui  en  exprimaient  les  principales 
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propriétés  > 5c  de  tirer  de  ces  équations  toutes  les 
choies  que  l’on  pou  voit  defircr  de  connoîtrc  fur 
ces  courbes  : enfin  la  manière  dem|)loycc  les  cour- 
bes elles -mêmes  à la  refolution  des  équations  5c  des 
Problèmes . 

Ces  nouvelles  méthodes»  réduifànt  la  Géométrie 
à un  calcul  fimplc  5c  facile,  retranchoient  ce  qu’il 
y avoit  d’embaraffant  dans  les  figures,  c’eft  à dire» 
tout  ce  qui  fatiguoit  l’imagination , 5c  ce  qui  rem- 

Elifloit  la  capacité  de  lefprit  . Elles  lui  laifioient 
l.  liberté  de  pénétrer  fon  fujet  , 5c  de  découvrir 
avec  évidence  tout  ce  qu'il  renfermoie  . Elles  aug- 
mentoient  même  » pour  ainfi  dire l’étendue  de 
lefprit  par  l’art  de  lui  reprefenrer  » comme  dans 
une  perlpedlive  » fous  des  expreffions  fimples  5c 
abregees,  un  nombre  infini  d’objets  . Les  Mathé- 
matiques devinrent  par  là  fi  faciles  , que  chaque 
trait  de  plume  donnoit  naiflànce  à des  décou- 
vertes. Alors  le  plaifir  fucceda  à la  peine,  5c  le 
cœur  dédommagé  permit  à lefprit  de  voir  les  uti- 
lités 5c  les  beautés  des  Mathématiques  » & il  s’y 
rendit.  Auffi  ces  fciences  changercnt-ellcs  de  for- 
me. On  vit  une  Géométrie  nouvelle,  qui  contc- 
noic  tout  ce  que  nous  avions  reçu;  des  anciens, 
8c  qui  alloit  infiniment  plus  loin  r les  refolutions 
étoient  generales»  5c  aucun  cas  particulier  ne  leur 
échapoitv  . 

. On  vit  naître  de  la  même  fource  des  fciences 
curieufcs  5c  utiles  » 5c  prefque  toutes  les  autres 
en  tirèrent  un  nouvel  éclat  r comme  celle  qui  a 
appris  à donner  aux  horloges  toute  la  jufteüc  ne- 
ceflàire  pour  les  rendre  la  mefurc  exa&e  du  temps  : 
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celle  qui  nous  a donné  les  moyens  détendre  notre 
vue  aux  objets  qui  nous  étoient  inconnus  par  leur 
trop  grand  éloignement,  ou  par  leur  extrême  peti- 
telle  : celle  qui  a découvert  la  maniéré  de  jetter  les 
bombes,  & de  les  faire  tomber  prccilémcnt  où  l’on 
voudroit.  &c. 

Ces  méthodes  étoient  ailes  fécondés  pour  produi- 
re toutes  les  découvertes;  mais  il  leur  manquoitdes 
expreflions,  & un  calcul  qui  fuivît  pas  à pas  la  na- 
ture, laquelle  , produifant  les  figures  par  le  mou- 
vement, n’en  fait  décrire,  aux  corps  mobiles  qui 
les  forment  , auc  des  parties  infcnfiblcs  plus  petites 
que  toutes  celles  que  nous  pouvons  déterminer  , 
dans  chacun  des  inflans  qui  palTcnt  plus  vite  que 
tout  temps  que  nous  pouvons  mclurcr..  On  nepen- 
foit  pas  a donner  des  expreflions  à ces  cfpaces  qui 
étoient  trop  petits  pour  avoir  un  rapport  déterminé 
avec  ceux  aufqucls  convenoient  les  expreflions  ordi- 
naires, ni  à ces  inllants  que  leur  petitefie  infinie 
empêchoit  d’entrer  en  comparailon  avec  le  plus  pe- 
tit temps  que ‘l’on  pût  prendre  pour  la  mefure  de 
tous  les  autres.  On  penloit  encore  moins  à réduire 
ces  premiers  élemens  des  grandeurs  à un  calcul  qui 
leur  fût  propre  , & qui  les  fournît  aux  méthodes  de 
l’Analyfc.  • 

Cependant  le  principe  de  ce  calcul  cft  fi  naturel , 
que  les  premiers  Geometres  l’ont  fait  lervir  à quel- 
ques unes  de  leurs  démonllrations  . La  plûpart  des 
propo lirions  du  douzième  livre  d'Euclide  ne  font  dé- 
montrées que  par  ce  principe;  & on  le  voit  fup- 
polé  dans  quelques-unes  des  découvertes  d'Areb * 
tarde . On  s’apperçut  bien  du  befoin  que  l’on  avoit 
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de  ce  calcul , pour  réfoudre  des  Problèmes  qui  fu- 
rent propolés  du  temps  de  Monficur  Defeartes  , 
Se  il  fut  obligé  d’exclure  de  fes  méthodes  les  cour- 
bes qu’on  a nommées  après  lui  Mechaniques  , qui 
font  pourtant  un  nombre  infini  de  courbes  dont- 
les  propriétés  font  aulfi  utiles  que  celles  des  cour- 
bes Géométriques , & qui , à l’aide  de  ce  calcul , de- 
viennent foumilcs  à ces  méthodes  comme  les  au- 
tres . Les  Geometres , qui  ont  fuivi  les  méthodes  de 
Monfieur  Defeartes , ont  été  obligés,  aulfi  bien  que 
les  plus  anciens,  de  fuppofer,  dans  la  réfolution  de 
pluiîeurs  Problèmes  , le  principe  de  ce  calcul  que 
l’on  touchoit  du  doigt , pour  ainfi  dire  : mais  il 
falloir  que  differentes  Nations  euflent  part  à la 
gloire  des  découvertes.  Celles-ci  fe  font  faites  en 
même  temps  en  Allemagne  par  Monfieur  Leibnits , 
& en  Angleterre  par  Monfieur  Newton  y l’un  & l’au- 
tre ont  trouvé  des  exprelfions,  & un  calcul  pro- 
pre à ces  premiers  élcmens  des  grandeurs  d’une 
petitefic  infinie  par  rapport  aux  grandeurs  entières 
dont  ils  font  les  premiers  élcmens  > Se  l’on  a pû  , 
par  le  moyen  de  ces  exprelfions  Se  de  ce  nouveau 
calcul,  leur  appliquer  les  méthodes  de  l’Analyfe, 
& remonter  de  ces  élemens  infiniment  petits  aux 
grandeurs  entières  dont  ils  font  les  élemens  . Ces 
nouveaux  calculs  s’appellent  k calcul  différentiel  & 
le  calcul  intégral . 

Monfieur  Leibnits  n’eut  pas  plutôt  rendu  publiques 
fes  nouvelles  découvertes,  dont  il  cacha  pourtant 
une  partie  exprès,  comme  il  le  dit  lui-même,  pour 
lailTer  aux  autres  le  plaifir  de  les  trouver  , que 
Meffeurs  Bernoulli  y qui  en  virenc  toute  l'utilité,  s’y 
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appliquèrent  avec  tant  de  fuccés,  qu’ils  les.  péné- 
trèrent ,.  Te  les.  rendirent  propres  , y ajoutèrent  de 
nouvelles,  méthodes , & en  firent  uiage  dans  la  rc- 
folution  d’une  grande,  quantité  de  nouveaux  Pro- 
blèmes. 

Monficur  le  Marqua  de  tHofpital  donna  l'excellent 
Ouvrage  de  l Analyfe  des  infiniment  petits , où  le  cal- 
cul difterentiel , & les  principaux  ufages  de  ce 
calcul  pour  toutes.  les  courbes,  font  expliqués:  &: 
il  fit  voir  qu’il  avoir  pénétré  dans  tout  ce  que  le 
calcul  intégral  pouvoit  avoir  de  plus  caché,  par 
les  refolutions  complexes  qu’il  trouva  des  plus  dif- 
ficiles Problèmes,  qui  furent  propofés  par  ceux  qui 
s’en  étoient  rendu  les.  maîtres  ..  Monfitur  Varignon  doit 
bientôt  donner  une  fciencc  generale  du  Mouve- 
ment toute  nouvelle,  qui  cft  le  fruit  des  profondes, 
decouvertes  qu’il  a faites  dans,  ces  nouvelles  métho- 
des , & dans  la  Géométrie  compoiée.  -On  doit  juger 
du  prix  de  l’ouvrage  par  les  beaux  morceaux  qui 
paroiflent  tous.  les.  ans . Ce  font  des  pièces  achevées ,, 
remplies  de  nouvelles,  découvertes  ,.  qui  font  bien, 
defirer.  l’ouvrage  entier  dont  elles  ne  doivent  fai- 
re que  quelques,  parties.  Monficur  Carré  employa  le 
principe  le  plus,  général,  du  calcul  integra!  à la  me- 
iure  des.  furfaccs. ,.  des  lolides  , des  diftanccs  des 
centres  de  pefantcur  8c  d’ofcillation  - Monfieur 
Xèweton  fit  paroître  de  font  côté  le  Içavant  Ouvrage 
des  Principes  Mathématiques  de  la  Pbilofophie  naturelle  , 
qui  cft.  tout  fondé  lur  ces  nouvelles  méthodes  qu’il 
avoir  inventées , mais  dont  il  n’a  laifïé  voir  que 
quelques,  veftiges  , pour  donner  lieu  à ceux  qui 
poudroient  entrer  dans,  l’invention  même  des. 
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vérités  qu’il  y découvre,  de  fe  rendre  propres  les 
méthodes  qui  en  font  la  clef.  Enfin  depuis  l’inven- 
tion de  ces  nouveaux  calculs  > on  a non  feulement 
réfolu  d’une  manière  courte  & generale  les  Problè- 
mes les  plus  difficiles,  qui  avoient  été  trouvés  par 
les  méthodes  de  Monfieur  Defcartes  appliquées  au 
calcul  ordinaire  de  l’Algebre  i mais  on  a vû  les 
Ailes  de  Leipftc  , les  Journeaux  de  S pavant  & la  Me - 
noires  de  l'Academie  Royale  des  Sciences  remplis  des 
relolutions  de  Problèmes  , que  l’on  n’auroit  ofé 
tenter  auparavant  . Elles  étoient  tirées  comme  du 
fond  de  la  nature  , & des  premiers  &:  plus  in- 
times principes  du  mouvement , de  la  courbure 
même  des  courbes  & des  petits  angles  que  forment 
cntr’ellcs  les  tangentes  de  leurs  points  qui  fc  tou* 
chent , que  l’on  peut  bien  concevoir , mais  que 
l’on  ne  Içauroit  comparer  avec  les  angles  déterminés 
que  nous  mefurons  } & l’on  s’eft  ouvert  par  le  mo- 
yen de  ces  nouveaux  calculs  une  voye  qui  conduit  à. 
une  nouvelle  Geomctrie  des  courbes  mcchaniqucs  & 
parcourantes , qui  efl:  auffi  utile  que  celle  que  l’on 
avoit  déjà. 

Les  refolutions  d’un  fi  grand  nombre  de  Prou 
blêmes  nouveaux , que  nous  ont  donné  les  illuftres 
Inventeurs  des  calculs  différentiel  & intégral , & 
ceux  qui  après  eux  le  les  font  rendu  propres  par 
leur  travail,  font  les  fruits  que  l’Analyfe  a recueillis 
de  ces  calculs  ; mais  ils  ne  font  que  pour  un  petit 
nombre  de  Sçavans;  c’cft  le  prix  de  la  peine  qu’il 
faut  prendre  pour  inventer  foi- même  quelques- 
unes  des  méthodes  qui  ont  lcrvi  à les  découvrir. 
Pour  les  poffeder  , il  faut  fc  mettre  en  état  de  faire 
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de  pareilles  découvertes  * & ce  n’eft  que  depuis  peu 
de  temps  que  l’on  a vû  des  réglés  du  calcul  inté- 
gral dans  l’ouvrage  de  Monfieur  Cbeinéc  Ecoflois , 
de  Methodo  fluxionum  inverti  } ( les  Anglois  donnent 
après  Monfieur  Newton , au  calcul  différentiel , le 
nom  de  calcul  dei  fluxions , ) Se  dans  le  petit  traité 
de  quadraturis  curvarumt  que  Monfieur  Newton  a mis 
à la  fin  de  fon  ouvrage  fur  les  couleurs. 

On  a toujours  regardé  les  Mathématiques  com- 
me très  utiles  pour  la  perfection  de  la  Phyfique 
& des  Arts  , & pour  former  lefprit  des  jeunes 
gens , en  les  accoutumant  à apporter  aux  fujets 
de  leurs  applications  toute  l’attention  qu’ils  de- 
mandent} à mettre  dans  toutes  les  démarches  que 
doit  faire  leur  efprit  dans  la  recherche  de  la  vérité  , 
l’ordre  qu’il  faut  pour  y arriver}  à ne  donner  leur 
confcnrcmcnt  entier  qu’à  lcvidcncc  dans  les  feien- 
ces  naturelles  : en  leur  rendant  familière  la  prati- 
que des  règles  qui  font  découvrir,  dans  toutes  les 
occafions  où  ils  peuvent  le  trouver , le  parti  le 
plus  raifonnable  : &:  enfin  en  leur  faifant  acqué- 
rir la  fagacité  neceflairc  pour  trouver  dans  les 
queftions  difficiles  les  moyens  les  plus  propres  à 
les  réfoudre.  Cette  utilité  des  Mathématiques,  & 
l’habitude  de  les  mettre  à la  portée  des  comm.cn  • 
çants  acquife  pendant  vingt  deux  années  de  temps 
que  je  les  ai  cnleignées  publiquement,  m’ont  porté 
à mettre  toutes  les  méthodes  que  nous  avons  re- 
çues de  Monfieur  Defeartes  Se  de  fes  Difciplcs  , 
Se  celles  qui  ont  été  découvertes  par  les  fçavans 
Geometres  de  notre  temps , dans  leur  ordre  na- 
turel, de  maniéré  quelles  seclairciffcnt  mutuelle- 
ment. 
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ment,  & fuffent  toutes  démontrées  dans  cet  Ou- 
vrage, que  je  nomme  à caufe  de  cela  ÏAnal/fe  démon- 
trée. Je  me  fuis  propofé  de  rendre,  par  le  moyen 
de  ces  méthodes , les  Mathématiques  faciles  à ceux 
qui  commencent,  & qui  veulent  les  fçavoit  à fond; 
en  leur  découvrant  les  voyes  qui  les  conduiront  des 
permiers  principes  à tout  ce  qu’ils  peuvent  defirer 
d’en  connoîtrc,  fans  fe  fatiguer  l’imagination  , fans 
être  obligés  de  lire  de  gros  volumes , (ans  qu’il  faille 
charger  leur  mémoire  d’un  grand  nombre  de  pro- 
portions: en  leur  ôtant  par  là  ce  qu’il  y avoit  de 
rebutant  & de  plus  pénible  dans  l’étude  des  Ma- 
thématiques: en  les  faifant  entrer  dans  l’invention 
naturelle  de  ces  (ciences,  qui  les  mènera  fur  cha- 
que fujet  à des  refolutions  (impies  & generales  : 
en  les  mettant  enfin  en  état  d’entendre  toutes  les 
nouvelles  découvertes,  & de  faire  eux-mêmes  cel- 
les qu’ils  voudront  entreprendre. 

Cet  Ouvrage  eft  partagé  en  huit  Livres:  l’Analy- 
(ê  eft  expliquée  & démontrée  dans  les  fept  premiers 
Livres,  qui  font  le  premier  Volume;  & le  huitième, 
qui  eft  comme  une  fécondé  partie  de  l’Ouvrage  , & 
qui  en  eft  le  fécond  Volume,  fait  voir  les  ufages  de 
l’Analyfe,  & apprend  aux  Le&eurs  qui  commen- 
cent , la  manière  d’en  appliquer  les  méthodes  à la 
Géométrie  (impie  &c  compolèc , & à la  refolution  des 
Problèmes  des  fcienccs  Phyfico-Mathematiques,  en 
fe  fervant  du  calcul  ordinaire  de  l’Algebre , du  cal- 
cul différentiel  & du  calcul  intégral:  ces  nouveaux 
cakus  y font  aufli  expliqués  & démontrés,  comme 
on  le  dira  dans  la  Préfacé  de  ce  huitième  Livre. 

Le  premier  Livre  contient  l’Analyfe  (impie  , & 
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Ja  rcfolution  de  plufieurs  Problèmes  qui  n’ont  be- 
foin  que  de  l’Anafyfe  fimple.  Les  fix  Livres  fuivants 
expliquent  & démontrent  l’Analyfè  compofée . Le 
fécond  & le  troifiéme  enfeignent  les  premiers  prin- 
cipes de  l’Analyfe  , ôc  les  préparations  qu’il  faut 
donner  aux  équations  compolécs  pour  les  refoudre  . 

La  méthode  de  réduire  les  Problèmes  aux  équa- 
tions qui  en  expriment  toutes  les  conditions , cil 
expliquée  dans  le  fécond  Livre  avec  plufieurs  prépa- 
rations qu’il  faut  faire  fur  les  équations , pour  en 
rendre  la  refolution  plus  facile*  comme  la  manière 
d’en  ôter  les  fractions  & les  incommenfurables  , & 
la  manière  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun à plufieurs  équations  d’un  même  Problème. 

On  explique  dans  le  troifiéme  Livre  la  formation 
des  équations  : elle  fert  à faire  concevoir  clairement 
leur  nature  aux  Lcéïcurs  qui  commencent.  On  leur 
apprend  à diftinguer  le  nombre  «r  les  qualités  des 
valeurs  de  l’inconnue  de  chaque  équation  ; & on 
leur  enfeigne  les  différentes  transformations  des  équa- 
tions avec  leurs  ulagcs.  Apres  avoir  appris  les  pre- 
miers principes  de  l’Analylc  dans  les  trois  premiers 
Livres , qui  font  comme  des  préparations  pour  re- 
foudre les  équations  & les  Problèmes  quelles  expri- 
ment , on  enfeigne  la  rcfolution  des  équations  dans 
les  quatre  Livres  fuivants. 

Le  quatrième  Livre  contient  plufieurs  méthodes 
pour  refoudre  toutes  les  équations  de  quelque  de- 
gré quelles  puiflent  être , Iorlque  les  valeurs  de  l’in- 
connue font  commenfu râbles;  & les  méthodes  ge- 
nerales de  réduire  les  équations  compolécs  aux 
..•plus  fimples  qu’il  efl  pofiible.  Les  règles  qua  don- 
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nées  Monfieur  Hudde  dans  la  lettre  intitulée  de  re- 
duElionc  œquatiormm  , qui  eft  à la  fin  du  premier  Vo- 
lume de  la  Geomctrie  de  Monfieur  Defcartes,  y 
font  mifes  en  ordre  & démontrées.  La  méthode 
d’employer  les  grandeurs  indéterminées  qui  repre- 
fentent  toutes  les  grandeurs  particulières , pour  dé- 
couvrir celles  que  l’on  cherche , elt  expliquée  dans 
ce  quatrième  Livre,  & mile  en  ufage  dans  tous 
les  fuivants.  Les  Lecteurs  qui  commencent,  doivent 
fc  rendre  familière  cette  méthode  de  Monfieur  De-. 
feartes:  elle  eft  comme  la  clef  qui  ouvre  l’entrée 

{>rcfqucà  toutes  les  découvertes.  On  explique  dans 
e même  Livre  tout  ce  qui  regarde  les  valeurs  égales 
des  inconnues  des  équations  ? ce  qui  eft  de  grand 
ufage  dans  la  refolution  de  plufieurs  Problèmes . 

On  a mis  dans  le  cinquième  Livre  les  méthodes 
de  refoudre  les  équations  compofées  en  particulier 
du  fécond  degré,  du  troifiéme,  du  quatrième,  &c. 
On  tâche  de  faire  entrer  les  commençants  dans  ces 
refolutions , qui  font  la  plupart  de  l’invention  du 
Pere  Prejlet  , comme  s’ils  les  découvraient  eux- 
mêmes  . Ils  y remarqueront  qu’il  y a dans  l’Analy- 
fe,  aufli  bien  que  dans  la  Geometrie  fimplc  , des 
Problèmes  dont  l’on  n'a  pû  jufqu  a prefent  démon- 
trer l’impofhbilité,  ni  trouver  des  méthodes  qui  en 
donnaient  la  refolution  exaéte  ; qu’on  n’a  pas  laifle 
cependant  de  trouver  des  méthodes  qui  en  don- 
naient des  refolutions  fi  approchantes  , que  les 
Mathématiques  pratiques  & les  Arts  en  tirent  les 
mêmes  avantages  qu’ils  auraient  des  refolutions 
exactes  : & comme  l’on  a trouvé  dans  la  Géométrie 
des  valeurs  fi  approchantes  de.  la  longueur  de  la 
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circonférence  & de  la  quadrature  du  cercle  , que 
leur  différence  d’avec  les  valeurs  exa&cs  ell  infen- 
fiblci  on  a de  même  trouvé  des  méthodes  d’appro- 
cher de  fi  prés  des  valeurs  des  inconnues  des  équa- 
tions dans  les  cas  où  l'Analyfc  nen  a pas  encore  pû 
trouver  d’exprellions  cxa&es , qu’on  en  peut  rendre 
la  différence  plus  petite  qu’aucune  grandeur  que  l’on 
voudra . Ces  méthodes  d’approximation  font  le  fujet 
du  fixiéme  &c  du  leptiéme  Livre . 

On  explique  & l’on  démontre  dans  le  fixiéme 
Livre  la  méthode  de  trouver  les  grandeurs  qui 
font  les  limites  des  valeurs  de  l’inconnue  dans  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés  ; ( Monfieur 
Rolle  e(l  f Auteur  de  cette  méthode  ; ) &l’on  donne  plu- 
fieurs  maniérés  de  trouver,  par  le  moyen  de  ces  limi* 
tes,  les  valeurs  des  inconnues  des  équations  numéri- 
ques aufli  peu  differentes  des  valeurs  exactes  qu’on  le 
peut  délirer.  — - — : - : - • - 

La  maniéré  de  faire  une  formule  generale  pour 
élever  une  grandeur  complexe  de  tant  de  termes 
qu’on  voudra  à une  puiffance  quelconque , dont 
l’expolant  indéterminé  rcpreicncc  un  nombre  quel- 
conque entier  ou  rompu  , pofitif  ou  négatif , eft 
expliquée  & démontrée  pour  tous  les  cas  dans  le 
feptiéme  Livre . Elle  cft  de  grand  ulagc  pour  for- 
mer toute  forte  de  puiflanccs,  pour  extraire  toute 
forte  de  racines,  par  de  limples  lubltirutions  t pour 
faire  des  formules  generales  dans  la  relolution  des 
Problèmes  & dans  le  calcul  intégral  » & pour  ré- 
duire à une  extrême  facilité  la  pratique  des  métho- 
des qui  font  trouver  par  dei  fuites  infinies  les  valeurs 
des  celles  des  inconnues  que  l’on  voudra  de  toutes 
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fortes  d'équations  qui  eu  ont  pluficurs  , comme 
aufli  de  toutes  celles  qui  contiennent  les  différen- 
tielles de  plufieurs  grandeurs  chantantes  meslées 
cnfemble.  Ces  méthodes,  découvertes  par  Moeurs 
Leibnits  & Newton,  font  expliquées  & démontrées 
dans  ce  lcptiéme  Livre  : 6c  comme  elles  font  de 
grand  ufage  dans  la  refolution  d’une  infinité  de 
beaux  Problèmes,  6c  qui  font  très  utiles»  comme  on 
le  verra  dans  la  dernierc  Section  de  la  litonde  Partie 
du  huitiéme-Livre  ; on  n’a  rien  oublié  pour  les  faire 
concevoir  clairemenc  aux  Lecteurs  qui  commen- 
cent, & pour  les  leur  rendre  familières  par  plulieurs 
exemples  : on  les  applique  aufli,  à la  fin  de  ce  fc- 
ptiéme  livre,  à l’approximation  des  valeurs  des  in- 
connues des  équations  littérales  déterminées  de  quel- 
que degré  quelles  puifTcnt  être . 

Ainfi  les  Lecteurs  apprendront , dans  les  fept  pre- 
miers Livres,  la  manière  de  réduire  en  équations 
les  Problèmes  des  Mathématiques,  & lurtrut  de  la 
Géométrie  finiple  &compoléc,  ôc  des  fcicna^Phyfi- 
co- Mathématiques,  que  Ion  a eues  prinwpalement 
en  vue-  dans  cet  Ouvrage . Ils  apprendront  les  mé- 
thodes pour  reloudre  ces  équations  6c  les  Problèmes 
dont  elles  font  les expre fiions  : Elles  leur  feront  trou- 
ver des  reloluflbns  exactes,  quand  cela  le  peut;  & 
quand  clics  ne  le  pourront  pas,  elles  leur  donneront 
des  approximations  qu’ils  pourront  continuer  à l’infi- 
ni . Enfin  Tts  verront  dans  le  huitième  Livre  les  ufa- 
ges  de  ces  méthodes  ; & ils  y apprendront  la  maniè- 
re de  les  appliquer  à découvrir  .les  propriétés  des  fi- 
gures de  la  Geometriè  fimplc  6c  compoféc;  & à rc- 
loudrc  les  Problèmes  de  ces  Sciences , 6c  les  Problè- 
mes des  Sciences  Phyfico-Mathematiqucs . 
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POUR  former  une  notion  de  P Analyfe  aux  Le  fleurs  qui  com- 
mencent , on  leur  ftra  remarquer , que  dans  tous  les  Problèmes 
des  Mathématiques  il  y a des  grandeurs  inconnues  que  P on  cherche, 
des  grandeurs  connues , & des  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
(onnttei  & les  inconnue s:ti  que  ce  fl  par  le  moyen  de  ces  rapports  con- 
nus qu'on  peut  découvrir  les  grandeurs  inconnues  que  l'on  cherche. 

L' Analyfe  efl  la  fcience  qui  contient  les  méthodes  pour  décou- 
vrir le  s grandeurs  inconnues  que  l'on  cherche.  Ces  méthodes  enjoi- 
gnent A marquer  par  les  lettres  de  l'alphabet  les  grandeurs  incon- 
nues & les  grandeurs  connues  ; à trouver , par  le  moyen  des  rapports 
connus  qui  font  entre  les  unes  & les  autres,  des  équations  qui  ex- 
priment les  Problèmes  que  l'on  veut  refoudre , & enfin  à refoudre 
ces  équations , c'efl  à dire , à faire  découvrir  les  valeurs  des  lettres 
qui  marquent  les  grandeurs  inconnues  que  P on  cherche . C'efl  air.fi 
que  f Analyfe  donne  la  rcfo  lut  ion  des  Problèmes. 

Quand  les  équations , que  P Analyfe  fait  dénuvrir  pour  la  rè- 
folution  des  Problèmes,  contiennent  des  lettres  qui  marquent  les 
inconnues  qui  ne  font  point  multipliées  par  elles-mêmes,  ni  par 
cP  autre  fleures  qui  repref entent  d'autres  inconnues , ces  équations 
s'appellent  fîmples;  6*  P Analyfe,  par  rapport  A ces  équations , 
s'appelle  l’Analyfe  fimple  . Le  premier  Livre  explique  P Analyfe 
fimple ■„ 

Quand  les  lettres  des  intonnues  font  multipliées  par  elles,  mêmes 
ou  par  et  autre  s lettres  des  inconnues  dans  1er  équations  , on  les 
nomme  des  équations  composes;  & P Analyfe  par  rapport  à cet 
(quations  r s'appelle  l 'Analyfe  compofée:  Elle  efl  le  fu jet  des 
Livres  qui  fuivent  le  premier  . 

ffuand  P inconnue  ne  fait  qu'un  feul  terme  de  Péquat  ion  dont 
tous  les  autres  termes  ne  contiennent  que  des  grandeurs  connues,  fi 
elle  efl  multipliée  par  elle-même , f équation  efl  compofée,  & elle 
fe  refout  parles  méthodes  des  équations  compefées  ÿ mais  comme 
elle  Je  refout  auffi  par  une  fimple  extraflion  de  racines , on  peut 
la  regarder  comme  une  équation  fimple  t qui  peut  être  refolue  par 
I Analyfe  fimple.  - 
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Ceux  qu't  voudront  profiter  de  cet  Ouvrage , ne  doivent  le  lire 
que  la  plume  à la  main , & faire  eux-memes  Jet  calcul! , qu'ils  y 
trouveront . 

Pour  l’entendre  avec  plus  de  facilité,  & pour  fe  le  rendre  propre 
peu  à peu  fans  fe  rebuter , ils  pourront  fe  contenter  dans  une  pre- 
mière tellure  de  lire  le  premier , le  fécond  & le  troifiéme  Livre  juf- 
qu'à  la  page  g 2 . art.  44,  paffer  tout  le  refit  du  troifiéme  Livre , & 
tout  le  quatrième  Livre , & lire  la  feule  première  Seélion  du  cin- 
quième Livre.  Les  connoiffances , qu'ils  auront  acquifes  dans  cet- 
te première  Ietlure,  fuffiront  à ceux  quiffavent  les  premiers  èle- 
mens  de  la  Ceometrie  fimple,  pour  entendre  la  première  & la 
fécondé  Seilion  du  huitième  Livre , où  ils  verront  les  uj âges  des 
méthodes  de  VAnalyJe  qu'ils  auront  apprifes , dans  la  Ceometrie 
fimple , dans  l'art  de  jetter  les  bombes , & dans  les  Problèmes  qui 
font  découvrir  les  centres  d 'of cillât  ion  des  pendules  compofés  pour 
donner  la  jufieffe  aux  horloges.  Ils  pourront  même  entendre  la  troi- 
fiéme Se  fl  ion  du  huitième  Livre . Ils  y trouveront  les  ufages  de 
P Analyfe  dans  la  Ceometrie  compofée , & en  même  temps  Us  fe 
formeront  mie  idée  de  cette  fcience  & de  toutes  les  lignes  courbes 
qui  en  font  l'objet , éS  ils  apprendront  les  propriétés  les  plus  utiles 
des  courbes  les  plus  fimple  t , qu'on  appelle  les  Se  fiions  coniques . 
Ces  connotfsances  les  mettront  en  état  d'entendre  les  Problèmes  des 
articles  498  érqq 9.  Après  quoi  ils  pourront  lire  la  première  Sec- 
tion de  la  fécondé  Partie  du  huitième  Livre, où  e fl  expliqué  le  calcul 
différentiel , jufqu'à  l'art.  536;  paffer  aux  artyqp  550  & 55 1, 
pour  voir  P ufage  de  ce  calcul  dans  les  Problèmes  qui  font  trouver 
les  tangentes  des  courbes  ; & fans  s'arrêter  au  refie  de  la  fécondé 
Partie  du  huitième  Livre , ils  pourront  lire  la  première  Se  fl  ion  de 
la  troifiéme  Partie , cù  font  expliqués  les  premiers  principes  du 
calcul  intégral  jufqu’d  l'art. 666)  enfin,  pourvoir  quelques  ufages 
faciles  de  ce  calcul , ils  paieront  tout  1ère  fie  de  la  troifiéme  Partie 
jufqu'à  la  dernicre  SeSlion , dont  sis  pourront  lire  les  deux  premiers 
Exemples , if  paffer  à la  fécondé  Partie  de  la  dernier  eSefïun  : Us 
verront , dans  le  premier  Exemple  Pbyfsco-mat  hématique , Haven - 
tion  des  Ovales  dont  parle  Mr  Defcartes  à la  fin  du  fécond  Livre 
de  fa  Ceometrie , dont  il  n'a  pas  donné  P Analyfe . Le fécond  Exemple 
P hyfsco  mat hematique  leur  apprendra  la  refolut ion  generale  du 
Problème , où  il  s’agit , après  avoir  donné  à la  première  furface 
d'un  verre  telle  figure  qu'on  aura  voulu , de  trouver  la  figure  qu'il 
faut  donner  à la fécondé  furface  du  même  verre , afin  que  les  rayons 
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qui  partent  d'un  point  déterminé , (oient  difpofés  par  les  ref radions 
qu'ils fou  frirent  à l'entrée  & au  fortir  de  ce  verre , à s' aller  réunir 
dans  un  même  point  déterminé . Ils  pajfcrcnt  tout  le  re(le . 

Les  Ledeurs  qui  commencent , apprendront  ,pàr  cette  première 
leflure , les  premier  es  méthodes  del'Analyfe ; & ils  verront  les  ufa- 
ges  de  ces  méthodes  dans  laGeometrie  jimple  & compofée , (S  dans 
la  refolution  des  Problèmes  Phyfsco  mat hématiques , en  employant 
le  calcul  ordinaire  de  l' Algèbre  , le  calcul  différentiel  & le  calcul 
intégral. 

Dans  une  fécondé  le  dure , fs  les  ebofes  qu'ils  auront  lues  dans  h 
première  ne  leur  font  pas  a fez  familières , ils  liront  les  trois  pre- 
miers Livres , la  première  Se  dion  du  quatrième  Livre , la  troifséme 
jtsfqu'à  l'art.  66,  & la  quatrième  S edi  on  ; la  première  Sedion  du 
cinquième  Livre , la  fécondé  Sedion  jufquà  l'art. 94,  la  troifséme 
Sedion  jufquà  l'article  104;  ils  liront  enfuit e toute  la  première 
Partie  du  huitième  Livre  fies  trois  premier  es  Sedions  de  la  fécondé 
Partie  y excepté  F art.  y 36  6*  les  fuivants  jufquà  l'art.  542;  ih 
p a feront  la  quatrième  Sedion , & ils  liront  dans  la  troifséme  P or- 
tie la  première  Sedion  jufquà  F art.  666,  ils  pafferMt  cet  article 
& les  fuivants  jufquà  l'art.  714,  qu'ils  pourront  lire  avec  ce  qui 
refie  de  la  première  Sedion  ; ils  ne  liront  ni  la fécondé  ni  la  troifiéme 
Sedion , ni  le  premier  exemple  de  la  quatrième  ; mais  ils  liront  le 
refie  de  la  quatrième  Sedion , & ih  pourront  entendre  les  ftx  Exem- 
ples Pbyfsco  matbematiques  qui  font  à la  fin  de  la  cinquième 
Sedion . 

Dans  une  troifséme  ledure,  ih  ajouteront  à la  precedente  le 
fixiéme  & le  fept  iéme  Livre , excepté  la  cinquième  6*  la  fixiéme 
Sedion  du  feptiéme  Livre  ; (S  il  n'y  aura  plus  rien  dans  le  huitiè- 
me Livre  qu'ils  ne  puiffent  entendre  j & ils  front  enétat  de  faire 
le  choix  des  Méthodes  de  l Ouvrage  qu'ils  doivent  fe  rendre  les 
plus  familières . 

Pour  entendre  tout  cet  Ouvrage,  il  ne  faut  ff  avoir  que  les  ope» 
rations  de  F Algèbre  fur  les  grandeurs  littérales , c’eft  a dire  yilne 
faut  f f avoir  que  le  feul  calcul  & les  proportions  & les  progrejfions . 
Ces  chofes  font  expliquées  dans  lesTraités  d' Algèbre,  comme  dans 
* les  Eléments  du  Pere  Preftet , ou  dans  le  Traité  de  Ja  Grandeur 
du  Perè  Lamy  ; ceux  qui  ont  la  Géométrie  latine  de  Mr  Defcartes , 
peuvent  fe  contenter  du  petit  Traité  dent  le  titre  efl,  Principia 
Mathefeos  univerfalis , qui  efl  au  commencement  du  fécond 
Volume . Pour  entendre  le  huitième  Livre,  il  fisffit  du  f p avoir  la 

Géométrie 
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Geometrie  /impie  , ceft  à dire  , ce  qui  ejl  contenu  dans  les  fix 
premiers  Livres  d'Euclide.  On  donnera  dans  la  fuite  un  Traité 
cT Algèbre  & une  Geometrie  ftmple. 

* Le  feul  calcul  qui  ne  fi  pas  expliqué  dans  les  T raités  d' Algè- 
bre dont  on  vient  de  parler , ejl  celui  des  expofants  des  puiflàn- 
ces.  On  le  mettra  ici  en  peu  de  mots  pour  la  commodité  des  com- 
- men gants  , qui  pourront  le  lire  quand  ils  feront  arrivés  aux  en- 
droits de  cet  Ouvrage  où  ils  en  auront  befoin. 

Lorfquune  me  me  grandeur  a eft  multipliée  par  elle- meme  une 
fois , deux  fois , trois  fois,  & ainft  de  fuite  ; les  produits  aa , aaa, 
aaaa,  &c.  s'appellent  lespuiffances  de  cette  grandeur.  Pour  abré- 
ger ces  exprejjions  , l'on  écrit  au  haut  de  cette  grandeur  vers  la 
droite  en  moindre  caraSlere  le  nombre  qui  exprime  combien  de 
fois  chacun  des  produits  contient  la  lettre  a,  de  cette  manierez. *f 
a’,  a+,  a’ , &c.  ces  nombres  s'appellent  les  expofants  des  puiffan- 
Ces  de  la  grandeur  a ; ainft  a1  eft  la  fécondé  puiffance  de  Z,  & i 
e/l  l'expo] ant  de  la  fécondé  puij]ance  de  a ; 3 ejl  A expofant  de  la 
troiftéme  puiffance > & ainft  des  autres:  on  donne  au/ft  à la  gran- 
deur fsmple  a l'unité  pour  expofant , de  cette  forte  a';  ce  qui  mar- 
que la  première  puiffance  de  a qui  ne  fl  point  multipliée  par  elle - 
même.  Les  grandeurs  dont  tes  expofant  s font  des  nombres  entier /, 
s'appellent  des  puiflànces  entières. 

Les  racines  <P une  grandeur  a fe  marquent  ordinairement  par 
le  figne  avec  le  nombre  au  deffus  qui  marque  fs  ce/l  la  racine 
qua>rée  ou  fécondé , la  racine  cubique  ou  troifséme  , la  quatriè- 
me , &c.  de  cette  forte  (/a , l/z , \/z , &c.  Mais  pour  les  réduire 
au  meme  calcul  que'  les  puiffance  s entières , on  les  marque  fans  le 
ftgne  vS , & l'on  écrit , pour  leur  expofant , une  frachon  dont  le 
numérateur  eft  f unité  & dont  le  dénominateur  eft  le  nombre  2 fi 
Ceft  la  racine  fécondé , le  nombre  3,  quand  ceft  la  racine  troifié- 
•L  JL  i.  *’  j. 

me,  &c.  de  cette  forte  a 3,a  \z*,z  s,&c  Ain  fs  a 3 mar- 

que la  racine  jeconde  de  a ; Ct  ainft  des  autres . Par  le  moyen  de 
ces  exprimons  on  peut  regarder  les  racines  des  grandeurs  comme 
des  puiflànces  dont  les  expofants  font  des  nombres  rompus . 

La  racine  quelconque  d'une  grandeur  a3 , aJ,  &c  qui  eft  une 
puiffance  entière, fe  marque  en  donnant  pour  expofant  à cette  gran- 
deur unefrafiion  dont  le  premier  terme  ed  l' expofant  de  t a puiffan- 
ce entïere  de  cette  grandeur , ét  dont  le  fécond  terme  eft  l expo!  ant 
de  la  racine  qu'on  veut  exprimer . Ainft  la  racine  fécondé  de  z’  fe 
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marque  ainfs  a1  ; la  racine  cinquième  de  a7  fe  marque  ainfs  a»". 
Jl  en  efl  de  même mde s autres. 

Pour  marquer  une  puiffance  en  general,  on  prend  une  lettre  poux 
expofant]  ainfia"  marque  une  puifance  quelconque  ; F expofant  (n) 
reprefente  tel  nombre  qu’on  voudra,  foit  entier,  foit  rompu,  & on 
l'appelle,  à caufe  de  cela,  un  expofant  indéterminé.  On  peut  au  fi 
marquer  une  puiffance  en  general,  dont  F expofant  efl  une  frattion , 

de  cet  te  maniéré  a",  cequifgnife  ÿa,  c’e(l  à dire  la  racine  que  l- 

m 

conque  repref entée  par  (n)  de  la  grandeur  a.  De  même  a"  = ^a* 
marque  la  racine  quelconque , reprefentée par  l'indéterminée  n,  de  a 
élevée  à la  puiffance  entière  dont  f expofant,  quelque  nombre  en- 
tier qu'il  pusjfe  êfre,  efl  reprefenté  par  l'indéterminée  m.  Ces  ex - 
pojants  indéterminés  fervent  â trouver  des  refolutions  generales 
qui  conviennent  à toutes  le  s grandeur  s particulières  dont  lespuif- 
fances  peuvent  avoir  pour  expofant  s quelque  nombre  que  ce  puif- 
fe  être  ; tous  ces  expofant  s particuliers  pouvant  être  reprejentés 
par  l' expofant  indéterminé.  Ces  cbofes  f«ppoféest  voici  le  Calcul 
des  puiffances  par  le  moyen  de  leurs  expofant  s. 

Le  calcul  des  puissances  dss  grandeurs, 
par  le  moyen  de  leurs  expofants. 

T DOi/R  multiplier  deux  puiffances  ci  une  grandeur,  il  ne  faut 
**■  qu  ajouter  les  deux  expofants  de  ces  puiffances , & écrire  la 
fomme  des  expofants  pour  l' expofant  du  produit. 

Pour  divifer  une  puiffance  d'une  grandeur  par  une  autre  puif 
fance  de  la  meme  grandeur,  il  ne  faut  qu'ôter  l'expo fant  du  ai - 
viftur  de  l' expofant  de  la  puiffance  à divifer,  & écrire  la  diffe- 
rente des  expofants  pour  l expofant  du  quotient . 

„ Pour  m:  Itipher  a.1  para*,  il  faut  écrire  a27-J  ou  a*  pour  le  pro- 
duit . Pour  mtdtiplier  a'  par  a1,  il  faut  écrire  a’"*’1  ou  aJ  pour  le 

produit.  Pour  multiplier  aJ  par  a % il  faut  fcrire  pour  le  produit 

2 JL  1 

a a — a J . Pour  multiplier  a * par  a +,  U faut  écrire  pour  le 
'♦J-  - 

produit  a?-  * — a *.  De  même  le  produit  de  y?  par  x“  efl 

* n + Ü5 

telui  de  xR  par  x1  eflxn+',  celui  de  x"  par  x 9 efi  x p ; celui 

I n*4-_L  n n^»i 

de  x°  par  x*  efl  x * =x  “ .Il  en  efl  de  même  des  autret\ 
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Pourdivifer  a1  par  a1,  il  faut  écrire  pour  le  quotient  a3~1=a,j 

de  meme  le  quotient  de  a1  par  a1  efl  a*~'  = al;  celui  de  a3  droite 

i a >-L  X , i 1 i_JL  »» 

para  e [ta  * —a*.  Le  quotient  de  a*  para7  ejl  a*  7 — a**; 
celui  de  a'paraT  efl  a " 3 =a  "7.  De  meme  le  quotient  de  x~ 


par  xn  efl  x“-°;  <:<•/«/  de  x“  par  x“*  efl  x“+“  ; */«  * x”  p*.  x« 
xm-1  i celui  de  x~*  divijée  par  x p efl  x Il  en  efl  de 
mime  des  autres. 


On  remarquera  qu'il  fuit  de  ces  operation/,  i°,  qu'un  expofant 
négatif  marque  que  lapuiffance,  dont  il  efl  l'expofant,  eftundivi - 
feur , O quelle  efl  par  confequent  au  dénominateur  i ainfi  x~* 

x =7“’ X * —~t  —jr-  -f/  eneflefe 

meme  des  autre/. 


x°;  Qüe  don  peut  dans  une  f rail  ion , faire  pafjer  une  puiffance 
du  dénominateur  au  numérateur , ou  du  numérateur  au  dénomina- 
teur, faiv  changer  la  valeur  de  la  fraSlion.  Par  exemple,  au  lien 
de^jr,  on  peut  écrire  axyj.  L'on  peut  encore  écrire  ~r~ 1 . Il 
en  efl  de  meme  des  autres . Ces  cbangemens  d'exprefflon  peuvent 
etre  aufage  dans  quelques  rencontres . 


3°.  Que  quand  on  multiplie  deux  pniflances  dont  lesexpôfantt  * 
font  négatifs,  par  exemple  x ~ T par  x ~ 7;  ce  qui  donne  le  pro - 
duit  x =x  cette  operation  revient  à la  meme  ebofe 

que  fi  l'on  divifoit  x 1 par  x *,car  lé  quotient  ferait  auffl  x 1 


4°.  Que  quand  on  multiplie  la  meme  grandeur  ou  la  même 
puiffance  plufieurs  fois  par  elle -même  , par  exemple  x * parx* 
par  x par  x , il  faut  écrire , pour  expofant  du  produit , le  double 
de  1 expofant  quand  de  fl  xT  par  x";  le  triple , quand  c' efl  x 7 
par  x*  parx'i  le  quadruple,  quand  ce  fl  x*  par  x‘  par  x'par  x% 
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-1  JL  I+i  . £ j_ 

& ainfi  des  attires . Carx  1 xx  1 = x 1 * = x1=x,;x1x 

i i £+£.*,£  1 i i > i i i . i i 

x‘*x‘=x‘  a *=x*;  xlxx*  xx'xx'^x1  1 * » 

= X * = x\  Il  en  ejl  de  meme  des  autre t.  D'où  l'on  voit  que  pour 
élever  la  puiffance  d'une  grandeur  à une  puiffance  dont  l'expo- 
fant  ejl  un  nombre  entier , il  n'y  a qu'à  multiplier  fexpofant  de 
cette  puifjance  par  fexpofant  de  la  puijfance  à laquelle  onia 
veut  élever , & P on  aura  V cxpofant  que  l'on  cherche.  Par  exem- 

JL  £ 

pie  pour  élever  x3  à la  quatrième  puiffance , il  faut  écrire  x 1 
*4  = xf. 

D'où  il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d une  puijfance  quelcon- 
quey il  n’y  a qu'à  divifer  f expofant  de  la  puiffance  par  l'expofant 
du  figne  radical  de  la  racine , & le  quotient  fera  l'expofant  que 

t on  cherche . Par  exemple  pour  extraire  la  racine  quatrième 

_1_ 

I f ‘ j t 

marquée  par  1/  de  aï,  il  faut  écrire  pour  la  racine  a*=a  11  * 
C’efl  la  meme  chofe  dei  autres . 

Mais  -y  divifé  par  4 efl  la  meme  chofe  Wf A multiplié  par 
ainfi  en  regardant  les  racines  comme  dcs  putjfances,  c'efl  à diret 
n'employant  pas  le  figne  radical  pour  marquer  les  racine»,  mais 

leur  donnant , comme  aux  pui fiances,  pour  expofant  s des  nombres 

1 

rompus ; alors  pour  élever  une  puiffance  comme  a 1 à une  puifian- 
ce  dont  l'expofant  efl  un  nombre  rompu,  par  exemple  ÿ,  Une  faut 

que  multiplier  l'expofant  y de  la  puiffance  propofée  a- 3 par  fex- 
pofant y de  la  puiffance  à laquelle  a»  r.rut  élever  a & f on  au- 

i.  X i T 

rats3  4 = a 11 . Ce  qui  donne  cette  réglé . 

Peur  élever  une  puiffance  quelconque  a"  à une  puiffance  quel- 
conque dont  fexpofant  efl  reprtfenté  par  m , il  ne  faut  que  mul- 
tiplier fexpofant  n de  la  puifjance  propojée  a’  par  f expofant  m 
de  la  puifjance  à laquelle  on  veut  élever  an,  ét  écrtre  amn  pour 
la  puiffance  que  l'on  cherche . 

Pour  élever  a*  à la  puifjance  dont  fexpofant  efl  -jj  il  faut  ecri - 
te  a * = a‘;  pour  élever  x"  à la  puiffance  dont  fexpofant 

n ti 

efl  — j-,  il  faut  écrire  x p . 27  en  efl  de  meme  des  autres. 


Digitized  by  Google 


AV  ERTISSEMENT. 


xxj 


Voilà  le  calcul  des  puiffances  par  le  moyen  de  leurs  expofants: 
voici  la  raifon  fur  laquelle  ce  calcul  efl  fondé  : les  Letfeurs  qui 
f pavent  les  propriétés  des  progreffons  arithmétiques  (y  des  progref- 
fions géométriques , l'entendront  facilement . 

A Progreffion  géométrique  des  puiffances  de  a '. 

~r  » îr»  TT  » 70  70  -P-  » * > ' ou&%  a',  a*,  a',  a*  a5,  a4,  &c, 
B La  même. 


• • < 

a . a 


-5 


-S  o-* 


% a-',  a' 


a-1,  a0,  a',  a1,  a»,  a«,  a’,  a4,  &c. 

Toutes  les  puiffances  d'une  grandeur  a mifes  de  fuite , 
w;rrf  que  a o» , « ?«i  <?y?  /d  même  ebofe , /'flw/rf  foit  entre  celles 
dont  les  expofants  font  les  nombres  entiers  pofstifs  pris  de  fuite , 
& celles  dent  les  expofants  font  les  mégies  nombres  négatifs  mis 
aufft  de  Juste  ; toutes  ces  puiffances , dis-je  t font  une  progreffion 
géométrique . 

Les  expofants  de  ces  puiffances  font  une  progreffion  arithmétique, 
& zéro  qui  efl  entre  les  expofants  pofitifs  & les  expofants  négatifs , 
efl  r expofant  de  l’unité  ou  de  a*  dans  la  progreffion  géométrique  : 
ainft  tl y a deux  progreffions  dans  l'cxprejfion  B j la  géométrique 
efl  celle  des  puiffances  ; l' arithmétique  efl  celle  des  expofants - 

Outre  les  termes  marqués  dans  la  progreffion  géométrique  B,  on 
en  peut  concevoir  une  infinité  cf  autres  de  cette  maniéré.  Entrez? 
ou  l'unit  é & a1,  on  peut  concevoir  toutes  les  puiffances  infinies  de  a 
dont  les  expofants  font  les  nombres  rompus  pofitsfs  moindres  chacun 

— i * i 2 4 - 

que  l' expofant  i de  a',  comme  a*,  a*,  a5,  a',  a*,  a‘,  &c. 
& l'on  peut  concevoir  entre  a*  & a~*  toutes  les  puiffances  à l'infini 
de  a,  dont  les  expofants  font  les  memes  nombres  rompus  moindres 
chacun  que  l'unité , mais  négatifs. 

On  peut  de  meme  concevoir  entre  a’ér  a1  un  nombre  infini  de 
puiffances  de  a dont  les  expofants  font  de  fuite  tous  le  nombres 
rompus  pofitifs  quifurpaffent  l’unité  & font  moindres  que  i.  On 
peut  auffi  concevoir  entre  a-1  & a-a  le  nombre  infini  de  puiffan- 
ces de  a,  dont  les  expofants  font  les  mêmes  nombres  rompus  dont 
on  vient  de  parler , mais  négatifs. 

Ainfi  entre  chacun  des  termes  de  la  progreffion  B & celui  qui  le 
fuit , ou  celui  qui  le  précédé , il  peut  y avoir  une  infinité  d'autres 
termes  qui  feront  t ou  s les  puiffances  de  a ,mais  leu  rs  expef ans  s feront 

c iij 
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de s nombres  rompus  pofitifi  en  allant  de  a0  vers  la  droite,  & né- 
gatifs en  allant  de  a°  ver  la  gauche . 

Pour  faire  concevoir  que  les  expojants  de  ce  nombre  infini  de 
puijjances  de  a mijes  de  fuite  en  progreffion  géométrique , font 
entr eux  une  progreffion  arithmétique , dont  la  différence  efi  le  plus 
petit  nombre  qu'on  puiffe  imaginer,  il  n'y  a qu'à  faire  remarquer 
une  maniéré fimple  de  trouver  ces  termes  moyens  à l'infini  entre  les 
fermes  marqués  dans  B-  Par  exemple  pour  trouver  tous  les  termes 
entre  a0 &a.',ou  entre  i dra*,  il  n'y  a qu'à  prendre  le  terme  moyen 
proportioncl géométrique yf  a;  & pour  avoir  fon  expofant , il  ny  a 

qu'à  prendre  le  moyen  arithmétique  proport  ionel  entre  oit  i qui 

_1_ 

efli.  Asnfi  P on  aura  " a*,  a 1 , a'. 

On  prendra  de  meme  la  moitié  de  o £ qus  e(l  it  la  moitié 

de  i = i » laquelle  moitié  efl\ , it  Ton  aura  “ a*j  a ♦ , a *, 

î*,a'.  On  conpoit  clairement  qu'on  peut  asnfi  continuer  de  pren- 
dre des  termes  moyens  proport ionels , tant  les  géométriques  que 
les  arithmétiques  corre [pondant  s , it  cela  à l'infini  s & quon 
peut  enfuit e , au  lieu  d'un  moyen  proport ione l , prendre  deux, 
trois , quatre,  itc . moyens  proport  ionels  géométriques  entre  deux 
termes  voTfint,  rir  prendre  en  meme  temps  In  moyens  proport  io- 
nels arithmétiques  corre [pondant s qui  Jerviront  d'expofants  aux 
géométriques. 

En  imaginant  de  la  même  maniéré  les  moyens  proport  ionels  géo- 
métriques entre  tous  les  termes  voifins  & les  arithmétiques  qui 
leur  fervent  d'expofants , on  verra  clairement  qu'on  petit  concevoir 
une  progreffion  géométrique  infinie  de  toutes  les  puiffances  de  fuite 
d'une  grandeur , dont  les  expofant  s feront  assjfi  une  progreffio » 
arithmétiques 

L'on  remarquera  que  toutes  les  fois  quon  prendra  quatre  ter- 
mes-, dans  la  progreffion  geometriqui , qui  feront  entr  eux  une 
proportion  géométrique , les  quatre  expofant  s de  ces  quatre  termes 
feront  ehtr'eux  une  proportion  arithmétique:  Et  que  toutes  Ici 
fois  qu'on  prendra  plnfieurs  termes , c'efl  à dire  tant  des  termes 
qu'on  voudra , dans  la  progreffion  géométrique  , qui,  quosqu' éloi- 
gnés les  uns  des  autres , feront  pourtant  entr  eux  une  progreffion 
geometr  quelles  expofant  s de  tous  ces  termes , pris  dahs  le  meme 
ordre  front  entr' eux  une  progreffion  arithmétique  ; c'efl  à direh 
la.  même  d'sffcrencc  régnera  dans  leur  progreffion. 
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Mais  quand  zéro  efl  le  premier  terme  d' une  proportion  arithmé- 
tique o,  i:  2,  i -4"  2 = 3,  il  faut  ajouter  le  fécond  & le  t roi  fié  me 
terme,  & la  fomme  e(i  le  quatrième  terme . Quand  zéro  efl  le 
quatrième  terme  d'une  proportion  arithmétique  3 , 2 ; i , o,  il  faut 
retrancher  le  fécond  terme  du  premier , & la  différence  efl  le  t roi - 
fié  me  terme . Enfin  quand  zéro  efl  le  premier  ou  le  dernier  terme 
d une  progrejfion  arithmétique  -i.  o,  1, 2,  3, 4;  4,  ?,  2,  i,  o, 

il  faut  multiplier  le  terme  le  plus  proche  de  t^ero , qui  efl  ladffe- 
rence  de  la  progrejfion , par  le  nombre  des  termei  depuis  ^ ero  non 
compris  ,par  exemple  par  fi  l'onveut  le  quatrième  terme  depuis 
2pro  non  compris , & le  produit  efl  le  terme  q:  e l'on  cherche . 

C'efl  la  raifon  des  réglés  qu'on  a données  pour  multiplier  & pour 
divifer  deux puiffances  d'une  meme  grandeur  l'une  par  l'autre  par 
le  moyen  des  expofants;  & pour  élever  une  puiffance  d'une  gran- 
deur à une  autre  pui fiance  dont  l'expojant  efl  donné  Car  pour  mul- 
tiplier par  exemple  a1  para3,  il  y aune  proportion  géométrique  aD 
ou  1 . a’  : : a3 . a5 , dont  P unité  ejl  le  premier  terme , a1  & aJ  font 
le  fécond  & le  troifiéme  terme , & le  produit  a’  que  l'on  cherche  efl 
k quatrième  fermé . Lcr  expofants  o,  *: 3 , 3*-*-  2 — 5 font  auffi 
une  proportion  arithmétique  dont  zéro  efl  le  premier  terme , les 
expofants  1 & 3 des  grandeurs  à multiplier , a1 , aJ , font  le  fécond 
& le  troifiéme  terme  : ainfe  ajoutant  2 3,  la  fomme  5 efl  texpo- 

fant  du  terme  a5  que  l'on  cherihoit. 

Pour  divifer  a*  'par  a’,  il  y a une  proportion  géométrique  aJ.a* 

::  a‘.a  ^ oui,  dont  si  efl  le  premier  terme  ; ledivifeur  a1  le  fécond 
terme  ; le  quotient  a'  que  l'on  cherche  efl  le  troifiéme  terme , & 
t'unit é a°  ou  1 efl  le  quatrième  terme.  Les  expofants  3,  i:  1,0, 
font  auffi  une  proportion  arithmétique  ; le  premier  terme  efl  3 Je 
fécond  ejl  2 ,le  troifiéme  1 efl  l'expojant  du  quotient  que  l'on  cherche, 

& zéro  efl  le  quatrième  terme  ; ainfi  en  retranchant  le  fécond  ter- 
me 2 du  premier  terme  3,  la  différence  1 efl  l'expofant  du  quotient 
.que  l'on  cherche . 

Pour  élever  la  pui  fiance  d’une  grandeur  comme  s1  d une  puif- 
fance  dont  Pcxpofant  efl  donné , par  exemple  à la  pui  fiance  dont 
Pexpofant  efl  .4,  il  y a une  progrejfion  géométrique  a °ou  i,al, 

a1, 2},  s*, dont  le  premier  terme  efl  l'unité , la  puiffance  donnée  a1 
efl  le  premier  terme  après  F unité , ô*  la  puiffance  A*  que  ton  cherche  , 
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ejl  le  quatrième  terme  après  l'unité.  Les  expofants  font  aujft  une 
progrejfion  aritbmetiq  e -4-  o,  1,  2,  3, 4,  depuis  zéro  ; le  premier 
terme  après  zéro  e(l  l'unité , & c'i(l  la  diff,  rente  delà  progrejfion; 
l’expofant  que  l'on  ihenhe  ejl  le  quatneme  terme  après  zéro;  & 
dans  une  prognjjton  arithmétique , ta  d jfrrcnce étant  connue , qui 
ejl  ici  I,  & le  nombre  des  termes  après  zéro  qui  e/l  ici  4,  il  n’y  a 
qu’à  multiplier  la  différence  par  le  nombre  des  termes  depuis  zéro 
non  compris  , & le  produit , qui  efi  ici  4,  ejl  le  terme  que  Ion 
cherche  Je  la  progreffson  arithmétique , & par  conjequent  l’expo • 
fant  de  la  pusffante  a*  que  l’on  cher  choit . 


ANALYSE 
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ANALYSE  DÉMONTRÉE, 

LIVRE  1 

DE  L'  ANALYSE,  QUI  ENSEIGNE 
à réfoudre  les  Problèmes  qui  fe  réduilent 
à des  équations  (impies. 


SECTION  I. 

La  Metbode  de  réduire  un  Problème  en  é quation  t. 

PROBLEME  I. 

JyEDUIRE  un  Problème  en  équations  ; ce  fl  à dire  t exprimer 
parades  équations  tous  les  raports  d’un  Problème. 

L faut  diftinguer  avec  beaucoup  d’atten- 
tion  les  trois  choies  que  renferme  le  Pro- 
blème: i.  Les  grandeurs  connues  : 2.  Les 
grandeurs  inconnues  quon  cherche , ou 
qui  fervent  à faire  trouver  celles  quon 
cherche  : 3 . Les  rapports  connus  entre  les 
grandeurs  connues  & les  inconnues , ou  même  ceux  qui  font 
entre  les  inconnues. 

a0.  Il  faut  marquer  les  grandeurs  connues  par  les  premiè- 
res lettres  de  l’alphabet  a , b , c , &c.  & les  inconnues  par 
les  demieres  /,  r,  v , x,  yt 

Il  cft  bon  auifi  de  marquer  les  grandeurs  connues  & in- 
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connues  par  les  premières  lettres  des  noms  qui  les  expri- 
ment : Par  exemple  , de  marquer  un  nombre  en  general 
par  » , une  fomme  par  ; , le  temps  par  r , la  viteflfe  par  v , 
une  tangente  par  t , une  foutangente  par  / , & ainfi  des  au- 
tres; cela  foulage  la  mémoire. 

3°.  Il  faut  fuppofer  le  Problème  comme  refolu  , en  re- 
gardant les  inconnues  comme  fi  elles  étoient  connues  , & 
trouver  par  le  moyen  des  rapports  connus  du  Problème , au- 
tant d’équations  , qu’on  a fuppofé  d’inconnues  . 11  faut  ob- 
fèrver  autant  qu’on  peut , l’ordre  naturel  dans  la  formation 
des  équations , c’eft  à dire  qu’il  faut  commencer  par  les  rap- 
ports les  plus  fimples,  & fe  fervir  enfuite  par  ordre  des  rap- 
ports les  plus  compofés. 

Exemple  L 

TROUVER  Ie  quatrième  terme  d’une  proportion,  dont 
on  connoît  les  trois  premiers  termes. 

i°.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  qui  font  les  trois 
premiers  termes  connus , là  grandeur  inconnue  qui  eft  le 
quatrième  terme,  & les  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
connues  & l’inconnue:  dans  ce  Problème,  les  rapports  con- 
nus font  le  rapport  qui  eft  entre  la  première  & fa  fécondé 
grandeur  connue  , & le  rapport  qui  eft  entre  la  troifiéme 
grandeur  connue  , & la  quatrième  qui  eft  l’inconnue  qu’on 
cherche  , ces  deux  rapports  font  égaux  j par  confequent  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens. 

i9.  Je  marque  les  grandeurs  connues  par  les  premières 
lettres  de  l’alphabet  , & l'inconnue  par  une  des  dernières  -, 
de  cette  maniéré . Soit  le  premier  terme  = a . Le  fécond 
= b.  Le  troifiéme  = c.  Le  quatrième  = x. 

3°.  Par  le  moyen  des  rapports  connus , j’ai  cette  propor- 
tion a.  b::  e.  x . 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens , 
l’on  aura  cette  équation  ax  = bc  , qui  eft  celle  du  Pro- 
blème. 

Exemple  II. 

TP Rouver  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  d’une 
progreiïïon  géométrique  qui  va  en  diminuant , dont  on  con- 
noît le  premier  & le  fécond  terme. 
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i*.  Je  remarque  les  grandeurs  connues  , qui  font  le  pre- 
mier terme  de  la  progreflion  qui  eft  le  plus  grand  , & le 
fécond  terme  , la  grandeur  inconnue  qui  eft  la  fomme  de 
tous  les  termes  infinis  de  la  progreflion  : Je  remarque  de  plus 
que  par  la  propriété  des  rapports  égaux  qui  font  entre  tous  les 
termes  de  la  progreflion,  la  fomme  de  tous  les  antécédents, 
qui  eft  ici  la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  pro- 
greflion , parceque  zéro  eft  le  dernier  terme , eft  à la  fom- 
me de  tous  les  confequents  , qui  eft  la  fomme  de  tous  les 
termes  moins  le  premier  , comme  le  premier  terme  eft  au 
fécond . 

a*.  Je  marque  les  grandeurs  connues  & l’inconnue  de  cet- 
te maniéré. 

t Soit  le  premier  terme  connu  = a , 

Le  fécond  = t. 

La  fomme  inconnue  de  tous  les  termes  infinis  = /. 

a’.  Je  me  fers  ainfi  du  rapport  connu  pour  former  l’équa- 
tion du  Problème. 

La  fomme  de  tous  les  antécédents  de  la  progreflion  qui 
eft  égale  à / — o , c’eft  à dire  la  fomme  /,  eft  à la  fom- 
me de  tous  les  confequeau  qui  eft  s — a j comme  le  pre- 
mier terme  a eft  au  fécond,  b,  & j’ai  cette  proportion. 
i.  f — a ::  a.  b. 

Et  le  produit  des  extrêmes  étant  égal  à celui  des  moyens , 
l’on  aura  cette  équation  b s — as  — aa , qui  eft  celle  du 
Problème. 

Exemple  III. 

T ROU  VER  deux  grandeurs  dont  on  connoît  la  fomme  & 
la  différence. 

i°.  Soit  la  fomme  connue  des  deux  grandeurs  incon- 
nues = a. 

Soit  leur  différence  connue  = d. 

Soit  la  première  & la  plus  grande  des  deux  grandeurs 
inconnues  = x. 

La  fécondé  = j . 

2°.  Il  y a deux  rapports  connus  , le  premier  eft  que  1* 
fomme  des  deux  inconnues  eft  égale  à a , ce  qui  donne  cet- 
te première  équation  x y = a . 

Le  fécond  rapport  connu  eft  que  la  différence  des  deux 

A ij 
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inconnues  eft  égale  à d , ce  qui  donne  cette  fécondé  équa- 
tion x • — y = d . 

Lon  a ainfi  les  deux  équations  du  Problème. 
Remarque, 

Lo  R s qu’ IL  n y a pas  afîez  de  rapports  connus  pour  trou- 
ver autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues , le  Pro- 
blème a plufieurs  rélblutions , comme  on  le  fera  voir  dans 
la  fuite  , & on  l’appelle  indéterminé. 

Définition. 

Les  grandeurs  qui  font  des  deux  côtés  du  ligne  = dans 
une  équation  , font  nommées  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion, x — y eft  le  premier  membre  de  l’équation  * — y—dê 
& à en  eft  le  fécond  membre . 

Avertissement. 

J\^pre's  avoir  réduit  un  Problème  en  équations,  il  faut 
faire  en  forte  que  les  inconnues  des  équations  fe  trouvent  feu- 
les dans  le  premier  membre  , & qu’il  n’y  ait  que  des  gran- 
deurs connues  dans  le  fécond  ; ce  qui  donne  la  réfolution  du 
Problème . 

Le  dégagement  des  inconnues  des  équations , & les  pré- 
parations pour  y arriver  , fe’font  par  l’addition,  la  fouftrac- 
tion  , la  multiplication  , la  divifion  , l’extraélion  des  raci- 
nes , &c. 


SECTION  II. 

La  Méthode  de  dégager  les  inconnues  des  équations, 
& de  préparer  les  équations  a ce 
dégagement. 

Ufage  de  r addition  & de  la  fou/lrafthn  pour  le  dégagement 
des  inconnues , & pour  y préparer  les  équations . 

z.  L’Addition  & la  fouftraélion  fervent  à faire  paffer 
une  ou  plufieurs  grandeurs  d’un  membre  de  l'équation  dans 
l’autre. 
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Il  faut  effacer  la  grandeur  qu’on  veut  faire  palier , dans  le 
membre  où  elle  eft , & l’écrire  dans  l’autre  membre  avec  un 
ligne  contraire  à celui  quelle  avoit. 

Par  exemple , dans  l’équation  bs  = as  — aa , on  fera 
pafler  — aa  du  fécond  membre  dans  le  premier , en  l’effa- 
çant dans  le  fécond  membre , & l’écrivant  dans  le  premier 
avec  le  ligne  ■*- , & l’on  aura  bs  •+*  aa  = as . 

On  fera  paffèr  de  même  dans  l'équation  b>  ■+*  aa  — as , la 
grandeur  bs  du  premier  membre  dans  le  fécond  , en  l'effa- 
çant dans  le  premier,  & en  l’écrivant  avec  le  ligne  — dans  le 
fécond  , & l’on  aura  aa  — as  — bs . 

De'  MONSTRATION. 

T /on  ne  fait  dans  cette  tranfpofïtion  qu’ajoûter  ou  retran- 
cher des  grandeurs  égales  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion : car  en  ajoûtant  •+•  aa  dans  chaque  membre  de  l’équa- 
tion bs  = as  — aa,  l’on  trouve  aa  ■+■  bs  = as  — aa  -+-  aa  , 
& — aa  -4-  aa  étant  égale  à zéro , on  l'efface  , & il  relie  aa 
**  bs  = as . Et  en  retranchant  -*  bs  dans  chaque  membre 
de  aa  ■+■  bs  = as , l’on  trouve  aa-*“  bs  — bs  = as  — bs,  & 
•s*  bs  — bs  étant  égal  à zéro , on  l’efface  , & il  refte  aa  = ai 
. — bs  . Par  confequent  les  deux  membres  demeurent  toujours 
égaux  après  cette  tranfpolition. 

U [âges  de  la  tranfpofïtion . 

■ O N peut  mettre  par  tranfpolition  toutes  les  quantités  oîi 
eft  l'inconnue  dans  un  membre , & toutes  les  quantités  con- 
nues dans  l’autre  , comme  on  le  voit  dans  la  derniere  équa- 
tion; ce  qui  fervira  au  dégagement  des  inconnues. 

1.  On  peut  mettre  par  tranfpolition  toutes  les  quantités 
d’une  équation  dans  un  membre,  & zéro  dans  l’autre;  ce 
qui  lêrvira  dans  les  Livres  fuivans.  Car  en  effaçant  toutes  les 
quantités  d’un  membre , & les  écrivant  avec  des  lignes  con- 
traires dans  l’autre  membre  , l’égalité  demeure  toujours , & 
zéro  fe  trouve  feul  dans  le  membre  où  l’on  a effacé  toutes  les 
quantités . Par  exemple , lî  l’on  a — ax  — ab,  l’on  aura 
par  tranfpolition  xx  — ax  — ab  = o. 

3.  On  peut  rendre  pofitives  par  le  moyen  de  la  tranfpoli- 
tion , les  grandeurs  négatives  de  l’cquation  , les  ôtant  du 
membre  où  elles  font  négatives . & les  mettant  dans  l’autre 

A iij 
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avec  le  figne  •+*  ; ce  qui  fert  à rendre  l’inconnue  pofitive , 
quand  elle  eft  négative , & à faire  trouver  la  valeur  pofitive 
de  l’inconnue . 

4.  Lorfque  la  même  grandeur  fê  trouve  avec  le  même 
figne  dans  chaque  membre  de  l'équation  , comme  dans  cet 
exemple  ax  -*•<»&:=-*-  ab  + bc  t il  faut  l’effacer , & l’on  aura 
ax  — bc. 

Vfages  de  la  Multiplication  pour  préparer  les  équations , pour 
en  ôter  Jet  fr allions , & pour  en  dégager  les  inconnues. 

3 • 1.  I_j  o R s qjj  E l’inconnue  eft  diviféc  par  une  grandeur  con- 
nue , comme  dans  cet  exemple  7 = * , on  peut  dégager  l’in- 
connue de  cette  grandeur  connue  , en  multipliant  chaque 
membre  par  la  grandeur  a t par  laquelle  l’inconnue  x eft  di« 
vifée , & l’on  aura  x ==  7. 

2.  On  peut  encore  ôter  par  la  multiplication  t toutes  les 
fractions  d’une  équation . 

11  faut  multiplier  les  deux  membres  de  l’équation  par  le 
dénominateur  de  la  première  fraélion  , & multiplier  la  nou- 
velle équation  par  le  dénominateur  de  la  fecoode  fra&ion , 
& ainfi  de  fuite , & l’on  trouvera  une  équation  où  il  n y aura 
plus  de  fra  étions. 

Exemple . Il  faut  ôter  les  fractions  de  l’équation  £ -4-  £ 

' T*  ^ 

Je  multiplie  chaque  membre  par  a , & je  trouve  l’équation 
x +•-  . 

e t 

Je  multiplie  enfuite  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  c,  & je  trouve  ex  -4-  ab  — 

Enfin  je  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
le  dénominateur  e , & je  trouve  cex  -4-  abe  — acd  où  il  n’y  a 
plus  de  fractions . 

On  peut  ôter  tout  d’un  coup  toutes  les  fraélions  d’une 
équation  , en  multipliant  chaque  membre  par  le  produit  de 
tous  les  dénominateurs. 

Dans  l’exemple  précèdent  en  multipliant  | 7 = -f  par 

ace  produit  de  tous  les  dénominateurs , l’on  trouve  l’équa- 
tion v’t'T  = Ti  dans  laquelle  effaçant  les  lettres  com- 
munes au  numérateur  & au  dénominateur  de  chaque  frac- 
tion , l’on  aura  l’équation  fans  fradbons  cex  -4-  aie  = acd > 
comme  on  l’a  voit  trouvée. 


Digitized  by  Google 


Livre  I.  7 

D’où  Ton  voit  que  fi  toutes  les  quantités  d’une  équation 
ètoient  divifées  par  une  même  grandeur,  il  ny  auroit  qu’à  ef- 
facer cette  grandeur  , & l’équation  feroit  fans  fractions . 

3.  On  peut  auffi  faire  en  forte  par  la  multiplication, qu'une 
des  grandeurs  connues,  laquelle  on  voudra , devienne  un  quar- 
rê  ou  une  puiffance  parfaite , en  multipliant  chaque  membre 
de  lequation  par  cette  même  grandeur , ou  par  fa  racine}  par 
exemple,  dans  cette  équation  axx  -4-  abc  = c’ , on  peut  ren- 
dre la  grandeur  c1  quarrée  en  multipliant  chaque  membre  par 
c , & l’on  aura  aexx  »*•  abex  c* . 

On  peut  auffi  par  ce  moyen  faire  en  forte  dans  quelques 
équations  , où  la  plus  haute  puiffance  de  l’inconnue  eft  mul- 
tipliée par  quelque  grandeur  connue , que  cette  grandeur  de- 
vienne quarrée  ou  une  puiffance  parfaite . 

Par  exemple , fi  l’on  a lequation  axx  abx  = bbc,  en  ren- 
dra quarrée  la  grandeur  axx , en  multipliant  chaque  membre 
par  la  grandeur  connue  a , & l’on  aura  aaxx  -+-  aabx  = abbe . 

Enfin  on  pourrait  ôter  toutes  les  grandeurs  incommenfura- 
bles  d’une  équation  , lorfqu’elle  en  a , par  le  moyen  de  la 
multiplication  ; mais  cet  ufage  n’étant  que  pour  les  équations 
composes  , il  fera  mieux  placé  dans  le  Livre  fuivant . 


Dimonflration  de  tout  cet  ufages. 

Il  eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  precedentes , 
on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation  par  des  gran- 
deurs égales;  par  confequent  ils  font  encore  égaux  après  la 
multiplication . 


Vf  âges  de  U âivifion  pour  préparer  les  équations , & pour 
dégager  les  inconnues . 

4,  i*  T 1 ORS  qju  E l’inconnue  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  une  équation , comme  dans  le  premier  exemple 
de  la  première  Seélion  , où  l’on  a trouvé  ax  = lc  , on  dé- 
gagera l’inconnue  en  divifant  chaque  membre  par  cette  gran- 
deur connue. 

Ainfi  divifant  chaque  membre  par  a , l’on  aura  x = £,  ce 
qui  donne  la  réfolution  du  Problème,  où  l’on  voit  que  le  4* 
terme  d’une  proportion  étant  inconnu  , & les  trois  premiers 
étant  connus , l’on  trouvera  le  4*  en  divifant  le  produit  du 
fécond  & du  troifiérac  par  le  premier . 
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On  dégagera  de  même  l’inconnue  dans  1 équation  du  fé- 
cond exemple  bi  = ai — aa  ; car  par  tranfpofition  l'on  au- 
ra aa  = as  — bs  ; & divifant  chaque  membre  par  a — b, 
l'on  aura  ~j  = s.  C’eft  à dire  fi  l’on  divife  le  quarré  du  pre- 
mier terme  d’une  progreffion  géométrique  qui  va  en  dimi- 
nuant , par  le  premier  terme  moins  le  fécond , le  quotient 
fera  égal  à la  fomme  de  tous  les  termes  infinis  de  la  progref- 
fion . 

2.  Lor/que  toutes  les  quantitez  d'une  équation  font  multi- 
pliées  par  une  meme  lettre  ou  par  une  même  grandeur , on 
rendra  l’équation  plus  fimple , en  divifant  toutes  les  quanti- 
tez qui  la  compofent  par  cette  grandeur  commune. 

Par  exemple  , fi  l’on  a l’équation  axx  — abx  = bcx  , en 
divifant  toutes  les  quantités  par  x,  l’on  aura  l’équation  plus 
fimple  ax  ■ — ab  = bc . 

3.  Lorfque  les  deux  membres  d’une  équation  ont  un  divi- 
feur  commun , on  la  réduira  à une  équation  plus  fimple  , en 
divifant  chaque  membre  par  leur  commun  diviiêur  . 

Par  exemple  , les  deux  membres  de  axx  — aax  ==  abx 
— aab  y ont  le  divifeur  commun  ax  — aa  j en  divifant  cha- 
cun par  ax  — aa}  l’on  aura  l’équation  fimple  x ==■  b , où  l’in- 
connue cil  entièrement  dégagée. 

Démonfiration  de  tous  ces  ufaget. 

J L eft  évident  que  dans  toutes  les  operations  précédentes,  on 
divife  les  deux  membres  égaux  d’une  équation  par  des  gran- 
deurs  égales  ; par  confcquent  ils  font  encore  égaux  apres  la 
divifion. 

Ufaget  de  l’extrattion  des  racines  pour  préparer  les  équations  t 
Ü pour  dégager  tes  inconnues. 

j.  iLoRSQUEle  fécond  membre  d’une  équation  ne  contient 
que  des  grandeurs  connues , & que  le  premier  membre  où 
efi  l’inconnue  contient  une  puifiance  parfaite , il  faut  extraire 
la  racine  de  ces  deux  membres , ôc  l'on  aura  une  équation 
plus  fimple . 

L’on  a par  exemple  l’équation  xx  — aa,  il  faut  extraire 
la  racine  quarrce  de  chaque  membre  , & l’on  aura  x = a, 
De  la  même  maniéré  en  tirant  la  racine  cubique  de  chaque 
membre  de  l’équation  xJ  = aab  , l’on  aura  x = 1/ aab. 

Le 
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Le  premier  membre  de  l’équation  xx  — iax  ■+•  aa  — bc, 
eft  un  quarré  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  quarrée  de  cha. 
que  membre  , on  aura  l'équation  fimple  x — a — v'bc  , & 
par  tranfpofition  x = a^t^bc. 

Le  premier  membre  de  l'équation  x1  — 3 axx  »*•  $aax — a 1 
= abc  , eft  un  cube  parfait;  ainfi  en  tirant  la  racine  cubique 
de  chaque  membre , l’on  aura  l’équation  fimple  x — a =^abc, 
& par  tranfpofition  x=a-^l/abc. 

2.  Il  y a plufieurs  équations  dont  le  premier  membre  de- 
Tiendrait  une  pui fiance  parfaite,  fi  on  lui  ajourait  une  gran- 
deur connue;  par  exemple  > fi  l’on  ajourait  -4-  aa  au  premier 
membre  de  l’équation  xx  — 2 ax  = bc  , le  premier  membre 
ferait  le  quarré  xx  — lax  aa  ; dans  ce  cas  il  faut  ajoûter 
à chaque  membre  la  grandeur  connue  qui  rend  le  premier 
membre  une  puifiance  parfaite , & l’on  aura  xx  — 2 ax-s-aa 
= aa*+bc  ; il  faut  enfuite  tirer  la  racine  de  chaque  mem- 
bre, & l’on  aura  x — a — v^aa  -4-  bc,  qui  efl  une  équation 

fimple,  où  l’on  aura  par  tranfpofition  x = a \/aa bc . 

De  la  même  maniéré  fi  l’on  retranche  b1  de  chaque  mem- 
bre de  l'équation  x’  — 3 bxx  -4-  3 bbx  = c} , l’on  aura  l’équa- 
tion x*  — 3^xx-4-  3 bbx  — V = c' — b’f  dont  le  premier  mem- 
bre efl:  un  cube  parfait  ; ainfi  en  tirant  la  racine  cubique  de 

chaque  membre,onaura  l'équation  fimple  x — b—i/c3 — b\ 
& par  tranfpofition  x=£-4-  i/  c3 — b3. 

Le  fécond  ufage  de  l’extraélion  des  racines  fert  à réduire 
à des  équations  Amples , toutes  les  équations  où  l’inconnue 
eft  élvée  au  quarré  dans  une  des  grandeurs  de  l’équation , 
& linéaire  dans  quelqu'autre  grandeur  , comme  l’équation 
xx  — ax  = ab  . 

Ces  équations  font  nommées  du  fécond  degré , & l’on  y 
diftingue  trois  termes:  le  premier  eft  xx,  ceft  à dire  le  quarré 
de  l’inconnue;  le/êcond  eft  celui  où  l’inconnue  eft  linéaire  ; 
comme  — ax  ; le  troifiéme  & dernier  terme  eft  celui  qui  ne 
contient  que  des  grandeurs  connues  , comme  ab  . 

La  metbode  de  réduire  toutes  les  équations  du  fécond  degré  à des 
équations  fsmples  : ce  qui  en  donne  la  réfolution . 

Pour  réduire  les  équations  du  fécond  degré  à des  équa- 
tions fimples  , 1°.  il  faut  faire  palTcr  les  grandeurs  tou? 

B 
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tes  connues  dans  le  fécond  membre  . i°.  Il  faut  prendre  la 
moitié  de  la  grandeur  connue  qui  multiplie  l’inconnue  linéai- 
re dans  le  fécond  terme . 30.  Ajouter  le  quarré  de  cette 
. moitié  à chaque  membre  de  l’équation  , & le  premier  mem- 
bre deviendra  un  quarré  parfait.  4e.  11  faut  tirer  la  racine 

Ïuarrée  de  chaque  membre  , & l’on  aura  une  équation 
mple . 

Exemple . Il  faut  réduire  l’équation  x* . — ax  — ab  = o à 
une  équation  fimple. 

i°.  Je  fais  paffer  la  grandeur  connue  — ab  dans  le  fécond 
membre,  & je  trouve  xx  — ax=ab. 

2 . Je  prens  ^ a qui  eft  la  moitié  de  la  grandeur  connue  é 
du  fécond  terme. 

30.  J’ajoute  7 44,  qui  eft  le  quarré  de  cette  moitié  , à cha- 
que membre , & je  trouve  xx  — ax  ~ aa  = 7 aa  •+■  ab  , 
dont  le  premier  membre  eft  un  quarré  parfait , qui  a pour  fa 
racine  x- — 7 a.  # 

40.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , & je 

trouve  l’équation  fimple  x — ra~  •+•  ab  , & par 

tranfpofition  x = 7 a^y/^aa^ab. 

Troisième  uf âge  de  l'exlraSita » det  racinet . 

_ J^’ON  trouve  dans  la  réfolution  de  quelques  Problèmes 
/* deux  équations,  qui  étant  jointes  enfèmble,  ou  retranchées 
l’une  de  l’autre , font  trouver  une  équation  dont  le  premier 
membre  oh  eft  l’inconnue,  eft  une  puiffance  parfaire  ; ou  bien 
ces  équations  étant  élevées  au  quarré,  au  cube,  &c.  & en- 
fuite  jointes  enfemble  ou  retranchées  l’une  de  l’autre , l’on 
trouve  une  équation  dont  le  premier  membre  où  eft  l’incon- 
nue, eft  une  puiffance  parfaite:  dans  ce  cas  il  faut  extraire  la 
racine  de  chaque  membre  de  la  derniere  équation  que  l’on  a 
trouvée , & l’on  aura  une  équation  plus  fimple . 

Exemple  1.  Si  l’on  a les  deux  équations  xJ  34*  x = b1 , 

& 3 axxm*màl=c1. 

Les  ajoûtant  l’une  à l’autre  , l’on  aura  x}  •+■  3 4xx  3 aax 

= b1  -*■  c1 , dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x •+•  a , 
il  faut  extraire  la  racine  cubique  de  chaque  membre  , & l’on 
aura  l’équation  fimple x-4»  a = l/V  & par  tranfpofition  - 
x = — a •*“!/  . 
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' Exemple  II  L'on  a les  deux  équations  xx  — yy  = f p t & 

Si  l’on  éleve  la  première  à la  troifiéme  puifTance  , & la  fé- 
condé au  quarré , l’on  aura  x * — $x+yy  •4-3x1^* — yt==^-pjf 
& x1 * 6**7;  -+-  9x*jr+  = ^ qq . 

Retranchant  le  premier  membre  de  la  première  du  pre- 
mier membre  de  la  féconde , & le  fécond  membre  de  la  pre. 
miere  du  fécond  membre  de  la  fécondé , Ton  trouve  <)x*yy 
•f-  6xxy+  1-  y*=^qq — ~ p*t  dont  le  premier  membre  eft  Je 
quarré  de  3 xxy  «4 -y*. 

C’eft  pourquoi  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre , l’on  trouve  ixxy ■+■/  =.s/  '-qq  — ijp1 . 

Enfin  ajoutant  cette  équation  à l'équation  xJ  3 xyy 

— il,  l’on  trouve  x’+-  3 xxy+}xyy+y’  = \q*-Ji  qq—-±Tft 
dont  le  premier  membre  eft  le  cube  de  x-*-y. 

C’eft  pourquoi  tirant  la  racine  cubique  de  chaque  membre, 

l’on  trouve  l’équation  Gmpkx+‘y=y  ±q+-y/±  qq  — rr  P3’ 

Démonjlration  de  tous  ces  ufages . 

T jES  racines  quarrées,  ou  cubiques,  ou  quatrièmes,  &c. 
de  grandeurs  égales , font  égales  ; or  il  eft  évident  que  dans 
toutes  les  operations  précédentes , on  tire  des  racines  quar- 
rées  , ou  cubiques,  &c.  de  grandeurs  égales;  les  grandeurs 
que  l’on  trouve  font  donc  encore  égales , & elles  font  une 
équation,  mais  elle  eft  plus  fimple.. 

Avertissement. 

T iES  operations  precedentes  fuffifent  pour  dégager  Tira- 
connue  des  équations  fimples,  lorfquil  n’y  en  a qu’une  feule, 
mais  l’on  a encore  befoin  des  fubftitutions , lorfqu’on  trouve 
plufieurs  équations  fimples  dans  la  réfolution  d’un  ProblCf 
me,  qui  contiennent  plufieurs  inconnues. 

Des  Substitutions. 

8 . 1_i°  R s QU*  IL  n’y  a qu’une  inconnue  dans  le  premier  mem- 
bre d’une  équation  , les  quantités  dont  le  fécond  membre  efl 
compofé , font  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Dans  l’équation  x — air  b,  4 -f  è eft  la  valeur  de  x . 
Subftituer  la  valeur  d'une  inconnue  dans  une  équation  , 

Bÿ 


Digitized  by  Google 


U Analyse  démontrée, 

c’eft  y mettre  cette  valeur  à la  place  de  l’inconnue , ou  les 
pui  (Tances , ou  les  racines  de  cette  valeur  à la  place  des  fem- 
blables  puiffances,  ou  des  femblables  racines  de  l’inconnue. 

D’où  il  fuit , i° , que  fi  l’inconnue  eft  dans  l’équation  avec 
le  figne  -*•  ou  — , il  faut  loter  de  l’équation  , & mettre  fa 
valeur  en  fa  place  avec  les  lignes  fi  l’inconnue  a le  figne  h-  , 
avec  des  lignes  contraires  fi  l’inconnue  a le  figne  — . 

2°.  Si  l’inconnue  eft  multipliée  ou  divifée  dans  l'équation 
par  quelqu  autre  grandeur , il  faut  multiplier  ou  divifer  la 
valeur  de  l’inconnue  par  cette  grandeur , & la  mettre  dans 
l’équation  a la  place  de  la  grandeur  où  étoit  l’inconnue  : ce 
qui  fe  doit  aufii  entendre  des  puiflànces  de  l’inconnue  , ou  de 
fes  racines. 

Enfin  de  quelque  maniéré  que  foit  l’inconnue  dans  une  équa- 
tion , il  faut  y mettre  de  la  même  manière  fa  valeur  à fa  pla- 
ce. Tout  ceci  s’entendra  mieux  par  des  exemples. 

Exemple  I. 

Pou  R fubfUtuer  la  valeur  dc^,  qu'on  luppofè  = a — r, 
daus  lequation  x — y r = d>  il  faut  ôter  — y de  cette  équa- 
tion , & mettre  en  fa  place  fa  valeur  a — x,  en  changeant  les 
• 2#  figues  de  cette  valeur  * t &.  l’on  aura  x — a*-  x=  d ; ÔC 
en  abrégeant  l’on  aura  2* — a = d,  & par  tranfpofition  ax 
= a -*•  d , & en  divifant  chaque  membre  par  deux  , l'on  au- 
ra x — ; ce  qui  fait  voir  l’ufâge  des  fubûitutions. 

Exemple  II.. 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  x , qu’on  fupipofe  =y  -t-  r % 
dans  l’équation  xx  — ix  — 3 = o;  il  faur,  i°,  élever  chaque 
membre  de  x —y  I au  quarré,  & l’on  aura  xx—yy-+-  2 y 
-4-  I . 

a0.  Multiplier^  1 valeur  de  x par  — 2,  8c  l’on  aura  — 
2x  = — 2 y — 2.. 

3°.  Il  faut  mettre  dans  l'équation  xx  — 2*  ■ — 3 = o,  à la 
place  de  xx  & de — jx,  leurs  valeurs  , & l’on,  aura  yy  — 4 
= o,  au  lieu  de  xx  — ax  — 3 — o»  & par  tranfpofition  l’on 
aura  yy  — 4»  & > = »,  l’on  aura  la  valeur  de  x toute  con- 
nue, en  mettant  à la  place  dey  dans  l’équatbn  x =y  •+■  l,  fa 
valeur  2,  car  l’on  trouvera  x ==-  j. 
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- L’operation  fe  fait  de  cette  maniéré. 

L’équation  propofée  eft  jc*  — 2*  — 3=0,  l’on  fuppo- 
fe  x = y 1 . 

L’on  aura  donc  xx  =j/y  iy  1. 

i— 2r  = — 2/ — 2. 

— 3 = — 3- 

Donc  — 2* — 3 = o = yy  * — 4 = 0. 
.Exemple  III. 

On  propofe  defubftituer  dans  l’équation  r = la  valeur 
de  z ptife  dans  l'équation  z= — 1 -h  l’on  trou- 

ve en  mettant  au  lieu  de  ç fa  valeur, 


■►i  — V 


■d__ 

r1"— 


y + 1 


. ■*  « 


V * ♦ . 


Il  faut  enfuite  abréger  cette  expreffion  par  les  operation» 
ordinaires  de  l’Algebrc,  de  cette  maniéré, 


J 


V « t 


4 •+.  I X V . ♦ I — V.4 + 




K.a. 


Vii  + . + t + i 


*+  1 x t'f  ♦ 1 y * + 1 xv.  + ixVt+i 

y •*•*•  * ■+  b + 1 y * •+■  «x  vlTT 

vT+  » x vTïT  v 1 

— — — 1= — 1 -V  — . 

Vl  + i" 

L’on  aura  donc  I’expreflion  la  plus  fimple  x = . — 1 

V « ♦ « ^ f + 1 r 


^ i.  1 

Démonftration  des  [ulfft  titrions  . 

Ju’on  met  par  la  fubftitution  des  grandeurs  égales  dans  une 
équation,  à la  place  d’autres  grandeurs  qu’on  en  ôte;,  par  confè- 
rent les  deux  membres  de  l’équation  demeurent  toujours 
égaux.  B iij 
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SECTION  III. 

Où  ton  explique  la  manière  de  ri  foudre  entièrement  le  t 
Problèmes  fsmples  ou  du  premier  degré , (J  l’on 
en  apporte  plufteurs  exemples . 

PROBLEME  II. 

v.j4pRE'S  avoir  réduit  un  Problème  en  autant  d'équation* 
qu’on  a pris  d'inconnues  ; trouver  la  valeur  connue  de  toutes  le » 
inconnues , ce  fl  à dire  trouver  la  réfolution  du  Problème, 

Première  maniéré.  »{ 

, (>  écrira  toutes  les  équations  du  Problème  qui  expri- 
ment tous  les  rapports  connus  qui  font  entre  les  inconnues' 
& les  connues,  & on  les  nommera  les  premières  équatiçns. 

2*.  On  en  prendra  une , qu’on  écrira  à part , l'on  pren- 
dra la  valeur  de  l’une  des  inconnues  quelle  contient  , & 
l’on  fubflituera  cette  valeur  à là  place  dans  toutes  celles  des 
premières  équations  où  fe  trouve  cette  inconnue  , excepté 
celle  où  on  l’a  dégagée  ; apres  quoi  cette  inconnue  ne  fe 
trouvera  plus  dans  les  équations  où  là  valeur  a été  fubfli- 
tuée  j on  écrira  toutes  ces  nouvelles  équations  , & l’on  y’ 
ajoutera  celles  des  premières  équations  où  l’inconnue  qu’on 
a ôtée,  netoit  point,  s’il  s’en  trouve  quelqu’une , & on  les 
nommera  les  fécondés  équations. 

3°.  On  prendra  une  de  ces  équations,  que  l’on  écrira- 
avec  celle  qu’on  a déjà  mile  à part , on  prendra  la  valeur 
de  l’une  des  inconnues  qu’elle  contient , & on  la  fubftitue- 
ra  à fa  place  dans  toutes  celles  des  fécondés  équations  où- 
fir  trouve  cette  inconnue  ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équa- 
tions où  cette  inconnue  ne  fe  trouve  plus . On  les  écrira  , 
& l’on  y ajoutera  celles  des  fécondés  équations  où  ne  le  trou- 
voit  pas  cette  inconnue  , & on  les  nommera  les  troifiémes 
équations  , fur  lefquelles  on  opérera  comme  l’on  a fait  fur 
les  équations  precedentes  , & l’on  continuera  l’operation 
jufqu’à  ce  qu’on  trouve  uns  équation  où  il  n’y  ait  qu’une 
feule  inconnue. 


Digitized  by  Google 


Livre!  15 

4®.  On  prendra  la  valeur  de  l'inconnue  de  cette  équation , 
& on  la  fubftituera  dans  celle  des  équations  mifes  à part , ou 
il  ny  a que  cette  inconnue  & une  autre , & il  n’y  reliera 
que  cette  autre  inconnue  , dont  on  prendra  la  valeur  , qu’on 
fubftituera  dans  une  des  équations  mifes  à part  où  il  n’y  a 

Sue  cette  inconnue  avec  une  autre . En  continuant  d’operer 
e cette  maniéré  , on  trouvera  les  valeurs  connues  de  toutes 
les  inconnues , & l’on  aura  la  réfolution  du  Problème. 

Seconde  maniéré. 

I®.  _A_P  R e'  s avoir  écrit  les  premières  équations  , on  pren- 
dra toutes  les  valeurs  d’une  mime  inconnue  dans  toutes  celles 
des  premières  équations  où  elle  fê  trouve , & l’on  en  écrira 
une  à part . 

2°.  On  comparera  toutes  ces  valeurs  les  unes  avec  les  au- 
tres ; ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations , qu’on  écrira , 
& l’on  y ajoutera  celles  des  premières  où  n’étoit  point  cette 
inconnue  , s’il  s’en  trouve , & l’on  aura  les  fécondés  équa- 
tions. 

3°.  On  opérera  fur  celles-ci  comme  on  a fait  fur  les  premiè- 
res, & l’on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  toit  arrivé  à une  équa- 
tion où  il  n y ait  qu’une  inconnue. 

4°.  On  en  prendra  la  valeur  , & on  la  fubfti tuera  dans  cel- 
les  des  équations  mifes  à part  où  elle  fe  trouve  avec  une  feu- 
le autre  inconnue  , & l’on  continuera , comme  dans  la  mé- 
thode précédente , jufqu’à  ce  qu’on  aie  les  valeurs  connues  de 
toutes  les  inconnues . 

R E M A R QJJ  E. 

Lorsqu’on  a trouvé  la  valeur  toute  connue  d’une  feule 
inconnue  , fi  l’on  n’avoit  pas  mis  à part  les  équations  dont  on 
a parlé  , on  trouveroit  neanmoins  la  valeur  de  toutes  les  in- 
connues en  fubftiruant  la  valeur  toute  connue  dans  une  des 
équations  où  il  n’y  a que  l’inconnue  qui  a cette  valeur  avec  " 
une  fécondé  inconnue  , & après  la  fubflitution  on  prendrai  t la 
valeur  toute  connue  de  la  fécondé  inconnue , & on  la  fubfli* 
tuerait  avec  la  valeur  de  la  première  inconnue  dans  une  des 
équations  où  il  n’y  a que  les  deux  premières  inconnues  avec 
une  troifiéme  ; & en  continuant  cette  operation  , on  trouve- 
rait les  valeurs  connues  de  toutes  les  inconnues. 
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T ro'tfième  manière  qui fert  à abréger  les  operations 
dans  plufieun  cas. 

Il  arrive  quelquefois  qu  on  trouve  tout  d’un  coup  la  valeur 
toute  connue  de  chacune  des  inconnues  du  Problème  , en 
ajoutant  enfemble  deux  ou  pluûeurs  des  valeurs  d’une  mê- 
me inconnue  priles  dans  les  premières  équations , ou  bien  en 
les  retranchant  les  unes  des  autres.  Il  faut  feulement  obferver 
de  joindre  enfemble  les  valeurs  d’une  même  inconnue  qui  for- 
ment une  équation  où  les  autres  inconnues  fe  détruifent  par 
des  lignes  contraires  , ou  toutes , ou  la  plûpart , comme  on 
le  verra  dans  l'exemple  fuivant , auquel  on  appliquera  ces  trois 
méthodes . 

Application  de  la  première  metbode  à un  exemple . 

O N fuppofo  qu’en  réduifant  un  Problème  en  équations , 
on  a trouvé  les  quatre  fuivantes. 

Premières  équations . Equations  mifes  à part. 

l°.  » -4- *-4-7 =*-*-4.  v—z  — x — 7-+- 4. 

V-4-x-<rz=f+’b.  2 Z=  V — a-+-b. 

v -4-7-+-^  = * -*-c.  a 7 = »* — b -W. 

x -4-7  -4-  z = ® *4 md. 

i°.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue , par  exemple 
de  »,  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  équations  comme  dans 

* 1.  la  première  , & l’on  trouvera  * » = ? — x • — 7-4-4, 

qu’on  écrira  à part,  & l’on  fubftituera  cette  valeur  dans  les 
autres  équations  à la  place  de  »,  & l’on  aura  les  fécondés 
équations  où  » ne  fe  trouvera  plus. 

Secondes  équations  abrégées. 

2Z 27-4-4  = ^.  2? 2*-4-4  = f.  2X  -4-  27  = 4 •Srd. 

30.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  fécondés 

* 2.  équations,  comme  de  & l’on  trouvera  * 2^  = 27  — a -4-i; 

on  l’écrira  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à part , & l’on 
fubftituera  cette  valeur  dans  celles  des  fécondés  équations 
où  fe  trouve  ^ , c’eft  à dire  dans  la  fécondé , & l’on  aura 
la  première  des  troiftémes  équations , & y ajoutant  l’équa- 
tion xx  -4-  27  = 4 -4-  d,  les  troifiancs  équations  feront  les 
deux  fuivantes. 

T roiftémcs 
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7* roiftémes  équations  abrégées  ; 
ry — 2x-¥-b—c.  2x^2y=a^d. 

4*.  On  prendra  la  valeur  d’une  inconnue  de  ces  troifiémes 
équations , comme  de  y , & l’on  trouvera  ly  = ix  — b -h  c . 
On  écrira  cette  équation  dans  l’ordre  des  équations  mifes  à 
part , & l’on  fubftituera  la  valeur  de  iy  dans  l’équation  ix 
2 y = a*r  d,  & l’on  trouvera  4 x = a-tr-b  — c<+*d. 

Comme  l’on  eft  arrivé  à une  équation  qui  ne  contient 
qu’une  feule  inconnue  x , on  la  dégagera  , & l’on  trouvera 

1 é + i~c*-d 

X ■ 4 • 

On  fubftituera  la  valeur  connue  de  x dans  l’équation  mife 
à part  iy  = 2x  — b^c,  qui  n’a  d Inconnues  que^  & x , & 
l’on  trouvera  2 y = — b c — & en 

divifant  chaque  membre  de  2 y = par  2,  l’on  aura 

«/  — M—k+C  + d 

J 4 . * 

On  fubftituera  cette  valeur  dey  dans  l’équation  mife  à part 
2%  = 2 y — a -h  b , & après  avoir  abrégé  l’équation  qui  en 
viendra,  & dégagé  l’inconnue  z,  on  trouvera  z = -•+‘t . 
Enfin  on  fubftituera  les  valeurs  connues  de  x , y,  z dans  l’équa- 
tion mife  à part  v = z — * — >•+•<»,&  après  avoir  abrégé 
l’équation  qui  en  viendra,  & dégagé  l’inconnue  vt  on  trouve- 
ra 

Le  Problème  eft  entièrement  réfolu  , & l’on  a toutes  les 
valeurs  connues  des  grandeurs  inconnues  , x — 1 

v * — b\+c  +jd  ~ — * + ù 4r4d  a + ü + ç — d 

J — 4 * * 4 * V 4 * 

Application  de  la  fécondé  metbode  au  meme  exemple . 
Premières  équations.  Equations  mifes  à part. 


v x -»r  y =zm*m  a.  v = z — * — y a. 

v-*-x-*-z=y"*“  ^ 2Z  = 2ym*mb  — a. 

t y^z:=zX’*m  c.  2X=2 y**b — c. 

x y*rz-v"*’d- 

i°.  On  prendra  dans  les  premières  équations  toutes  les  va- 
leurs d’une  même  inconnue , comme  de  v,  & l’on  en  mettra 
une  à part.  Ces  valeurs  font, 

v—z — x — y*  a.  v=y  — x — z**b.  v—x — y 

• — v = x y z — d. 

2°.  On  comparera  ces  valeurs  égales  les  unes  avec  les  autres, 
& l’on  aura  les  fécondés  équations. 
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Secondes  équations  abrégées . 

2 y=^b  — a.  2Z  — ïx=c  — a.  2jt-H2 y—a+*d. 

Les  autres  équations  qu’on  pourrait  faire  des  quatre  valeurs 
de  v , font  inutiles , ces  trois  équations  contenant  toutes  les  in- 
connues du  Problème  excepté  vt  & toutes  les  connues. 

3°.  L’on  prendra  dans  les  fécondés  équations  toutes  les  va- 
leurs d'une  même  inconnue  comme  de  Zt  & 1 on  aura , 
2Z=2y*-b — a.  2Z  — 2x~*-c  — a. 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  miles  à part , on 
comparera  ces  valeurs  les  unes  avec  les  autres , & on  aura  les 
troifiémes  équations  en  y ajoutant  l 'équation  2x  a y = <* 

d,  dans  laquelle  z ne  fe  trouve  point . 

Ttoiftémes  équations  abrégées . 

2x — 2 y=b — C.  2x-*r2y==a*md. 

4*.  On  dégagera  l’inconnue  x dans  ces  troifiémes  équations  » 
& l’on  aura  2x  — iy  ■+•  b — c.  2x=—i 

On  en  écrira  une  dans  l’ordre  des  équations  miles  à part,  oc 
on  fera  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  ix  , & I on  au- 
ra l'équation  4 y=a: — b^c^rd,  où  il  n’y  a que  la  feu  e m" 
connue  u en  divifânt  chaque  membre  par  4 , 1 on  aura 

_ M — C + d 

Enfin  on  fubftituera  la  valeur  de  .y  dans  les  équations  mifes 
à part , & l’on  trouvera  la  valeur  de  x , & avec  ces  deux  va- 
leurs, celle  de  z,  & enfin  celle  de  v,  qui  font , 


Application  de  la  troijiéme  méthode  au  même  exemple. 
Equations  du  Problème. 

t > x — z •+“  a.  v* •x+‘Z—y*“b.  v+y^Z 

=x-W.  x-*‘y-*‘l=iv’*“d. 

Valeurs  de  v.  Valeurs  de  x. 


v — z — x — Z*4*4- 

v=y  — x — 
v=x  — y — î’ff. 
v=x  -+-  y z — d. 

Somme  4 v—a*r  b-r  c — d. 
abrégée. 


x=z — v — y a- 

x=y — v — z ■+■  b. 
x—v  ■+■  y — c- 

x = v — y — z 
Somme  4X=4  ■+■  b — C •‘rd. 


abrégée. 
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Divifantpar4>  1 

Valeur j dey. 

y— Z — v — x ■+*<». 
2=t>  -+*x  -+-  z — &. 
y=x — v — z 
ji  = o— x — z “*“d. 

Somme  $y=.  a — b^C^d. 
abrégée. 

Di  vifant  par  4 ,y=  . 
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Di  vifant  par  4,  x = i±ïrs+£ . 

Valeurs  de  z- 

Z=v  ~bx  -*ry  — <*. 

Z = J — V — X -4-  A. 

Z = x — v ■ — y -4-  c. 

Z= v — ■ x — y -*rd 
Somme  4?= — a-*rb  •+*  c*-d. 
abrégée . 

Di  vifant  par4,  z— 


Avertissemen  T. 

Çomme  il  arrive  rarement  qu’enjoignant  ainG  toutes  les 
valeurs  d’une  même  inconnue,  l’on  trouve  fa  valeur  toute  con- 
nue, il  eft  bon  de  remarquer  qu’en  les  joignant  deux  à deux 
dans  les  cas  où  cela  fe  peut  faire,  ou  trois  à trois , &c  il  faut 
choiGr  celles  où  les  autres  inconnues  fe  décruifent  par  des  figaes 
contraires,  ou  toutes,  ou  en  partie. 

Démonflration  de  ces  trou  méthodes  . 

Il  eff  évident  que  dans  toutes  les  operations  de  ces  méthodes, 
l'égalité  fe  conferve  toujours  entre  les  deux  membres  des  équa- 
tions qu’elles  font  trouver,  & que  Jes  inconnues  fe  dégagent 
les  unes  après  les  autres;  par  confequent  il  y a égalité  entre  les 
membres  des  dernieres  équations  où  conduifent  ces  méthodes  ; 
ainfi  les  dernieres  équations  donnent  les  valeurs  toutes  connues 
de  toutes  les  inconnues  du  Problème. 

Remarque, 

10.1.  Lorsqu'on  ne  peut  pas  dégager  toutes  les  inconnues  , 
ce  qui  arrive  lor/qu’on  n’a  pas  pu  former  autant  d’équations 
quon  a été  obligé  de  prendre  d’inconnues  , le  Problème 
eft  indéterminé  , & il  peut  avoir  differentes  réfolutions  ; car 
en  mettant  des  grandeurs  arbitraires  à la  place  des  incon- 
nues qu'on  n’a  pas  pu  dégager  , on  aura  differentes  réfolu- 
tions 1 il  arrive  neanmoins  quelquefois  que  les  grandeurs 
arbitraires  doivent  être  entre  certaines  limites  , autrement 
en  trouverait  des  réfolutions  négatives,  ou  même  impoffi- 
bles  ; les  équations  où  fe  trouvent  les  inconnues  à la  place 
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de/quelles  on  peut  mettre  des  .grandeurs  arbitraires , feront 
connoître  ces  limites. 

Par  exemple  , fi  en  refolvant  un  Problème , on  ne  peut 
trouver  d’autre  équation  que  celle-ci > y = ~li  ce  Problème 
eft  indéterminé  , & en  mettant  différentes  grandeurs  arbitrai» 
res  à la  place  de  x , on  aura  différentes  réfolutions.  Cependant 
il  eft  çvident  que  pour  avoir  des  valeurs  poGtives  de  y , il  faut 
que  chaque  grandeur  arbitraire  qu’on  mettra  à la  place  de  x4 
foit  plus  grande  que  b . 

a.  Lorfqu’au  contraire  on  a plus  d’équations  que  d’inconnues, 
après  avoir  trouvé  les  valeurs  toutes  connues  de  routes  les  in- 
connues ; il  faut  qu’en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations 
qui  refient,  on  ne  trouve  pas  d’impoffibilité,  c’eft  à dire  qu’on 
ne  trouve  pas  dans  les  deux  membres  de  ces  équations  des  gran- 
deurs toutes  connues  inégales  entr 'elles  .•  car  ce  ferait  une  mar- 
que que  l’on  a fuppofé  quelque  impoffibilité  dans  les  rapports 
du  Problème  qui  ont  fourni  ces  équations  ; comme  fi  dans 
l’exemple  auquel  on  a appliqué  les  méthodes , l’on  avoit  en- 
core eu  cette  équation  de  plus  que  celles  qui  y (ont  rx*‘y  = e. 
L’on  aurait  trouvé  en  fubffituant  dans  cette  équation , les  va- 
leurs toutes  connues  de  x & dey  , l'égalité  e±J  = e ; & fi  la 
grandeur  e netoit  pas  égale  à ^ , on  auroic  fuppofé  dans  le 
Problème  une  chofe  impoffible  . 

Exemples  ou  l'on  réfout  plufieurs  Problèmes  [impies 
ou  du  premier  degrés 

I. 

La  fomme  a de  deux  grandeurs  inconnues  x & y , dont  x 
eft  la  plus  grande  , étant  connue  avec  leur  différence  d } trou- 
ver chacune  de  ces  grandeurs . 

Parla  fuppofition  x ^-y  — a,  &x — y=d-,  donc  x = a 
— y}  & x = d-*-y\  donc* — y =d+-y,  & partranfpoû- 
tion  2 y = a — d , & en  divifant  chaque  membre  par  a , l'on 
aura  y — ,•  fubffituant  cette  valeur  dans  laquelle  on 

voudra  des  équations  precedentes  comme  dans  x = a — y , 
l’on  trouvera  x = ‘-~  . 

Lon  a donc  trouvé  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux 
grandeurs  avec  la  moitié  de  leur  différence  , eft  égale  à la 
plus  grande,  & la  moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence,  eft  égale  à la  moindre . Ce  qu’il  faut  bien  retenir . 
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On  propofe  de  trouver  trois  grandeurs  inconnues  x,  yt  z, 
qui  foient  telles  qu’en  ajoutant  une  grandeur  connue  a à la 
première  x , elle  loit  égale  aux  deux  autres , en  ajoutant  la 
même  grandeur  a à la  féconde  , elle  foit  égale  au  produit 
des  deux  autres  * z par  un  nombre  connu  b ; enfin  en 
ajoutant  « à la  troifiéme  z,  elle  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  par  un  autre  nombre  connu  c . Par  la  fuppofition 

x**a  =y  -t-  z . Equations  mifes  à part . 

y>ra=lx-*-lz.  x =y  ■+■  z — a . 

z a = f * *+■  ry . . 

Donc  x—y+-z—d.  *=-£  — . x=±—y+.±}  en 

comparant  la  première  de  ces  valeurs  de  l’inconnue  x avec 
les  deux  autres , l’on  aura. 


Secondes  équations  abrégées. 


= — T*  - en  dégageant j dans 

l’une  & dans  l’autre , on  aura  y =~*‘l’*f**  .y = 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  y , on  trouvera  ~ 

— nî,  - !•/„  - 


h — I 

ab+*a. 


' , où  dégageant  z , l'on  trouvera  « = , 

mettant  cette  valeur  de  z dans  y = l’on  trouve 

après  avoir  abrégé  / = , fubfrituant  les  valeurs 

connues  de  z & de  > dans  x = y +>z.  — a , l’on  trouve  après 
avoir  abrégé  x = • 

Si  l’on  luppofe  a = 10 , b ==  2 , c—  3 , 1’, 

7=4rr-  ï-^fr. 


on  aura  x=ff 


III. 

Deux  nombres  quon  exprimera  generafement  par  a & b , 
étant  donnés , trouver  un  troifiéme  nombre  inconnu  x , par 
lequel  les  deux  a & b étant  divifes,fi  l’on  ajoute  à chaque  quo- 
tient -î»4r  un  nombre  donnée,  les  fommes  | -*c,  £ -4-  e , 
foient  entr’elles  comme  deux  nombres  donnés  m & n , l’on 
fuppofe  a moindre  que  b , & nt  moindre  que  ». 

Par  la  fuppofition  |-4 •c-:m.  n\  ce  qui  donne  cette 

équation  " ■+■  en  = multipliant  toutes  les  quantités 

par  x r l’on  aura  an  -*•  cnx  = bm  -♦*  « , & dégageant  x , 
l’on  aura  * = . 

Sil’onfuppofc4=li,  t=36,c=i8,«»  = j ,»=  j,l'on 
aura  x = 3 . 
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R E M A R QJJ  E . 

Il  faut  prendre  garde  en  dégageant  les  inconnues,  de  foire 
en  forte  que  les  valeurs  toutes  connues  que  Ton  trouve, 
foient  pofitives  lorfque  cela  eft  poflible. 

IV. 

On  prendra  pour  quatrième  exemple  le  Problème  de  la 
couronne  mêlée  d'or  & d'argent , dont  Archimede  trouva  le 
mélange  fans  endomager  la  couronne  . Un  ouvrage  paroît 
être  d’or,  il  faut  trouver  premièrement  s’il  n y a point  d’ar- 
gent mêlé  avec  Ion  fecondement  s'il  fe  trouve  du  mélange, 
il  fout  trouver  combien  il  y a d’or  ,&  combien  il  y a d’argent 
dans  l’ouvrage  fans  l’endomager . 

On  fuppofe  comme  une  chofe  démontrée  par  lèxperience, 
& dont  on  donne  la  raifon  dans  l’Hydroftratique,  que  les  mé- 
taux perdent  une  partie  de  leur  poids  dans  l’eau  , & que  l’or 
en  perd  moins  que  l’argent , & que  les  autres  métaux  . 

Ainfi  le  poids  de  l’ouvrage  étant  connu  & nommé  p,  il 
faut  prendre  un  lingot  d’or  pur , & un  lingot  d’argent , cha- 
cun  du  poids  p de  l’ouvrage , & pefer  ces  trois  corps  égaux 
dans  l’eau  , pour  voir  la  quantité  qu’ils  y perdent  de  leur 
poids  ; fi  louvrage  en  perd  plus  que  l’or  & moins  que  l’ar- 
gent , l’on  eft  alluré  par  là  qu’il  y a du  mélange  . 

Pour  le  trouver  (oit  nommée  a la  quantité  que  l’argent 
perd  de  fon  poids  dans  l’eau;  b la  quantité  qu’y  perd  l’or 
pur,  & c la  quantité  qu’y  perd  l’ouvrage,  & l’on  fuppofe  c 
plus  grand  que  b , & moindre  que  a ■ 

Soit  la  quantité  inconnue  d’argent  mêlé  dans  l’ouvrage 

= x. 

La  quantité  inconnue  d’or  mêlé  dans  l’ouvrage 

L’on  a déjà  cette  première  équation  x -4-  y.  = p h puilque 
les  deux  parties  font  enfemble  la  quantité  p du  poids  de 
l'ouvrage . 

Pour  avoir  une  fécondé  équation  , il  fout  auparavant  foire 
ces  deux  proportions. 

Le  poids  p du  lingot  d’argent  eft  à la  quantité  * d’argent 
mêlé  dans  l’ouvrage , comme  la  perte  a que  foit  le  lingot 
d’argent,  de  fon  poids , étant  mis  dans  l’eau  , à la  perte  que 
foit  la  partie  x d’argent  qui  eft  dans  l’ouvrage  lorfqu’on  le 
pefe  dans  l’eau  . -■ 

9 
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p . x :ï  4 . y • ainfi  ~ eft  la  perte  que  fait ,1a  quantité  x 
d’argent  qui  eft  dans  l’ouvrage . 

Par  un  raifonnement  femblable  à celui  qui  précédé,  le  poids 
du  lingot  d’or  pur  p .y::  b. -*f- . ainfi  -&■  eft  la  perte  que  fait 
la  quantité  y d’or  qui  eft  dans  l’ouvrage  ; mais  ces  deux  quan- 
tités de  perte  y & doivent  être  enfemble  égales  à la  per. 
te  c que  fait  l’ouvrage  étant  pefé  dans  l’eau. 

L’on  a donc  cette  fécondé  équation  y-  •+■  y-  = c. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  x prife  dans  la  première  équa. 
tion  , qui  eft  x = p — y , dans  cette  féconde  équation , & 
l’on  aura  = c,  où  l’on  trouvera^  = . 

Subftituant  cette  valeur  dans  x=p  — y,  on  trouvera 
x = ■ 

Si  l'on  relbut  chacune  de  ces  égalités  en  proportion,  on  trou- 
vera a — b.p::a  — c.y.  a — b.pwc • — b.x. 

Ce  font  les  proportions  que  donne  la  réglé  d’alliage. 

Si  l’on  fuppofe  le  poids  de  l’ouvrage  p = 10  livresque  l’ar- 
gent perd  la  dixiéme  partie  de  fon  poids  dans  l’eau , c’eft  à 
dire  que  10  livres  d’argent  perdent  une  livre , l’on  aura  a = X 
que  l’or  y perd  la  dix-huitiéme  partie  de  fon  poids , l’on  aura 
b — rr  — tt  que  l’ouvrage  perd  f d’une  livre  de  fon  poids 
dans  l’eau,  c’eft  à dire  f . 

•On  trouvera  que  la  quantité  d’argent  mêlé  dans  l’ouvrage 
eft  x = 2 liv.  f;  la  quantité  d’or  eft  y = 7 liv.7. 

V. 

Trouver  entre  deux  grandeurs  données  a & b , autant  de 
moyennes  proportionnelles  qu’on  voudra  , ce  nombre  de  mo- 
yennes proportionnelles  foit  nommé  n . 

Il  fuffit  de  trouver  le  premier  terme  moyen  proportionnel  , 
car  par  la  réglé  de  trois,  on  aura  tous  les  autres. 

Soit  ce  premier  moyen  = x . 

Suivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  rapports  compofés 
x*'*’1  ::  a.  b.  d’oh  l’on  déduit  ax0*"  — b , divifant 
chaque  membre  par  a,  l’on  aura  x^'  — a^b  ; en  tirant  1a 
racine  dont  l’expofant  eft  n •+•  1 de  chaque  membre  , l’on 

n+ 1 

aura  x — f anb. 

Si  on  demande  un  feul  moyen  proportionnel , l’on  aura 
n — 1 , & 1 = 2,  ainfi  x=.y/ab. 
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Si  on  demande  deux  moyens  , l’on  aura  »=z,  & i 
= 3,  ainü  x—ysi. 

Si  on  en  demande  trois,  l’on  aura  x=yaib)  &c. 

VI. 

On  prendra  un  exemple  de  Phyfîque  fur  le  raifort  de  l’air 
pour  le  fixiéme. 

Soit  fuppofé  un  tuyau  de  verre  d’une  longueur  déterminée 
telle  qu’on  voudra,  comme  de  30  pouces,  fermé  d’un  bout , 

& ouvert  de  l’autre,  qu’on  rcmplifle  de  mercure  à la  referve 
d’une  certaine  quantité  d'air  greffier  qu’on  y laide  telle  qu’on 
voudra,  par  exemple  de  huit  pouces:  l’on  demande  apres  avoir 
renverfé  le  tuyau , & mis  l’ouverture  dans  un  vaifieau  plein  de 
mercure,  quelle  fera  la  quantité  du  tuyau  qu’occupera  l’air 
qu’on  y a laide  après  s'être  étendu  par  fon  reffort , & à quelle 
hauteur  le  mercure  demeurera  fufpendu . 

On  fuppofe  que  l’cxperience  démontré,  i°,  que  le  mercure 
demeure  fufpendu  à la  hauteur  de  38  pouces,  lorfqu’il  n’y  a 
point  d’air  greffier  dans  le  tuyau-,  par  confequent  l’air  extérieur 
prefTe  le  mercure  qui  eft  dans  le  tuyau  , & l’empêche  de  de- 
feendre  avec  une  force  égale  au  poids  de  28  pouces  de  mercure. 

Il  preflè  avec  la  même  force  tous  les  corps  qu’il  environne,  & 
une  portion  d’air  greffier  même  eft  prefTée  avec  la  même  force 
par  l’air  qui  l’environne , de  maniéré  que  s’il  arrivoit  quelle  en 
fût  moins  prefTée  , elle  s’étendrait  par  fon  reflort , & occupe- 
rait un  plus  grand  efpace. 

2.  Que  lorfqu’une  portion  d’air  efT  preflce  par  deux  forces 
inégales , dont  l’une  eft  par  exemple  double  de  l'autre,  l’efpace 
qu’elle  occupe  étant  preflce  par  la  plus  grande , eft  à celui  au- 
quel elle  s’étend  par  fon  reffort , étant  prefTée  par  la  moindre, 
comme  réciproquement  cette  moindre  force  eft  à la  plus  gran- 
de; dans  cet  exemple  comme  1 à 2 . Ces  chofes  fuppofées, 

Soit  la  longueur  connue  du  tuyau  = /. 

La  quantité  connue  d’air  IaifTé  dans  le  tuyau  = a. 

La  force  entière  avec  laquelle  l’air  extérieur  prefTe  le  mer- 
cure , qui  eft  connue  & ordinairement  égale  au  poids  de  28 
pouces  de  mercure  =f. 

La  hauteur  inconnue  de  la  colonne  de  mercure  qui  de- 
meurera dans  le  tuyau  où  l’on  a IaifTé  l’air  a,  — x. 

La  quantité  inconnue  de  J’efpace  qu’occupera  l’air  a IaifTé 
dans  le  tuyau  —y . 

Les  » 
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Les  deux  quantités  x Scy  des  efpaces  qu’occuperont  le  mer- 
cure & l’air  dans  le  tuyau , feront  égales  à la  longueur  du  tuyau 
l;  ce  qui  donne  cette  première  équation  x*-y=.l. 

L’air  a lailfé  dans  le  tuyau  qui  occupoit  l’efpace  a IorC 
qu’il  étoit  prelfé  par  la  forcé  entière/ de  l’air  qui  fenviron- 
noit , doit  s’étendre  lorfqu’il  n’eft  plus  prelfé  que  par  la  force 
/ — x , moindre  que/,  c’elt  à dire  lorfqu’il  ell  prelfé  par  la 
force/ de  l’air  extérieur  diminuée  par  le  poids  de  la  colonne 
de  mercure  x qui  reliera  dans  le  tuyau , car  l’air  extérieur 
prenant  le  mercure  x & l’air  qui  font  dans  le  tuyau  avec  la 
force  f,  le  poids  du  mercure  x diminue  l’aétion  de  la  force/ 
fur  l’air  relié  dans  le  tuyau , qui  n’y  cil  plus  prelfé  que  par  la 
force/ — x . 

Or  l’efpace  y qu’occupera  l’air  lailfé  dans  le  tuyau  après 
s’être  étendu  , n étant  prelfé  que  par  la  force  / — x , doit 
être  à l’efpace  a qu’il  occupoit  étant  prelfé  par  la  force  en- 
tière/ > comme  réciproquement  la  force  / ell  à la  force  / — xt 
ce  qui  donne  cette  proportion y.awf.f — x,  d’où  l’on  dé- 
duit la  fécondé  équation  fy  — xy  = af. 

Il  faut  prendre  la  valeur  de  x dans  la  première  équation 
x •ir- y = /,  & l’on  aura  x — l — y. 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x dans  la  fécondé  équation 
fy  — xy  = af,  & l’on  aura  fy — ly+ryy=  af,  qu’on  écrira  de 
cette  maniéré  yy*-fy  — ly  — af. 

Pour  abréger  on  fuppofera  / — /= — b,  lorfque  / furpalfe 
/;  & / — /=-*■£,  lorlque  / furpalfe  / ; & on  mettra  — b à la 
place  de/  — l dans  le  premier  cas,  & l’on  aura yy  — by  = af. 

Il  faut  ajouter  à chaque  membre  ^bb,&L  l’on  aura  yy  — by 

i bb  = ±bb+-  af,  dont  le  premier  membre  cil  un  quarré 
parfait , qui  a pour  fa  racine^  — £ é;  ainli  en  tirant  la  racine 
quarrée  de  chaque  membre , l’on  aura  y — ~b  — >/  ~bb  -t-âf, 
& par  tranfpofition  y — 7 b «+■  J ^ bb  •+•  af.  En  mettant  cette 
valeur  àey  dans  * = / — j'jl’on  aura  x = l — {b  — ,/i  bb  af 

& le  Problème  ell  réfolu  . 

Suppofant  30=l)2Z=f%=a,&.  28. — 30  = — 2 = — b, 
l’on  trouvera  y = 16  ,&  * =14- 

Remarque. 

X_i'on  peut  fouvent  abréger  les  réfolutions  des  Problèmes 
en  le  fervant  de  quelques-uns  de  leurs  rapports , pour  dimi* 
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nuer  le  nombre  des  inconnues , & par  ccnfequent  celui  des 
équations . Dans  l’exemple  precedent , au  lieu  de  prendre 
la  fécondé  inconnue^,  on  aurait  pu  raifonner  ainli  : La  lon- 
gueur du  tuyau  / moins  la  hauteur  inconnue  de  la  colonne  du 
mercure  x , eft  precifëment  la  quantité  inconnue  de  l’efpace 
qu’occupera  l’air  a lailfé  dans  le  tuyau  , ainfi  cet  efpace  eft 
/ — x ; ce  qui  eft  caufe  qu’on  n’a  pas  befoin  de  la  première 
équation , & qu’une  feule  équation  fuffit  pour  la  rélblution 
du  Problème. 
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ANALYSE  COMPOSÉE» 

O U 

AN  A LYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE. 
Içs  Problèmes  qui  fe  réduilent  à des  équations 
compolécs. 

LIVRE  II. 

Où  F on  explique  la  maniéré  de  réduire  les  Problèmes  en  équa- 
tions t & toutes  les  équations  d'un  meme  Problème  à une 
feule  qui  en  contienne  toutes  les  conditions  , & quelques 
préparations  generales  des  équations  composes  , pour  les 
refondre  plus  facilement  , comme  les  maniérés  d'en  ôter 
les  fr allions  , les  incommenfurables , éS  de  trouver  leur 
plus  grand  divifeur  commun. 


S E C T I O N L 

Où  l'on  explique  la  maniéré  de  réduire  un  Problème  cossu 
pofé  fur  les  nombres  ou  de  Géométrie  en  équations , & la 
maniéré  de  réduire  toutes  les  équations  dé un  Problème  A 
une  feule  qui  ne  contienne  qu'une  inconnue  lorfque  le  Pro- 
blème eft  déterminé  ,,  ou  plufteurs  lorf qu'il  efi  indéter- 
miné'.. 

Ave.rtissemen  TV 

(^E  Traité  d'Analyfe  eft  principalement  pour  la  Géomé- 
trie , où  les  équations,  compofées  font  neceflaires  pour  refou- 

D ij 
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dre  les  Problèmes  les  plus  compofés , d’une  maniéré  generale 
& fi  fimple , que  les  expreffions  n’occupent  point  l’efprit  , 
& lui  laiflènt  toute  Ion  étendue  pour  découvrir  tout  ce  qu’ils 
ont  de  plus  difficile . Cela  oblige  de  marquer  ici  en  general  la 
maniéré  de  réduire  en  équations  les  Problèmes  de  Géomé- 
trie. 

PROBLEME  I. 

ir*  J^EDUIR  E un  Problème  compofé  en  équations , & ré- 
duire enfuite  toutes  les  équations  d'un  Problème  J une  feu-  . 
le  qui  contienne  tous  les  rapports  du  Problème  , & dont  la 
réfolation  donne  celle  du  Problème. 

A 

PREMIERE  PARTIE  DU  PROBLEME. 

Si  le  Problème  eft  numérique,  on  fuivra  la  méthode  qui 
* I#  eft  au  commencement  du  premier  Livre  *,  c’eft  à dire  , on 
marquera  les  connues  & les  inconnues  par  les  lettres  qui  leur 
conviennent , & par  le  moyen  des  rapports  du  Problème,  on 
formera  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues , lorf- 
que  cela  fe  peut. 

Si  le  Problème  eft  de  Geomerrie,  il  faut  faire  la  figure  pro- 
prejau  Problème  , & qui  l’exprime  comme  s’il  étoit  réfblu  , 
c’eft  à dire  , il  faut  y marquer  les  lignes  inconnues  comme  fi 
elles  étoient  connues;  il  faut  enfuite  tracer  dans  cette  figure 
des  lignes  perpendiculaires,  parallèles,  & autres,  félon  qu’on 
les  jugera  neceftàircs  pour  former  des  triangles  reftangles,  des 
triangles  femblables , ou  dautres  figures  propres  à découvrir 
ce  qu’on  cherche . 

Parmi  les  lignes  de  la  figure  il  y en  a qui  font  connues  par  la 
conftruétron  ou  par  la  fuppofition,  on  les  marquera  par  les 
premières  lettres  de  l’alphabet  > il  y en  a d’inconnues  qui  font 
celles  qu’on  cherche  , ou  celles  qu’on  juge  pouvoir  fervir  à les 
trouver  ; on  les  marquera  par  les  dernieres  lettres  de  l’alpha- 
bet, ou  par  les  premières  lettres  de  leurs  noms. 

Les  propriétés  de  la  figure , les  propofitions  de  la  Georne- 
trie  fur  les  triangles  femblables,  fur  les  triangles  rectangles  , 
&c.  & les  conditions  énoncées  dans  le  Problème  , feront 
connoîrre  les  rapports  qui  font  entre  les  inconnues  & les  con- 
nues, & l’on  s’en  fervira  par  ordre  pour  former  autant  d’é- 
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quations  qu’on  a fuppofé  d’inconnues,  lorfque  cela  eft  polïible; 
& après  cela  le  Problème  fera  réduit  en  équations. 

Lorfqu’on  ne  peut  former  autant  d équations  qu’on  a fup* 
pofé  d’inconnues , le  Problème  eft  indéterminé , & peut  re- 
cevoir plufieursréfolutions,  & fouvent  même  une  infinité. 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu’on  peut  aufli  le  fervir  de  quel- 
ques-uns des  rapports  du  Problème  ou  de  la  figure,  pour  di- 
minuer le  nombre  des  inconnues  , ce  qu’il  faut  toujours  faire 
afin  d’abreger. 

On  concevra  mieux  ce  qu’on  vient  de  dire  lorfqu’on  en  ver- 
ra l’application  dans  la  Geometrie. 

X 

Seconde  partie  do  Problème. 

1 3-  DU1RE  toutes  let  équations  d'un  Problème  à une  feu- 
le qui  n'ait  qu'une  inconnue , lorfque  cela  fe  peut . 

Parmi  les  inconnues  qu’on  a fuppofées  pour  former  les 
équations  d’un  Problème  , il  y en  a d’ordinaire  une  principa- 
le dont  dépend  la  réfolution , & pour  laquelle  les  autres  in- 
connues ont  été  fuppofées  . Cette  principale  inconnue  doit  être 
celle  de  l’équation  à laquelle  on  doit  réduire  toutes  les  équa- 
tions du  Problème,  & il  ne  faut  point  la  dégager  dans  les  dé- 
gagemens  particuliers  des  autres  inconnues. 

On  fe  fcrvira  des  deux  premières  méthodes  de  la  troifiéme 
Seétion  du  premier  Livre  , * pour  réduire  toutes  les  équa-  * 
lions  du  Problème  à une  feule , c’eft  à dire , on  prendra  dans 
une  des  équations  du  Problème  la  valeur  d’une  inconnue  qui 
n eft  pas  la  principale , on  la  fubftituera  dans  les  autres , & 
les  nouvelles  équations  qu’on  trouvera  n’auront  plus  cette  in- 
connue ; on  ôtera  de  même  de  celles-ci  une  fécondé  inconnue  y 
& on  continuera  doter  une  troifiéme  inconnue , & toutes  les 
autres  enfuite  , jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation 
qui  n’ait  que  la  principale  inconnue  ; ce  fora  l’équation  qu’on 
cherche . 

Ou  bien  on  prendra  dans  les  équations  du  Problème  tou- 
tes les  valeurs  , ou  du  moins  deux  valeurs  d’une  inconnue  qui 
n’eft  pas  la  principale  ; on  comparera  ces  valeurs  égales  , 
ce  qui  donnera  de  nouvelles  équations  qui  n'auront  plus  cet- 
te inconnue  ; on  opérera  de  même  fur  ces  fécondés  équa- 
tions » ce  qui  en  fera  trouver  de  troifiémes  où  deux  incon- 

D nj 


Digitized  by  Google 


$a>  Analyse,  demontre'e.. 
nues  ne  Ce  trouveront  plus  ; enfin  on  continuera  cette  operation 
jufqu’à  ce  qu'on  {bit  arrivé  à une  équation  qui  n’ait  que  la  prin- 
cipale inconnue  ; ce  fer a l’équation  qu'on  cherche . 

Dans  les  Problèmes  indéterminés , la  derniere  équation  qui- 
renferme  toutes  les  conditions  ou  rapports  du  Problème,  aura, 
plufieurs  inconnues. 

Application  de  ces  méthodes  à un  exemple . 

On  fuppofe  qu’on  a réduit  un  Problème  à ces  trois  premiè- 
res équations  qui  en  expriment  tous  les  rapports,  & dontj'  e(l 
la  principale  inconnue  qui  doit  fc  trouver  dans  la  derniere  équa- 
tion qu’on  cherche .. 

Premières  équations . 

z—yy  •+-  » = — p.  — %y-+‘vy= — q.  vz=  r. 

Pour  les  réduire  à une  feule  équation  dont.)»  foit  l’inconnue, 
je  prens  par  la  première  méthode  la  valeur  de  z dans  la  pre- 

* i..  miere  équation , & je  trouve  * z — y)  — v • — P- 

* 8.  Je  fubflitue  * cette  valeur  de  z dans  les  deux  autres  équa- 

tions, & je  trouve  les  fécondés  équations  dans  lcfquelles  z.  n’eft. 
plus. 

Secondes  équations  abrégées  _ 
ivy=ys — py  — q.  t yy — vu — pt>=r. 

Je  prens  dans  la  première  de  ces  équations  la  valeur  de  v , 
*4.  & je  trouve  * v = T'  ~ v ~ 1 dont  le  quarté  eft  vu  =. 

j*  — vr*  — ptjj  •+•  ‘ns  **•  si 

• y y 

* 8.  Je  lubfbtue  * les  valeurs  de  v & de  vu  dans  l'équation 

vyy  — vu  — pv  = r , & je  trouve  l’équation  ~ ri’~  v- 

’*  * 't*  ■•“V'  - ftry  - ‘py  - 11 »’  rn+J!  — r dans  ]a. 

*jï  *J"  . '■ 

quelle  il  n’y  a plus  d’autre  inconnue  que  la  principale  y ; ainû. 
c’elt  l’équation  qu'iL  falloit  trouver. 

Autrement..  Premières  équations ., 

z. — yy-*-v  = — p..  — %y  vy  —■ — q:  Vf—  r. 

Je  prens  * deux  valeurs  de  la  même  inconnue  » dans  les. 
deux  premières  équations  , & je  trouve  v.=.  y y — z — P- 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux:  valeurs , & je  trouve  yy 
— e — p = , oîi  l’inconnue  o n’eft  plus.. 
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^ Je  multiplie  chaque  terme  par  j *,  & je  trouve  '*  f — py  *3; 
«*•  q = 2 ly. 

J e prens  la  valeur  de  z , 5c  j’ai  * z = • * 4. 

Je  préns  * dans  Tcquation  vz  = r , dont  je  ne  me  fuis  pas  *4. 
encore  fervi , la  valeur  de  z , ôc  j'ai  z = £ • 

Je  fais  des  deux  valeurs  de  z,  1 équation  s.. 

Je  réduis  les  deux  membres  au  même  dénominateur , & 
apres  avoir  effacé  le  dénominateur  commun  , je  trouve  vf 

— Pvy  •*“  <]v=  ïfy  ■ 

Je  prens  * la  valeur  de  v,  & j'ai  v = y *+ 

Je  fubflitue  les  valeurs  de  z & de  v , z = 
v = 1 'qui  n’ont  pas  d’autres  inconnues  que  la  prin- 

cipale y dans  la  première  , ou  dans  la  fécondé  des  premières 
équations  , il  n’importe  laquelle  . Je  la  fubflitue,  dis-je,  dans 
la  première  z — //  v = — p,  & je  trouve  — yy 

*♦*  j,rry^  — — P,  qui  eft  l'équation  qu’il  falloit  trouver. 

* On  auroit  pu  prendre  dans  les  trois  premières  équations  les 
trois  valeurs  de  la  même  inconnue  v,  & les  comparant  enfem- 
ble  , en  faire  deux  équations,  où  il  n’y  auroit  eu  d’inconnue 
que  z avec  la  principale/,  & prendre  dans  ces  deux  équa- 
tions deux  valeurs  de  z , qui  étant  comparées , auraient  donné 
' l’équation  où  il  ny  auroit  eu  que  l’inconnue  principale  /;  mais 
le  calcul  en  auroit  été  un  peu  plus  embarraflé  » 

On  ne  met  pas  d’autres  exemples , on  en  verra  affés  dans  la 
fuite,  & dans  la  Geometrie. 

DE' MONSTRATION. 

Il  efl  évident  que  l’on  conferve  toujours  l'égalité  dans  tou* 
tes  les  operations  du  Problème,  & qu’ayant  employé  toutes 
les  équations  du  Problème  à former  la  derniere,  cette  der- 
nière équation  renferme  tous  les  rapports  exprimés  par  toutes 
les  équations  du  Problème.  Enfin  il  eft  évident  que  la  réfolu- 
tion  de  cette  derniere  équation  donnera  celle  de  toutes  les 
équations  du  Problème. 
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Livre  II. 
Définitions. 

>j-U«  E équation  ordonnée  eft  celle  où  la  plus  haute  puiflànce 
de  l’inconnue  eft  la  première  , & les  autres  puiflanccs  de  la 
même  inconnue  font  de  fuite  , félon  leurs  degrés  ; ainfi  x*  — 
ax>  -4-  abxx  — aac x -4-  c*  = o , eft  une  équation  ordonnée . 

il 

On  appelle  les  termes  d’une  équation  , les  grandeurs  oîj  l'in- 
connue a diffèrens  degrés  ; & un  feul  terme  , les  grandeurs  où 
l’inconnue  eft  élevée  à un  même  degré.  Quand  il  y aplufieurs 
grandeurs  dans  un  même  terme  , on  les  écrit  toutes  les  unes 
fous  les  autres.  Les  grandeurs  connues  qui  multiplient  l’incon- 
nue dans  les  termes,  s’appellent  les  coefficients. 

Le  premier  terme  eft  celui  où  fo  trouve  la  plus  haute  puif 
fonce  de  l’inconnue  ; le  fécond  eft  celui  où  fe  trouve  la  puif- 
fonce  fuivante  de  l’inconnue , & ainfî  de  fuite  jufqu’au  dernier 
terme  , qui  eft  toujours  celui  où  il  ny  a que  des  grandeurs 
toutes  connues,  comme  dans  cet. exemple, 
xJ  — a xx  -4-  abx  — abc  ^ O . 

— h •+■  ac.  ■> 

C ■+■  bc. 

Le  premier  terme  eft  x5;  le  fécond  eft  — a. — b — c x xxj 

le  troifiéme  eft  ab+-ac-*-bc  x x>  le  dernier  terme  eft  — abc. 
— a — b — c font  le  coefficient  du  fécond  terme  ; -4-  ab  *4- 
ac  <+■  b c font  le  coefficient  du  troifiéme  terme  : L’unité  eft 
le  coefficient  du  premier  termé  xJ  = i x x1 , lorfqu’il  ne  con- 
tient que  la  plus  haute  puiflànce  de  l’inconnue  ; pour  abré- 
ger, on  n’écrit  ordinairement  qu’une  foule  fois  l’inconnue  dans 
un  terme  lorfqu’il  renferme  plufieurs  grandeurs. 

Lorfqu’il  y a de  l’interruption  dans  la  fuite  des  puiffances 
de  l’inconnue  , comme  dans  x1  — abx  -4-  abc  = o , on  dit 
que  les  termes  où  fo  trouve  l’interruption , manquent  dans 
l'équation , ou  font  évanouis  > ainfi  le  fécond  terme  manque 
dans  x 3 — abx  -4-  abc  = o , & — abx  demeure  toujours  le 
troifiéme  terme.  v 

Le  troifiéme  terme  eft  évanoui  dans  x’  — axx  -h  abc = o . 

" . . ‘ IIL 

i6.  On  diftingue  les  équations  en  differens  degrés . Leséqua- 
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équations  fi m pics , ou  du  premier  degré  , ou  linéaires , font 
celles  où  l'inconnue  eft  au  premier  degré  ; ainfi  x — a 
= o eft  du  premier  degré  . Les  équations  du  fécond  degré 
font  celles  où  la  plus  haute  puifiance  de  l’inconnue  eft  éle- 
vée au  quarré  , xx  • — ax  -t-  ab  = o eft  une  équation  du 
fécond  degré. 

Les  équations  du  3',  du  4*,  du  5'  degré,  &c.  font  celles  où 
la  plus  haute  puifiance  de  l’inconnue  eft  une  3e,  ou  une  4',  ou 
une  5'  puifiance,  -&c. 

IV. 

La  plus  haute  puifiance  de  l’inconnue  , & toutes  fes  autres 
puifiânees  dans  les  termes  fui  vans,  peuvent  être  les  puiflan- 
ces  exaétes  du  moindre  degré  de  l’inconnue  qui  eft  dans  le  pé- 
nultième terme  ; par  exemple  , dans  l’équation  x* . — ax * -4- 
abxx  — aabc  = o,  en  regardant  le  moindre  degré  de  l’incon- 
nue dans  le  pénultième  terme  qui  eft  xx  , comme  linéaire  , 

eft  fa  troifiéme  puifiance,  x*  eft  fa  fécondé  puifiance . Dans 
ce  cas  le  degré  de  l’équation  eft  celui  de  la  plus  haute  puif 
fance  du  moindre  degré  xx  de  l’inconnue  ; ainfi  l’équation  x* 
— ax * ■+*  abxx  — aabc  = o , n eft  que  du  troifiéme  degré , 
pareeque  x * n’cft  que  la  troifiéme  puifiance  du  moindre  de- 
gré xx  de  l’inconnue. 

Ainfi  x**  — aax p ■+■  aabT  = o , eft  une  équation  du  fécond 
degré  , pareeque  xip  eft  le  quarré  de  xr . 

De  même  x,p  — aaxlf  -4-  aabx*  — a3bv  = o , eft  du  troi- 
fiéme degré , pareeque  x,p  eft  le  cube,  & x ip  le  quarré  de  xp . 

Mais  x * ■ — ax 5 -4-  abexx  • — a} hcc  = 0,  eft  du  fixiéme  de- 
gré, pareeque  les  puiflances  exaéles  du  moindre  degré  xx,  ne 
font  pas  de  fuite. 

Cor  ollaire. 

Lors  qu’  i L ne  manque  aucun  terme  dans  une  équation  , 
il  y a autant  de  termes  plus  un  , que  l’équation  a de  degrés  > 
ainfi  il  y a deux  termes  dans  une  équation  du  premier  degré  > 
il  y en  a trois  dans  une  équation  du  fécond  degré»  quatre  dans 
une  équation  du  troifiéme  degré  , &c. 

Car  tous  les  degrés  de  l’incotmue  font  autant  de  termes  que 
la  plus  haute  puifiance  de  l’inconnue  a de  degrés,  & les 
grandeurs  toutes  connues  en  font  un  autre , qui  eft  le  dernier 
tcime. 
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De'  FINITION  V. 

1 7*  ^i  tous  les  termes  d’une  équation  ont  chacun  le  même  nom- 
bre de  dimenfions , on  dit  qu’ils  font  homogènes  ; ainfi  tous 
les  termes  de  aA  — ax]  abxx  — a'cx  ■+■  a1  d = o , font 
homogènes,  pareeque  chaque  terme  efl  de  quatre  dimenfions  : 
mais  les  termes  de  x*  — ax*  -t-  hxx  — ex  J = o , ne  font 
pas  homogènes  j & l’on  dit  alors  que  la  loi  des  homogènes  n'ejl 
pas  obfervée . 

Cette  loi  des  homogènes  doit  être  obfervée  autant  qu’il  efl 
poflible  dans  les  équations  des  Problèmes  de  Géométrie,  par- 
cequ’on  ne  compare  pas , par  exemple , des  grandeurs  planes 
ou  de  deux  dimenfions,  quand  elles  expriment  des  furfaces , 
avec  des  grandeurs  folides , ou  de  trois  dimenfions,  lorfqu  elles 
expriment  des  figures  folides. 

R E M A R QJJ  E I. 

Cependant  lorfque  les  produits  qui  font  les  termes  des 
équations,  n’expriment  que  des  lignes  dont  les  rapports  com- 
pofés avec  Tunité  ou  avec  d’autres  lignes  , font  exprimés  par 
le  produit  de  plufieurs grandeurs,  l’on  peut  comparer  des  rap- 
ports plus  compofés  entre  des  lignes,  avec  des  rapports  moins 
compofés,  & même  fimples,  entre  d’autres  lignes»,  ainfi  l’on 
peut  comparer  enfêmble  des  grandeurs  de  differentes  dimen- 
fions , & où  la  loi  des  homogènes  n’efl  pas  obfervée. 

On  peut  aufli  dans  ce  cas  confèrver  toujours  , fi  l’on  veut, 
la  loi  des  homogènes , en  concevant  les  moindres  produits  mul- 
tipliez par  l’unité  autant  de  fois  qu'il  le  faut  , pour  les  ren- 
dre homogènes  avec  les  produits  d’un  plus  grand  nombre  de 
dimenfions;  ainfi  on  rendra  bxx  homogènes  avec  — ax>  en 
écrivant  <+■  ixbxx.  De  même  on  pourra  écrire  — ixixcx 
& 1 x 1 x 1 xd y pour  rendre  les  termes  — ex  d t homo- 

gènes avec  les  autres . 

On  verra  dans  la  Geometrie  les  moyens  de  rendre  homogè- 
nes tous  les  termes  d’une  équation  , en  confèrvant  leur  me- 
me valeur. 

Remarque  II. 

U N des  grands  avantages  de  l’Analyfe  cft  de  ne  pas  par- 
tager inutilement  l’cfprit  x cefl  pourquoi  elle  réduit  les 

E ij 
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Problèmes  les  plus  compofés  à des  expreffions  fi  fimples  , que 
toute  l’attention  de  l’efprie  n’eft  qu’aux  grandeurs  inconnues 
qu’il  cherche  : ainfi  pour  empêcher  que  les  grandeurs  con- 
nues fur  le/quelles  il  ne  refte  plus  rien  à découvrir , ne  par- 
tagent l’attention , on  exprime  par  une  feule  lettre  toutes 
les  grandeurs  connues  d’un  même  terme. 

Par  exemple  , on  abrégera  l'équation 
xl  • — axx  -4-  abx  — abc  = o . 

— b ac . 

— c •+• bc . 

En  fuppofant  toutes  les  grandeurs  connues  — a — - b — c 
du  fécond  terme  égales  à une  feule  lettre  — »;  en  fuppofant 
toutes  les  grandeurs  connues  -h  ab  -4-  ac  -4-  bc  du  troifiéme 
terme  égales  à une  feule  lettre  -*-p;  & toutes  les  connues 
— abc  du  quatrième  terme  à une  feule  lettre  — q , l’on  aura 
x}  — nxx  ■+•  px  — q = o , a u lieu  de  l’équation  propofée . 

L'on  voit  bien  que  la  loi  des  homogènes  n e(t  pas  moins 
obfervée  dans  cette  expreflion  fimple  , que  dans  l’expreflion 
compofee  , pareeque  la  lettre  p , par  exemple , eft  dans  le 
troifiéme  terme  à la  place  d’une  grandeur  connue  de  deux  di- 
menfions , & q dans  Je  quatrième  à la  place  d’une  grandeur 
connue  de  trois  dimenfions . 

Définition  VI. 

U N E équation  ainfi  abrégée  s’appelle  une  formule , c’efi  à 
dire  une  exprdlion  generale  & abrégée  de  toutes  les  équations 
du  même  degré,  qui  auraient  le  même  nombre  de  termes  > 
& la  même  diverfité  dans  leurs  fignes . 

Corollaire  I. 

T OU  TE  la  diverfité  des  équations  d’un  même  degré  ne 
pouvant  venir  que  de  ces  deux  chofes  : j . de  ce  qu’il  manque 
quelques  termes  dans  les  unes  qui  ne  manquent  pas  dans  les 
autres  ; 2.  de  la  diverfité  des  fignes  -*•  & — qui  précèdent  les 
termes , on  peut  réduire  toutes  les  équations  d’un  même  degré 
à un  nombre  déterminé  de  formules. 

Par  exemple , en  fuppofant  que  le  premier  terme  a toujours 
le  figne  -4-  , toutes  les  équations  du  fécond  degré  fe  peuvent 
réduire  aux  fuivantes . 

xx  — p = o - xx  -4-  p = o . xx  — nx  *4-  p = o . xx  •+“  nx 
rt«p  = o.  xx  — nx  — p = o.  xx->r  nx  ■ — p = o. 

j 
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Dans  ces  équations  n marque  la  quantité  connue  du  fécond 
terme  , & p la  quantité  connue  du  troifiéme . 

• L'avantage  de  ces  formules  eft  que  leur  réfolution  donne- 
ra  la  réfolution  de  toutes  les  équations  particulières  du  fé- 
cond degré,  en  mettant  dans  la  réfolution  à la  place  de  » & 
de  p,  les  grandeurs  connues  du  fecond  & du  troifiéme  terme 
des  équations  particulières . 

On  peut  de  même  réduire  les  équations  du  troifiéme 
degré,  du  quatrième  , &c.  à un  nombre  déterminé  de  for- 
mules . 

Corollaire  II. 

O N peut  même  réduire  toutes  les  équations  d’un  même 
degré  à une  feule  formule , pour  abréger  tous  les  cas  ; par 
exemple,  la  feule  formule  xx  Hr  nx-±  p = o,  peut  reprefen- 
ter  toutes  les  équations  du  fécond  degré,  x}  -+-»xx -*p_px 
= o peut  reprefenter  toutes  les  équations  du  troifiéme  de- 
gré , & x4  h h nx! -*- pxx -*- gx  -*-  r = o,  toutes  celles  du  qua- 
trième degré  , & ainfi  des  autres;  & cela  , en  fuppofant  deux 
chofes  , i°. , que  quelques  termes  de  la  formule  (ont  nuis  ou 
égaux  à zéro,  lorlqu’elle  reprefente  les  équations  où  il  man- 
que des  termes > 2°.  Que  quand  quelques  termes  des  équations 
ont  -*• , & les  autres  — , il  faut  donner  aux  termes  de  la  for. 
jnule  qui  leur  répondent , les  mêmes  lignes . 

Par  exemple,  afin  que  la  formule  x ’ nxx  -h  px  g = o 
reprefente  l’équation  xJ — abx  -*•  abc  = o,  il  faut,  i°. , fuppo- 
fer  dans  la  formule  , le  fécond  terme  nxx  — o.  20.  11  faut  ' 
fuppofer  que  px  dans  la  formule  a le  ligne  — , & q\e  ligne-*-: 
il  en  efl  de  même  des  autres . 

Enfin  on  peut  fe  fervir  d’une  feule  formule  pour  chaque 
degré  où  tous  les  termes  ayent  le  (igné  h-,-  par  exemple  xx 

nx  ■+•  p = o,  fera  la  formule  generale  du  fécond  degré  ; 

»xx  «*•  px  ÿ = o , celle  du  troifiéme , & ainfi  des  autres: 

En  fuppofant  ces  deux  chofes  , 1* , que  lorfqu’elle  reprefente 
des  équations  où  il  manque  des  termes , ces  mêmes  termes 
font  nuis  où  égaux  à zéro  dans  la  formule . 20.  Que  le  ligne  -H 
de  chaque  terme  de  la  formule  reprefente  le  ligne  -*-  ou  — du 
niême  terme  de  chaque  équation  particulière  du  même  degré, 
félon  qu’il  fe  trouve  dans  chaque  équation . 
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Ainfi  x]  nxx+~px+*q=.  o , reprefente  l'équation  parti- 
culière xl  — abx  — abc  = o , en  fuppofant,  i° , le  fécond 
terme  de  la  formule  -t-  nxx  = o , & 20,  que  les  lignes  -t-  de- 
vant ■+■  px  qy  reprefentent  les  lignes  — qui  font  devant 
— abx  — abc . 

Et  dans  la  formule  que  donnera  la  réfolution  de  xr^»xx 
+-px*- <j  = q,  on  fuppofora  les  grandeurs  où  fora  n , égales 
à zéro  , & on  donnera  aux  grandeurs  où  foront  pôc  q , des 
lignes  oppofés  ; mais  on  laillera  les  lignes  ■+•  devant  les  puif- 
fances  paires  de  p & de  q , & on  les  changera  devant  leurs, 
puillances  impaires. 

Après  cela  il  ne  faudra  plus  que  fubllituer  dans  la  formule 
de  la  réfolution  de  •+■  nxx  -*•  px  *~q  = +•  0 , les  grandeurs 
de  l’équation  particulière,  à la  place  de  »,  p,/>,  qui  les  repre- 
fontent  dans  la  formule  generale . 

Cette  maniéré  abrégé  les  cas , & rend  les  réfolutions  ge- 
nerales , comme  on  le  verra  flans  le  cinquième  Livre,  où  l’on 
expliquera  la  réfolution  particulière  des  équations  de  cha- 
que degré. 


SECTION  IIL 

Où  r on  explique  la  maniéré  dÔter  les  incommensurables  des 
équations  des  Pi  oblemes  composés ,,  lorjqu  elles  en  ont  ^ 

Avertissement. 

T 1 ORs  QU  E l’inconnue  de  l'équation  eft  incommenfurable,. 
c’dt  à dire  lorfqu'elle  elt  fous  le  ligne  radical , il  eft  necef- 
làire  de  la  rendre  commenfurable  pour  connoître  de  quel 
degré  eft  l’équation  j Iorfqu’il  n’y  a d’incommcnfu râbles  que 
les  grandeurs  connues  de  l’équation  , & que  l’inconnue  ne 
l’eft  pas ,,  on  connoît  alors  de  quel  degré  eft  l’équation  , fans 
ôter  les  incommenfurables  , & l’on  pourrait  refoudre  l'équa- 
tion fans  les  ôter  ; néanmoins  comme  il  eft  ordinairement 
plus  facile  de  refoudre  l’équation  , lorfqu’il  n’y  a point  d’in- 
commenfurables,.  les  méthodes  qui  fuivent  peuvent  fervir  à. 
les  ôter  toutes . 
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PROBLÈME  III. 

i 9*  ()tER  les  incommenfurables  d'une  équation  lorfqu'il y en  a. 

Première  maniéré. 

i°.  Jl  faut  mettre  une  des  grandeurs  incommenfurables  feu- 
le dans  le  premier  membre,  & toutes  les  autres  quantités  dans 
le  fécond,  & élever  chaque  membre  à la  puiflance  marquée 
par  l’expofant  du  ligne  radical  du  premier  membre,&  la  gran- 
deur du  premier  membre  deviendra  commenfurable . S’il  relie 
des  incommenfurables  dans  le  fécond  membre , 2° , il  faut  en 
mettre  une  lêule  dans  le  premier  membre,  & toutes  les  autres 
quantités  dans  le  fécond,  & faire  fur  cette  équation  l’operation 
précédente,  qui  ôtera  une  fécondé  incommenfurable.  En  con- 
tinuant cette  operation,  on  ôtera  toutes  les  incommenfurables. 

Lorfqu’il  y a plufieurs  incommenfurables  de  diflèrens  de- 
grés, on  mettra  une  lettre  feule  pour  chaque  incommenfura- 
ble > ce  qui  abrégera  le  calcul , comme  on  le  verra  dans  les 
exemples . 

On  abrégera  encore  le  calcul,  en  mettant  après  chaque  opé- 
ration une  lettre  à la  place  de  toutes  les  grandeurs  devenues 
commenfurables,  & dans  la  derniere  operation  on  rellituera 
les  valeurs  des  lettres  qu’on  a mifes  pour  débarralfer  le  calcul . 

E XEMPLES. 

I. 

Pou  R ôter  les  incommenfurables  de v'xx  —\/ax  -+- bb,  on 
élevera  chaque  membre  au  quarré,  & l’on  aura  xx=ax-*-bb, 
où  il  n’y  a plus  d’incommenfurables . 

II.  

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  x***ÿaax  — b , on 
fera,  î^^aax  — b — x.  2*.  On  élevera  chaque  membre 
à la  troifiéme  puiflance,  pareeque  l’expolânt  de  ^ efl  3,  & 
l’on  aura  aax  = y — 3 bbx  $bx x — x’,  où  il  ny  a plus 

^'incommenfurables . 

m.  ____ 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  ^ aax  -*-/  a}  x! = x — c, 
Ie,  il  faut  élever  chaque  membre  à la  troifiéme  puiflance,  & 
l’on  aura  aax  -t-y'  a1xi  = x]  — $cxx  »*•  3 ccx  — cK 
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4°  

20.  Après  avoir  mis  y/ aixi  feule  dans  le  premier  membre, 
y/  a 1 x 1 = x}  — zcxx  -+-  $ccx  — cJ  — aax  , il  fant  élever 
chaque  membre  au  quarré,  & l'on  aura  a'x*  = x®  — 6cx' , 
&c.  où  il  n’y  a plus  d’incommenfurables. 

IV. 

Pour  ôter  les  incommenfurables  de  .r-4-  y/  aax=\/  ax , on 
fuppofera  n = ^aax,  ce  qui  donne  n'  = aax,  & m — \S  ax , 
ce  qui  donne  mm=axl  & l'on  aura  x + n — m,  au  lieu  de* 
•bf/ aax=^v/  ax . 

Enfuite  on  fera  par  tranfpofition  n = m — x,  & on  élevera 
chaque  membre  à la  troifiéme  puiflànce  marquée  parl’expo- 
fant  y du  ligne  radical  de  ÿaax  = n , & l’on  aura  «’  = tn! 

— 3 mmx-b  imxx — x5,  & par  tranfpofition  nJ $mmx x* 

= m!-+“  3txxx,  où *4“  ^niwx , fontcommenfurables. 

Pour  debarafier  le  calcul,  on  fuppofera  les  grandeurs  com- 
menfurables  »’ -4-  immx-bx’—f1,  afin  de  n’avoir  attention 
qu’aux  feules  incommenfurables  wj’-4-  3 mxx,  & l’on  aura  m * 

3 mxx—fl.  On  élevera  chaque  membre  au  quarré,  parce- 
que  l’expofant  de  Pincommenfurablc  m — c^axeû  2,  &l’on 
aura  1» 6 -4-  6m*xx  ■+■  9 mmx*=^f6 , où  il  n’y  a plus  d’incom- 
mcnfurables.  Enfin  on  fubfiituera  à la  place  de  f,  m , »,  leurs 
valeurs  , & l’on  aura  a*xx  -t-  âa’x’  ■+■  9 aax*  -4-  2aax*  -b  6 ax* 
b-  x*  = <dx5  -4-  6 aax*  -t-  94X’;  & en  l’abregeant  on  aura  x6 

— 3<ax'-4-5d<ïx4-4-5  a'x'-ba'xx  = o,  ou  bien  x+  — ^ax^^aaxx 
•4-  5<j’x  -4-  a*  = o,  où  il  n’y  a plus  d’incommenfurables . 

Seconde  maniéré  , lcrjque  l'équation  contient  plu fieurs . 
incommenfurables. 

1.  Il  faut  fuppofer  une  lettre  égale  à chaque  grandeur  itv 
commenfurable,  ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’il  y a d'in- 
commenfurables.  Il  faut  en  ôter  les  incommenfurables  par  la 
première  maniéré , & l’on  aura  de  nouvelles  équations  où  les 
puiffances  des  lettres  fuppofées  feront  égales  à des  grandeurs 
commenfurables;  on  les  appellera  les  équations  commenfurables. 

2°.  Il  faut  mettre  les  mêmes  lettres  dans  l’équation  propo- 
se après  avoir  mis  dans  le  premier  membre  la  feule  let- 
tre, qu’on  a fuppol’ée  égale  à Pincommenfurablc,  dont  l’expo- 
fant  eft  le  plus  grand  , on  élevera  chaque  membre  de  cette 
équation  à la  puiflance  de  cet  expofant. 

Enfin 
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Enfin  on  fubftituera  les  valeurs  commenfurables  des  lettres 
fuppofées  à leur  place  dans  f équation  précédente , & ces  va- 
leurs feront  prifes  dans  les  équations  commenfurables;  & en 
continuant  tles  fubftitutions , on  arrivera  enfin  à une  équation 
où  les  lettres  fuppofées  ne  feront  plus,  & qui  n’aura  plus 
d’incommenfurables . 

Par  exemple,  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x^i/aax 
==  y/ax  : l°. , je  fuppofe  n — i/ aax , & m=v'ax  ; & ôtant  les 
incommenfurables , je  trouve  «}  = aax , & mm  — ax,  ce  font 
les  équations  commenfurables. 

2°.  Je  mets  n & m dans  l’équation  propofée  x j/aax=v'ax, 
à la  place  des  incommenfurables,  & je  trouve  x+-n  = m. 

Je  fais  par  tranfpofition  n = m — x , & j eleve  chaque 
membre  à la  troifiéme  puiffànce , parceque  l’expofant  de 
ÿaax—n,  qui  eft  le  plus  grand,  eft  3 , & je  trouve  = «3» 
— immx  ■+■  3 mxx  — x’. 

3°.  Je  fubftitue  dans  cette  équation  les  valeurs  commenfu- 
rables de  nl  & de  mm  , prifes  dans  les  équations  commenfu- 
rables , & je  trouve  aax=m}  — ^axx-¥-jmxx — x} . 

Pour  fubftituer  la  valeur  de  ml  dans  cette  équation , je 
multiplie  chaque  membre  de  mm = ax  par  w,&  j’ai  m 1 = amxi 
& je  fubftitue  amx  à la  place  de  m>  dans  aax  = m!*-  3 mxx 
. — 3 axx  — x1 , & je  trouve  aax  = amx  -*«  3 mxx  — 3 axx  — xi 
ou  bien  aa  = am^  $mx — 3 ax  — xx\  je  mets  par  tranfpofi- 
tion les  quantités  où  eft  m dans  le  premier  membre  , & les 
autres  dans  le  fécond,  & j’ai  3 otx  = ^ax-ï-aa^xx; 
divifant  le  tout  par  a 3*,  je  trouve  m = • 

Pour  fubftituer  la  valeur  commenfurable  de  m dans  cette 
équation  , j’éleve  chaque  membre  à la  la  fécondé  puiffànce, 
parceque  l'expofant  de  \Sax  = m eft  2 , & je  trouve  mm 

_ paaxM  *4»  6m*m  + + *maxm+m+ 

MM  +6dM+‘  fXX  # 

Je  fubftitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  mm  prife 
dans  1 équation  mm  = ax,  & je  trouve 

1MMKM  ■+•  €m*K  + «+  + Sax  1 XMMMX  éfl 

MM  4-  6 MM  4»  9XX  * 

En  réduifant  chaque  membre  au  même  dénominateur, 
que  j’efface  enfuite,  & en  abrégeant  & ordonnant  l’équation  , 
je  trouve  x4  — 3 axJ  •¥-  faaxx-*  ^a’x  •+•  a*=Oj  où  il  n’y  a 
plus  d’incommenfurables . Ce  qui  ctoit  propofé. 
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Démonstration. 

Il  efl  évident  que  par  les  operations  de  ces  deux  méthodes 
du  Problème , on  ôte  les  incommenfurables  les  unes  après  les 
autres , & que  l’égalité  Ce  conferve  toujours. 


SECTION  IV. 

Où  Von  explique  la  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  deux  ou  de  plufseurs  équations  composes 
qui  ont  la  meme  inconnue. 

Avertissement. 

Il  efl  très  utile  pour  la  réfolution  des  équations  compofees, 
de  pouvoir  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun'  de  celles 
qui  ont  la  même  inconnue  ; & cela  fert  auffi  quand  on  a plus 
de  rapports  d’un  Problème  que  d’inconnues  , à former  l’équa- 
tion la  plus  /impie  qui  en  donne  la  réfolution. 

PROBLEME  IV. 

j.  o.  ROUVER  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  équa- 
tions qui  ont  la  meme  inconnue. 

i*.  Ç I toutes  les  quantités  de  chaque  équation  étoient 
J multipliées  par  une  grandeur  commune,  on  les  divi- 
feroit  toutes  par  cette  grandeur  commune  ; & il  faudroit 
enfuite  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
quotiens  ; & après  l’avoir  trouvé , le  multiplier  par  cette 
grandeur  commune  , & le  produit  ferait  le  plus  grand  divi- 
feur commun  qu’on  cherchoit . 

2°.  Si  toutes  les  quantités  d’une  feule  des  deux  équations , 
& furtout  de  celle  qui  fervira  de  divifeur,  étoient  multipliées 
par  une  même  grandeur,  il  faudroit  les  divifer  par  cette  gran- 
deur, qui  ne  doit  point  entrer  dans  le  commun  divifeur  , & 
operer  enfuite  avec  le  quotient . Ces  chofes  fuppofées . 

Première  maniéré, 

i.  ^^pre's  avoir  nommé  la  première  équation  celle  du  degré 
plus  élevé,  ôc  l’autre  la  fécondé,  ( fi  elles  font  du  même  degré, 
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on  nommera  laquelle  on  voudra  la  première , & l’autre  fécon- 
dé,)  il  faut  divifer  la  première  par  la  fécondé;  & fi  la  divifion 
fe  fait  jufie,  la  fécondé  eft  le  plus  grand  divifeur  commun. 

Si  la  divifion  ne  peut  fe  faire  exadlement , Iorfqu’on  fera 
arrivé  à un  refte  où  l’inconnue  a moins  de  degrés  que  dans  la  fé- 
conde équation,  fans  avoir  égard  au  quotient,  orx  divifera  la 
fécondé  par  le  refte,  qu’on  nommera  premier  refte. 

Si  la  divifion  fe  fait  exadlement,  le  premier  refte  eft  le  plus 
grand  divifeur  commun. 

Mais  fi  elle  n’eft  pas  exaéte , & qu’elle  donne  un  refte,  on 
divifera  le  premier  refte  par  ce  fécond  refte  ; & fi  cette  divi- 
fion donne  un  troifiéme  refte,  on  divifera  le  fécond  refte  par  le 
t roi  fié  me,  & on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  un  re- 
fte qui  foit  un  divifeur  exaél  du  précèdent , & ce  refte  fera  le 
plus  grand  divifeur  commun. 

2.  Quand  en  faifant  les  divifions  de  cette  méthode,  on 
trouve  une  fra&ion  pour  quotient , il  faut  dans  ce  cas  multi- 
plier la  grandeur  à divifer  par  la  grandeur  connue , qui  eft  le 
coëficicnt  du  premier  terme  du  divifeur,  ou  par  le  dénomina- 
teur de  la  fraéhon  trouvée  pour  quotient  ; & la  grandeur  à di- 
vifer étant  ainfï  préparée,  la  divifion  donnera  pour  quotient 
une  grandeur  entière . 

Exemple  I. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  xn  — i3*,0-t-6jx® — j 57*‘-4-  i8gx+ — io5x*«4-2ï 
= o . x'°  — ■ 1 zx*  •¥•  54**  — 1 1 2x+  H-  rojxx  — 35  = 0. 

Je  remarque  qu’il  n’y  a aucune  grandeur  commune  qui 
multiplie  toutes  les  quantités  de  chacune  de  ces  deux  équa- 
tions , ni  aucune  grandeur  commune  qui  multiplie  tous  les 
termes  de  la  fécondé  ; ainfi  j’opere  immédiatement  fur  ces 
deux  équations. 

Jedivife  la  première  par  la  féconde,  & je  trouve  le  quo- 
tient xx  — 1 , que  je  néglige,  & le  refte — — a8x* 

«+»35rx — 14,  qui  ne  peut  plus  être  divifé  par  la  fécondé 
équation  , puifque  — x 1 eft  moindre  que  x'° . 

Je  divife  la  fécondé  équation  x'°— - iix*  54**  — lux* 
•+■  to5*x  — 3j  = o,  par  cepremier  refte- — x'h-çx* — -28** 
h-  3 j xx — 14,  & je  trouve  le  quotient  — xx  3 , que  je 
réglige  , & le  refte  — xf^7x* — 14**  7. 

•c  F îk  • -** 
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Je  divifé  le  premier  refte  — — 28r4-a-  3 $xx  — 14, 

par  ce  fécond  refte — x 6 •+■  7X4 — iqxx*-  7 , & la  diviflon  fe 
fait  exaélement  : ainfi  — x6  •+■  jx*  —r-  îqxx-*  7 = 0,  ou  bien 
en  rendant  la  plus  haute  puiflance — *6pofitive,  x * — yx+ 

14XX  — 7 = 0,  eft  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  propofées . 

Exemple  IL 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  ^x3 — I2xx-im  ijx — 6 = 0.  — I ixx ■+■  3 ox — 18 
= 0:  i°,  Je  remarque  que  tous  les  termes  des  deux  équa- 
tions font  multipliés  par  3 , ou  peuvent  être  divifés  par  3 ; je 
les  divife  par  3,  & je  trouve  les  deux  quotiens  x3 — 4 xx*>  5# 

2=0,  & 4xx  I OA? 6 = O . 

Il  faut  à prefent  chercher  le  plus  grand  divifeur  commua 
de  ces  deux  quotients,  & quand  on  l’aura  trouvé  , le  multi- 
plier par  3 , & le  produit  fera  le  plus  grand  divifeur  commua 
des  deux  équations  propofees . 

20.  Je  remarque  que  tous  les  termes  de  la  féconde  équa- 
tion — 4**  -f  10*  — 6=0,  qui  doit  fervir  de  divifeur  , 
peuvent  être  divifés  par  2 > je  les  divife  donc  par  2 , & je 
trouve  l’équation  — zxx  5*  — 3 =0,  qui  eft  celle  qui 
doit  fervir  de  divifeur. 

Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura  trouvé  le  plus 
grand  divifeur  commun , il  ne  faudra  pas  le  multiplier  par  2 , 
pareeque  2 n’eft  pas  un  divifeur  commun  des  deux  équations 
x3  — 4**  $x  — 2=0,  — 4**  -*■  10*  — - 6 = o . 

Pour  trouver  maintenant  le  plus  grand  divifeur  commua 
de  x3  — 4XX  5*-*-  2 =0,  & de  — zxx’+^x — 3 = o, 
je  divife  la  première  par  la  fécondé,  & je  trouve  pour  quo- 
tient la  fraüion  ■—  ; cela  me  fait  voir  qu’il  faut  préparer  la 
grandeur  à divifer  x3  — qxx  $x  — 2 , en  la  multipliant 
par  le  dénominateur  de  la  fraétion-zrr , qui  eft  — 2 , & j au- 
rai le  produit  — zx3  8xx  — iox  4 , qu  il  faut  divifer 
par  la  féconde  grandeur  — zxx  *+•  5*  — J- 

En  faifant  la  divifion  , je  trouve  d’abord  le  quotient  x , & 
le  relie  -h  3x*  — yx  4 , qu’il  faut  continuer  de  divifer  par 
. — 2xx  jx  — 3 , pareeque  la  plus  haute  puiflance  de  l’in- 
connue x , n’eft  pas  dans  le  refte  -4-  ixx  — yx  «+•  4,  moindre 
que  la  plus  haute  puiffance  de  la  même  x dans  le  divifeur 

2 XX  H-  5*  3 . 
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Mais  en  continuant  de  divifer  *+-  3**—  7* -4- 4,  par — 2** 
.+.  5*  — 3 , je  trouve  pour  quotient  la  fraûion  » cela  fait 
voir  qu'il  faut  préparer  la  grandeur  à divifer  -4-  3**  — 7* 

4 , en  multipliant  par  le  dénominateur  — 2 ; cela  me 
donne  la  grandeur  à divifer  — 6xx  -4-  14* — 8 , je  la  divife 
par  le  divifeur  — 2** -4-  $x — 3,  & je  trouve  le  quotient  3, 
& le  refte  — *-4-1=0. 

Je  divife  maintenant  — 2xx  -H  5*  — 3 = 0,  qui  a fervi 
jwfq  u’ici  de  divifeur , par  ce  refte  — *-4-1  = 0,  & je  trou- 
ve que  la  divifion  fe  fait  exa&ement. 

Ainfi  — * -4-  r = o,  ou  -4-  * — 1 = o,  eft  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  x> — 4**  -4-5#  — 2 = o,&  de — 4** 
-4-  10*  — 6 = 0. 

Et  en  multipliant  — *-4-  1=0,  ou -4-* — 1 = 0 par  3,  je 
trouve — 3*  -4-  3 = o,  00-4-3*  — 3 = 0,  pour  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  proposées  3*’  — izxx 
-4-15*  — 6 = 0,  — 1 2xx  *4-  30*  — 18=0.  Ce  qui  étoit 
propofé.  t 

Avertissement. 

On  a mis  dans  cet  exemple , qui  n’eft  pas  fort  compose  , 
toutes  les  difficultez  qu’on  peut  trouver  dans  la  recherche  du 
plus  grand  divifeur  commun;  c’eft  pourquoi  ceux  qui  com- 
mencent , doivent  fe  le  rendre  très  familier. 

Exemple  IIL 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations  x*  — 4 a*’  -4-  1 1 aaxx  — 20 a’x  -4- 1 14* =o , 

*+ — 3 4*;-f  I 2 aaxx — itfaJ*-4-  24<i4  = o, 
je  divife  la  première  par  la  fécondé,  & je  trouve  le  quotient  r , 
que  je  néglige,  & le  refie  — axs  — aaxx — 4 a'x  — 12 a*,  qui 
étant  divifé  par  — a , donne  **  -4-  axx  -4-  4 aax  -4-  1 2 a*  pour 
le  premier  refie. 

Je  divife  la  fécondé  équation  **  — 3 ax}  ■+* 1 2 aaxx  — 1 6a'x 
»4-  244*  = o , par  **  -4-  axx  -4-  4 aax  -4-  1 24* . 

Je  trouve  le  quotient  * — 4 a , que  je  néglige  , & le  refte 
•*»naaxx  — - t2asx  -4-  72a4  , que  je  divife  par  1244 , & je 
trouve  pour  le  fécond  refte  **  — 4*  -4-  £44. 

Je  divife  le  premier  refte  *»  -4-  axx  -4-  440*  -4-  124%  par  le 
fécond  refte  **  — ax  -h  éaat  & la  diviiîon  eft  exaéte. 

F iij 
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Ainfi  xx—  ax ■+■  6aa=ox  eft  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun des  deux  équations  proposes . 

Exemple  IV. 

Pour,  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  x 1 — 2 axx  •+-  aax  — aab  = 0, 

— b xx  •¥•  zabx. 

& — laxx  2 aax  — 3 aab  = o. 

■ — bxx  *4“  4 abx. 

je  divife  la  première  par  la  fécondé;  & en  divifant  le  premier 
terme  *J  par  le  premier  terme  — 2 axx  — bxx  du  divifeur, 
je  trouve  la  fraélion  ztt=i  • Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  prépa. 
rer  la  première  équation , qui  eft  la  grandeur  à divifer , en  la 
multipliant  par  le  dénominateur  — 2 a — 6;  &je  trouve  pour 
produit  la  première  équation  préparée, 

— 2 axf  -4-  4 aaxx  — 2 a1  x -4-  2 a}b  = 0. 

— b x1  -4-  4 abxx  — $aabx  -4«  aabb 

•+*  b b x x — 2 abbx. 

Je  la  divifè  par  la  fécondé  équation 

— zaxx  ■+*  2 aax  — laab  = o. 

— bxx  *4“  4 abxy 

& je  trouve  le  quotient.*  , que  Je  néglige , & le  refte 
•4»  2 aaxx  — 2 a?x  «4»  2 aPb 
bbxx  — zaabx  «4«  aabb 

— 2 abbx. 

qu’il  faut  continuer  de  divifer  par  le  même  divifeur 

— 2 axx  •+■  2 aax  — 3 aab  = o„ 

— bxx  -4 • 4 abx y 

pareeque  la  plus  haute  puiftance  **  de  l’inconnue  a’cft  pas 
moindre  dans  le  refie  , que  dans  le  divifeur. 

Mais  en  faifant  la  divifion  de  ce  refte  pat  le  divifeur,  je 
trouve  la  fra&ion  =£=i\  ce  qui  me  fait  voir  qu’il  faut  prépa- 
rer le  refte  -4-  îaaxx  — za!x , &c. 

■4*  bbxx, 

en  le  multipliant  par  le  dénominateur  — la  — bt  & je  trouve 
le  refte  préparé  — 4 aJxx  4 a**  — 4.  à*  b 

— zaabxx  «4»  6 abx  — 4 afbb 

— zabbxx  «4*  6aabbx  aabL 

— - Vxx  zah'x. 
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• Je  continue  de  le  divifcr  par  le  même  divifeur 

— 2axx  ■+•  îaax — 3 aab  = O . 

— bxx  •+■  4 dbx 
& je  trouve  le  quotient  2 a<f**bbt  que  je  néglige,  & le  refte 

— ia]lx  2 a*  b 
Ofdabbx  — 4 d’bb 

— ïaléx  •*-2aab,t 

dont  chaque  terme  peut  être  exactement  divifé  par  — 2 d'h 
^-qaabb  — 2 ab* . 

Ainft  je  divife  ce  refte  par  — ~idb  <4-  /[aabb — 2 aV , & je 
trouve  pour  quotient  x — a,  que  je  prens  pour  le  dernier 
refte. 

Je  divife  maintenant  la  fécondé  équation  qui  a fervi  de 
divifeur  jufqu’ici , par  le  refte  x — 0,  & la divifioneft exacte. 

Par  confequent  * — a = 0,  eft  le  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  propofées. 

Préparation  pour  la  t/émonflration . 

T 1 A dêmonftration  n’eft  pas  differente  de  ce  qu’on  a cou. 
tume  de  donner  dans  l’Arithmétique  & l’Algebre , pour  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
grandeurs  incomplexes,  & elle  eft  fondée  fur  ces  axiomes. 

Axiome  I. 

Un  divifeur  exact  d’une  grandeur,  eft  auflï  un  divifeur 
exact  d’un  multiple  de  cette  grandeur  ; par  exemple , un 
divifeur  exact  d’une  grandeur  At  eft  undivifeurexa&dejyî, 
ou  en  general  d cm  A. 

Axiome  II. 

XJn  divifeur  exact  d’une  grandeur  entière  A,  qui  a deux 

Ïarties  B & C,  & de  l’une  de  ces  deux  parties  comme  de  B, 
eft  auffi  de  la  fécondé  partie  C. 

Axiome  III. 

T iE  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  grandeurs  Aôc  B, 
contient  les  autres  communs  divifeurs  moindres  des  mêmes 
grandeurs,  & il  eft  un  multiple  de  chacun  de  ces  divi/êurs 
moindres.  Ces  chofes  fuppofees. 
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Soit  nommée  A la  première  équa- 
tion, & B la  fécondé,  onfuppofe 
que  A étant  divifée  par  B , on  trou- 
ve le  quotient  m , & le  refte  C ; ainfi 
A =■  mB  -♦»  C. 

En  divifant  la  fécondé  équation  B 
par  le  premier  refte  C,  qu’on  trouve  le  quotient»,  & le 
refte  D;  ain fiB=»C  + D, 

Enfin,  qu’en  divifant  le  premier  refte  C par  le  fécond  D, 
la  divifion  foit  exaéle , & qu’on  trouve  le  quotient  p , ainfi 
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Première . Seconde . 

A.  B. 

A =mB  -h  C. 

B = nC  -4-  D. 

C=  pD. 


C=pD. 

Il  faut  démontrer  que  D eft  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  A & de  B, 


Démonstration. 

i°.  Il  eft  évident  que  D eft  divifeur  commun  de  A & de  B t 
car  par  la  fuppofition  il  l’eft  de  C ; donc  il  left  de  nC  -4-  D 
= B par  le  1"  axiome;  donc  D eft  divifeur  de  mB  + C — A 
par  le  icr  axiome.  i°.  D eft  aufli  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun de  A & de  Bi  car  leur  plus  grand  divifeur  commun 
doit  être  divifeur  de  mB  multiple  de  B:  & étant  aufli  divi- 
feur de  la  grandeur  entière  mB-*‘C^=A,  il  eft  divifeur  de 
la  a*  partie  C par  le  2*  axiome  ; donc  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  A & de  B,  eft  divifeurde  »C  multiple  de  C par 
le  1"  axiome;  & étant  aufli  divifeur  de  la  grandeur  entière 
fjC^D  = B,  il  eft  divifeur  de  £>par  le  2'  axiome  : Mais  D 
eft  divifeur  commun  de  A & de  B par  la  première  partie  de 
cette  démonftrarion  ; ainfi  le  plus  grand  divifeur  commun 
de  A & de  B,  étant  aufli  divifeur  de  O,  il  faut  que  D foit 
lui- même  ce  plus  grand  commun  divifeur  : autrement  D 
feroit  un  divifeur  commun  de  A & de  B , qui  furpafleroit  le 
plus  grand;  ce  qui  feroit  contre  la  fuppofition. 

Démonjlration  pour  le  cas  où  il  faut  préparer  la  grandeur 

<4  divifer . 

Si  en  divifant  la  première  grandeur  A par  la  fécondé  B, 
on  trouve  une  fraétion  dont  le  dénominateur  foit  f,  il  faut 
préparer  A en  la  multipliant  par  f ; on  fuppofe  qu’en  divi- 
fant enfuite  fA  par  B,  on  trouve  le  quotient  m & le  refte  C , 
ainfi  fA = mB  -*•  C . 

Divifant 


Livre 

Divifant  enfuite  B par  le  refie 
C , fi  l’on  trouve  une  fraétion 


II. 
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Seconde. 

B. 


Première. 

dont  le  dénominateur  efl  g , il  ^ ^ ç 

faut  préparer  B en  la  multipliant  g nC  ^-D* 

par  g,  & l’on  aura  gB  ; on  fup-  c = oD 

pofe  qu’en  divifant  gB  par  le  pre-  P 

mier  refte  C,  on  trouve  le  quotient  »,  & le  refte  D\  ainfi 

gB  = nC  •+■  D . 

Enfin  on  fuppofé  qu’en  divifant  le  premier  refie  C , par  le 
fécond  D , la  divifion  efl  exaéle,  & que  C=-pD.  Cela  fuppofé. 

Il  efl  évident  que  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A & 
de  B , efl  divifeur  de  fA  par  le  premier  axiome  , & par  con* 
fequent  de  mB  •+• C — fA . Il  efl  de  même  évident  que  le 
plus  grand  divifeur  commun  de  A & de  B , efl  divifeur  de 
t»B  ôcdegBy  multiples  de  B ; il  efl  par  confequent  divifeur 
de  C , fécondé  partie  de  mB  -t-  C,  par  le  2*  axiome,  & de  »C 
■+•  D =gB,  il  l’efl  auffi  de  nC  multiple  de  Ci  par  confequent 
étant  divifeur  de  «C  D,  & de  la  première  partie  »C,  il  l’efl 
auffi  de  l’autre  partie  D . 

Ainfi  D étant  divifeur  ex  a£l  de  C,  il  efl  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  de  A &i.  de  B , ou  du  moins  il  le  contient , & il 
en  efl  le  multiple. 

Mais  quand  les  plus  hautes  puiffances  de  l’inconnue  x ne 
font  point  multipliées  par  d’autres  grandeurs  connues  dans 
A & dans  B , la  pui  fiance  la  plus  élevée  de  x dans  le  plus 
grand  divifeur  commun,  doit  être  feule  -,  c’efl  pourquoi  en 
divifant  le  dernier  refie  D , divifeur  exaél  du  précèdent , par 
le  coëficient  de  la  plus  haute  puiffance  de  fon  inconnue  x , 
le  quotient  doit  être  le  plus  grand  divifeur  commun  de  A 
ÔC  de  B. 


Seconde  maniéré  de  trouver  le  plut  grand  divifeur 
commun . 

«■O  N nommera  la  première  équation  A,  pour  rendre  la  cho- 
fe  plus  claire  , &.  la  fécondé  B. 

il  faut  prendre  la  valeur  de  la  plus  haute  puiffance  de  l'in- 
connue x, qui  efl  le  premier  terme  de  B,  & fubflituer  cette  va- 
leur au  lieu  de  x dans  A,  (obfervant  d’élever  auparavant  B au 
degré  de  A,  en  multipliant  l’équation  B par  x,  ou  xx,  & c.  fi  le 
premier  terme  de  B étoit  moindre  que  le  premier  terme  de  A.) 

G 
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11  faut  continuer  cette  fubflitution  jufqu  a ce  quon  ait  ré- 
duit A à un  moindre  degré  que  B,  & on  appellera  C l'équa- 
tion où  l’on  aura  réduit  A par  ces  fubflitutions. 

11  faut  enfuite  prendre  la  valeur  du  premier  terme  de  C , 

& la  fubflituer  dans  B , & continuer  la  fubflitution  jufqu’à 
ce  qu  on  ait  réduit  B à une  équation  D d'un  moindre  degré 
que  C. 

L’on  prendra  enfuite  la  valeur  du  premier  terme  de  Dt 
qu’on  fubflituera  dans  C , & l’on  continuera  ces  operations 
jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  équation  E,  d’où  la  valeur  du 
premier  terme  étant  fubflituée  dans  la  précédente  D , tous 
les  termes  (c  détruifênt  par  des  lignes  contraires. 

L’équation  E fera  le  plus  grand  divifeur  cçmmun  de  A 
& de  B. 

Lorfqu’il  arrive  que  les  premiers  termes  des  équations  A 
&B,  ou  B&C,  ou  C&  £> , &c.  ont  des  coëficients , il  faut 
préparer  les  deux  équations  en  multipliant  A par  le  coefi- 
cient  du  premier  terme  de  B ; & B par  celui  du  premier 
terme  de  A , & faire  la  même  chofe  pour  B & C,  &c.  com- 
me on  le  verra  dans  les  exemples. 

Premier  exemple  qui  cft  lt  troi frime  qui  précédé. 

Pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
équations  A.  *4  — 4 ax>  *+*  n aaxx  — 20 d'x  «+•  12 44  = o. 

B x 4 — 3 axé  ■+•  12 aaxx  — 16 aJx  244*  =:  o, 
je  prens  la  valeur  de*4  dans  la  fécondé,  & je  trouve  x*  = ^axJ 

— 12  aaxx  1 6aéx — 244*. 

Je  fubflitue  cette  valeur  de  x 4 dans  la  première  équation , 

& après  la  fubflitution,  je  trouve  au  lieu  de  la  première  équa- 
tion, celle-ci  — axé  — aaxx  — 4 a3x  — 1 244  = o , dont  tous 
les  termes  peuvent  fe  divifer  par  — a;  & après  la  divifion,  je 
trouve  C . x5  ■+■  axx  •+■  4 aax  1 2a3  = o. 

Cette  équation  C étant  d’un  moindre  degré  que  la  fécon- 
dé B,  je  la  multiplie  par  x , & j’ai  l’équation  x*-^ax'  4 aaxx  ^ 

•+■  124’*  = o. 

Je  prens  dans  cette  équation  la  valeur  de  x* , qui  efl  * 4 = 

— ax1  — 4 aaxx  — 1 24’*,  ÔC  je  la  fubflitue  dans  B,  & après 
la  fubflitution, je  trouve  l’équation  — 4 axJ*-8aaxx  — 2 8a’x 

24a4  = 0. 
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Comme  elle  neft  pas  d’un  degré  inférieur  à celui  de  l’équa- 
tion C , il  faut  prendre  dans  l'équation  C la  valeur  de  x1  pour 
^ la  fubflituer  dans  l’équation  précédente . 

Mais  le  premier  terme  de  la  précédente , qui  efl  — 4 ax1 , 
ayant  — 4 a pour  coëficient  , il  faut  préparer  l’équation  C 
en  la  multipliant  par  — 4 a t & je  trouve  — 4 — 4 aaxx 

— 1 6a*x  — 48*1*  = o. 

Je  prens  dans  cette  équation  préparée  la  valeur  de — 4 axJ» 
qui  efl  — 4axf  = 4 aaxx  *4-  16  a'x  ■+■ 

Je  la fubflitue  dans  l'équation  — 4 ax3  8 aaxx  — zSa’x 

■4-  24a*  = o , & je  trouve  après  la  fubfti  timon  l’équation 
12 aaxx  — 12 a’x  ■+■  72 à*  = a,  dont  tous  les  termes  peuvent 
fe  divifêr  par  12  aa  » & après  avoir  fait  la  divifion  , je  trouve 
l’équation  2>.  xx  — ax  ■+*  èaa  = o. 

Jeleve  cette  équation  D au  troifiéme  degré  en  la  multi- 
pliant par  x,  afin  de  pouvoir  fubflituer  la  valeur  de  x*  dans 
l’équation  C * & je  trouve  xl  — axx  ■+■  6 aux  = o 

Je  prens  la  valeur  de  x}  dans  cette  équation  , qui  efl:  x1  =s 
axx  — 6aax,  & je  la  fubflitue  dans  l’équation  C , ce  qui 
me  donne  iaxx  — 2 aax  •+■  1 2 a1  = o. 

Je  fubflitue  encore  la  valeur  de  xx  prife  de  l'équation  D , 
dans  laxx  — 2 aax  -4-  12a1  —O,  mais  auparavant  je  multi- 
plie lequation  D par  le  coefficient  2a  ; & ayant  trouvé  2 axx 
= 2 aax  — i2<a} , je  fubflitue  la  valeur  de  2 axx  dans  îaxx 

— laax  i2<aJ  = o,  & je  trouve  — 2 aax  -4-  1 là1  = o. 

-♦-2  aax — 12  a}, 

où  toutes  les  quantités  fe  détruisent  par  des  lignes  contraires  ; 
atnfi  lequation  D.  xx  — ax  6aa  — o , efl  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  propofées. 

Second  exemple  qui  efl  le  quatrième  qui  précédé . 

On  mettra  les  opérations  de  la  première  & de  la  fécondé 
manière  fur  cet  exemple , à côté  les  unes  des  autres  , afin 
qu’on  voye  que  ces  deux  méthodes  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  , reviennent  à une  même  méthode  s ainû. 
la  première  étant  démontrée  r la  fécondé  l'efl  auffi. 
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Analyse  démontré'  e. 
Exemple  II. 

Première  maniéré  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun; 


Première  équation. 

x ' — 2 a xx  -4-  aax — aab^=  o . 

— ixx  -4-  zabx . 

x — 2 a — b. 


Seconde  équation. 

— îaxx  -4-  2 aax  — $aab  = O. 

— bxx  -4-4 abx. 


Première  équation  préparée . 

~ 2dxr  ^aaxx — 2a' x -+-24,&=:o. 
— bx » -4-4 abxx  — 5 aabx  -4-  aabb 
-4-  bbxx  — zabbx . 

-♦•2 ax*  — zaaxx**  laalx 
bx*  — \abxx  . 

Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur . 

2 4A** -4-  244* J44&  = 0. 

£**  -4-  44^* 

* quotient. 

• 

Re/le  qu'il  faut  continuer  de  divifer 
par  le  meme  divifeur  . 

-4-2 aaxx — za'x  -4-iari=o. 
*4 •bbxx  — iaabxar-aabb 
— zabbx . 

X — 2 a — b. 

. Refie  préparé . 

■ — 4 a* xx  -4- 44**  — ^.a*b=0 . 
— zaabxX’+’éa'bx — \a'bb 

Seconde  équation  qui  fert 
de  divifeur . 

— 2axx-<rzaax — -3  aab=  0. 

— £**  -4-  44^* . 

- — 2 tWDXX  vtlciUvX—"  Udsu 

— b'xx  -4-  24^’* 

-4-  i\.a'xx  — 4<*4.*  -4-6 u+£ 
•+*  zaabxx — Sa'bx  -4-  3<J<a£J 
-4-  2 abbxx — laabbx 
•*-b'xx  — 4^’ 

2 -4c  bb  quotient . 

• /p*  - • 

/ 

/ 

— 24*6*  -4-  za*b=^o. 
Refie.  -4-  ^aabbx — 44^ 

*~-zab'x  -♦*  zaab' 
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Livre  II. 


Exemple  II. 

Seconde  manière  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun . 


Première  équation. 

pe1 — îaxx  •+•  aax  — aab  ==;  o . 
— b xx  «4»  2 abx . 

X — 2a— T. 


' — 2ax}=  — iaaxx  + ^aabx 
• — bx3  — 4 abxx. 


Seconde  f quation. 

— laxx’tfiaax — $aab=o. 

— bxx  -4-  4 abx  t 

ou  bien 

— 2 axxx=.. — a aax  -4»  $aab 

— bxx  — 4 abx 

X X XX. 

Seconde  équation  multipliée 
par  x. 

— 2axi^\  — laaxx^r^aabx 

— bxs  j — qabxx. 


Première  équation  préparée . 

1 — zax1  *4“  e,aaxx  — za3x  -4-  2aJb  = o . 
e — - bx3  •+■  4 abxx  — ^aabx  -4-  aab  b 
■+■  bbxx  — 2 abbx. 

Subjlitution . 


Somme  où  il  faut  encore  fulflituer  la  valeur 
de  xx  prife  dans  la  fécondé  équation. 

■4-  2 aaxx  — 2 a’x  •+■  za'b  =o  . 
■+■  bbxx  — 2 a abx  «H  aabb 

— 2 abbx 
x — 2 a — T 


Seconde  équation. 

— zaxx\ — 2 aax  -4-  2 aab 

— bxx  J — Qabx. 

x 2 aaarbb.  x laa’+bb-. 


Somme  préparée  . 

- — 4 a3  xx  -4-  4a*x  — 4<j4&  = o. 

— 2 a abxx  -4-  ôa’bx  ■ — 4 a3bb 
« — 2 abbxx  *4-6  aabbx — aab1 

— b3  xx  •*‘2absx, 

SubjUtution . 

— 4a1  xx = — 4^^  "4-  6 a"3 b 

— zaabxx  — îiabbx  -4- 

— 2 abbxx  — 2 aabbx 
— Vxx  — 4 ab3x . 

- — 2a'^A?  -4-  2d4£ 

Somme . «4 - 4 aabbx  — 


Seconde  équation  préparée . 

— 4 à3  xx  — 4<j4;c  -+-  6 à3  b 

— zaabxx  i _ — ^a3bx-C‘gaabt 
■ — 2 abbxx  ^ — zaabbx 

1 — J — 4^*. 


g ü; 
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Analyse  de.montre'e. 
Continuation  de  Ia.  première  maniéré  . 


Divifant  chaque  terme  par  — ia!b 
•4-  4 aabb  — xab! , on  trouve  pour  le 
refte  i équation  x — a=  a * 


Il  faut  divilêr  la  fécondé  équation  par 
ce  relie  x — a = o. 

Seconde  équation 

— xaxx  <+*  2 aax  — $aab  = o.. 

— Ij.v.v  -4*44  Av 


•**zaxx — xaax 
■4*  bxx  — abx 


o Jabx  — $aab- 
— $abx  -4*  3<»4&  . 


Refie  qui  fert  de  divifeur. 

X 4 = 0. 


— lax^^ab  quotient . 
■ — bx . 


o o. 

La  divifion  eft  exacte  : ainfi  x—a= o eft  le  plus:  grand  divifeur 


commun . 


R E M A R Q_u  E S . 

I. 

(l  eft  évident  qu’on  peut  négliger  le  premier  terme  dans-  les 
cas  oii  il  faut  préparer  la  grandeur  à divifer  > ce  qui  abrégé  le 
calcul . 

II. 

S’il  falloir  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  trois , 
ou  d’un  plus  grand  nombre  d’équations  , on  chercheroit  d abord 
le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières  , & enuiitc 

le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  troifiéme  équation  , & du 
° . plus 
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Continuation  de  la  fécondé  maniéré. 
Divi/ànt  chaque  terme  par  . — 2 a?b  I 


SS 


•4-  4 aabb  — zab1  , on  trouve  l’équa- 
tion x — 4 = 0,  ou  x = a . 

1 

% • 

* — * = 0. 
*=«. 
x x x x. 

Il  faut  fubftituer  dans  la  fécondé 
équation  les  valeurs  de  x , xx  prifes 
dans  x — a = 0. 

Seconde  équation. 

' — 24**  iaax  — 3446  = 0. 

- — bxx  4 abx . 

Subflitution, 

XX  = 4* 
X 24  X 24. 

24**= 244*. 

2 4xx— — 2 aax 
— bxx  = — abx. 

**  = 4*. 

X £ X 

Somme . 

- — bxx  = — abx. 

*4“  J abx  — 3 adb  = O. 

x =4. 

Subflitution . *4-  ^abx  = •+-  3 a ah  . 

x $ab  X -4-  lab. 

Somme  0. 

■4-  3 4^*  = -^344  b. 

La  fubftitution  des  valeurs  de  *,  **  prifes  de  * — 4=0, 
dans  la  fécondé  équation  , fàifant  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  contraires,  * — a = o eft  le  plus  grand  divifeur 
commun. 


plus  grand  divifeur  commun  des  deux  premières,  & ainû 
de  fuite. 

III. 

I.orfqu’il  y a plus  de  rapports  connus  dans  un  Problème 
compofe  , qu’il  ny  a d’inconnues,  on  peut,  dans  ce  cas,  trou- 
ver plufieurs  équations  qui  aycnt  la  même  inconnue,  dont 
chacune  exprime  le  Problème:  il  faut  enfuite  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun  de  ces  équations,  & il  fer a l’équation 
la  pim  fimple  du  Problème,  & la  résolution  en  fera  plus  2 
facile . 
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ANALYSE  COMPOSÉE, 

O ü 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RÉSOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations 
compofées . 

LIVRE  III. 

O»  l'on  explique  la  nature  des  équations  compofées , le  nom  ire  (t 
les  qualités  de  leurs  racines,  & leurs  transformations . 

Avertissement. 

On  fuppofe  dans  ce  Livre,  i8,  que  le  fécond  membre  d’une 
équation  compofée  eft  zéro  . . Que  la  plus  haute  puiflance 

de  l’inconnue,  c’eft  à dire  le  premier  terme,  a toujours  le 
ligne  •+* . 3°.  Qu’elle  n’a  ni  fra&ioos , ni  incommenfurables. 

On  a enfeigné  dans  les  Livres  precedents , les  maniérés  de 
lui  donner  ces  préparations. 

On  fuppofe  aufli  que  dans  fon  premier  terme,  la  plus  haute 
puiflance  de  l’inconnue  n’a  pas  d’autre  coefficient  que  l’unit  éj 
on  enfeignera  la  maniéré  de  lui  donner  cette  préparation 
dans  les  transformations . 

Cela  fuppofe  , pour  concevoir  clairement  la  nature  des 
équations  compofées  , il  faut  voir  la  maniéré  dont  elles  peu- 
vent  être  formées. 

SECTION  L~ 

Où  Fon  explique  la  maniéré  dont  fe  forment  les  équations 
compofées . 

DEFINITION  I. 

LA  valeur  de  l’inconnue  dans  une  équation  Ample  x — a 
= o,  s’appelle  la  racine  de  cette  équation, 

Ainff 
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Ainfi  a qui  eft  la  valeur  de  l’inconnue  *,  dans  x — a=o, 
puifque  x = a,  s’appelle  U racine  de  l’équation  x — 4=0. 

Lorfque  cette  valeur  eft  complexe  , comme  dans  x — a 
*rb  — c = 0 , la  grandeu  r complexe  ■+•  a — b -4-  c , ( qui  eft  la 
valeur  de  x,  puifque  x — a — b-t-c,  ) n’eft  pas  moins  la  feule 
racine  de  l'équation  x — a+-b — c— o,  & on  peut  labreger 
en  mettant  une  feule  lettre  d—a — b* 4- c,  dans  l’équation  ; ce 
qui  donneroit  x — d—o , ou  bien  x=  d. 

Lorfque  mettant  l’inconnue  feule  dans  le  premier  membre , 
fa  valeur'qui  eft  feule  dans  le  fécond , eft  pofitive,  on  dit  que 
la  racine  eft  pofitive?  ainfi  dans  x =at  la  racine  a eft  pofiti- 
ve; mais  lorfque  la  valeur  de  l’inconnue  eft  négative,  comme 
dans  x — — b,  on  dit  que  la  racine  eft  négative. 

D'où  il  fuit  que  lorfque  zéro  eft  le  fécond  membre  de 
l’équation  fimplc,  la  racine  pofitive  ale  figne  négatif — ,com- 
me  dans  x — a ==  o ; & la  racine  négative  a le  figne  -♦*,  com- 
me dans  *-t-é  = o. 

La  racine  d’une  équation  fimple  ou  linéaire , peut  être  ou 
commenfurable , comme  dans*  — a = o,  ou  incommenfu- 
rable,  comme  dans*  — i/ab-=.o,  ou  mixt#,  comme  dans 
x — a -+•  ab  =0 . Ces  trois  fortes  déracinés  s’appellent 
réelles . 

Ou  bien  elle  peut  être  une  grandeur  impoflïble , & qui 
marque  que  le  Problème  renferme  une  contradiction,  comme 
dans* — y/  — aa  — o. 

Car%/ — aa  eft  une  grandeur  impoflîble,  n’étant  pas  poffi- 
ble  qu’il  y ait  de  quarré  qui  foit  précédé  du  figne  négatif — 
dont  la  racine  foit  pofliblc  ; pareeque  fi  la  racine  a d’un 
quarré  aa , a le  figue  -4-,  ou  le  figne  — , le  quarré  aura  tou- 
jours neceffairement  le  figne  , le  produit  de  par  ■+• , & 
de  — par  — , ayant  toujours  -1-  : par  confequent  la  racine 

quarrée  d’un  quarré  négatif,  comme  V — aa , eft  une  gran- 
deur impoffible. 

Ces  fortes  de  grandeurs  impoflibles  s’appellent  imaginaires  \ 
ôc  lorfque  la  valeur  de  l'inconnue  * , dans  une  équation  fim- 

pfe*; — V — aa  = o , eft  imaginaire  , la  racine  de  cette 
équation , qui  eft  -4-  v' — aa  , s’appelle  imaginaire . 

Enfin  la  racine  d’une  équation  fimple  peut  être  compofée 
d’une  grandeur  réelle  , & d’une  imaginaire , comme  dans 
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x — a’+v/~—âà  — o,  où  la  valeur  de  x eft  a — \S — aa, 
puifque  x=a — v'  — -aa. Cette  racine  a — K' — aa , s’appel- 
le mixte  imaginaire  • 

Remarque  fur  les  grandeurs  imaginaires . 

1 3 • I_j  A racine,  dont  l’expofant  eft  un  nombre  pair , d’une  gran- 
deur négative,  eft  toujours  une  grandeur  imaginaire  ; ainfi 
y/  — aa,  é/ , — à*,  y/ — a‘t  &c.  font  des  grandeurs  imagi- 
naires : car  une  grandeur  a , foit  qu  elle  ait  le  ligne — , ou  le  li- 
gne h-,  étant  multipliée  par  elle-même  autant  de  fois  qu’on 
voudra,  pourvû  que  ce  nombre  de  fois  foit  pair,  le  produit 
aura  toujours  le  ligne  par  confequent  une  puilfance  négati- 
ve dont  l’expofant  ell  pair , comme  — aa,  — , — a’ , &c. 

eft  une  grandeur  dont  la  racine  eft  impoftible  ou  imaginaire, 
puifque  fi  cette  racine  étoit  poflible,  fa  puiftance  aurait  tou- 
jours le  figne  ■+• , & elle  ne  fçauroit  avoir  le  figne  — . 

Mais  fi  l’expofant  du  figne  radical  t/  d’une  grandeur  né- 
gative eft  impair , la  racine  eft  une  grandeur  réelle  ; ainfi 
•ÿ — a1  ,</ • — a' , y/ — eP , &c.  font  des  grandeurs  réelles,  par» 
ceque  la  racinrtiégative . — a,  étant  multipliée  par  elle-même 
un  nombre  de  lois  qui  foit  impair,  la  puiftance  qui  en  lèra  le 
produit , fera  négative;  car  — a x — a — aa , &.  *•  aa 
x — a = — a} , & ainfi  des  autres. 

THEOREME  I. 

z 4-  T o u T e équation  compofée  peut  être  conçue  comme  étant 
formée  par  la  multiplication  d’autant  d’équations  fimples , que 
l’équation  compofée  a de  degrés. 

Ainfi  toute  équation  de  deux  degrés,  peut  être  conçue  com- 
me formée  par  la  multiplication  de  deux  équations  fimples. 

Toute  équation  du  troifiéme  degré  , peut  être  conçue  for- 
mée par  multiplication  de  trois  équations  fimples;  & ainfi 
des  autres. 


Démonflration  pour  1er  équations  du  fécond  degré . 

T„  _ „ „ , , • Première,  xx  nx  ■+■  p = 

o U T E s les  équations  - » * \ _ 

du  fécond  degre  peuvent  . r , ' 

être  exprimées  par  ces  fix  rotfume , **  nx  p 
formule,.  â ■«*(, 

Or  toutes  ces  équations 


O. 

O. 

0. 

o. 

0. 


o. 
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peuvent  être  conçues  formées  par  la  multiplication  de  deux 
équations  /impies. 

Car , i%  /i  l'on  multiplie  les  deux  équations  /impies  x x 
==o,& * •+■/»  = o»  leur  produit  xx+*ax+-ab  = a. 

*+■  bx , 

donnera  la  i"  formule,  en  fuppofant  a + b = ntÔCab  — p. 

a®.  Si  l’on  multiplie  les  deux  équations  /impies  x -*-4  = 0, 
& x — b = o,  leur  produit  xx-t-«x — ab  = o. 

— bxt 

donnera  la  fécondé  formule,  en  fuppofant , 1®,  4 plus  grand 
que  b,  &2°,  a — &=»,  & — ab= — p . 

3°.  Si  on  multiplie  * — 4 = o,  parx — b = o,  leur  pro- 
duit xx  — ax  •+•  4/»  =0.  donnera  la  troi/iéme  formule  , en 

— bx, 

fuppofant  — 4 — b — — n,&c  + ab  = +‘p. 

4°.  Si  on  multiplie  x — a= o,  par  x-*-fr=:o,  leur  produit 

— ab  = o.  donnera  la  quatrième  formule,  en  fup- 

pofant,  i°. , 4 plus  grand  que  b,  & a® , — a+b— — »,  & — ab 

5°.  Si  on  multiplie  x-*- 4 = 0,  parx  — 4=0,  leur  produit 
xx — 44=0, donnera  la  cinquième  formule  en  fuppofant 
—aa=p. 

6°.  Enfin  fî  on  multiplie  x-*»^'  — 44  = 0,  parx — \S 44 

= 0 , leur  produit  xx^-aa  — o , donnera  la  fixiéme  formu- 
le , en  fuppo/ânt  •+■  aa  = > par  confequent  toutes  les  équa- 

tions du  fécond  degré  peuvent  être  conçues  formées  par  le  pro- 
duit de  deux  équations  /impies. 

Démon/l  ration  pour  lei  équations  élu  troi/iéme  degré . 

^J'oJTES  les  équations  Première , x*  nxx  px  y — 

du  3e  degré  peuvent  être  Seconde , x!  * ^ px~tq  = a 
rapportées  à ces  quatre  Troi/iéme  t x'  ±nxx  *±.q  — o. 

formules  pour  abréger . Quatrième )xs  * *-4-  q — n 

Or  toutes  les  équations  reprefentées  par  ces  quatre  formu- 
les  , peuvent  etre  conçues  formées  par  la  multiplication  de 
trois  équations  /impies  : 

Car,  1 °,fî  l’on  multiplie  les  trois  équations  /impies  x ■*‘4—0, 
x—  b=0)X  :£.f,=o,Ieur  produit  xJ  4xx.*^  abx±_  abc—o, 

bxx^acx 

■ItCxx+^bcx, 
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donnera  la  première  formule , en,  fuppofant  "+•  a **•  b •+•  c 
= -»•»,  +L  ab  ac  +L  bc  ==  ^ p,  abc  = + q. 

- 2°.  Si  l’on  fuppofe  que  la  racine  de  l’une  des  trois  équations 

fïmples,  par  exemple  c dans  la  troifiéme  = o,e(t  éga- 

le h la  fournie  des  deux  autres  a h-  b,  6c  quelle  a un  figue  op. 
pofé  au  leur,  c’eft  à dire  que  c eft  négative,  fi  a & b font  po 
fitives;  & que  c eft  politive,  ü a 8c  b font  négatives  , on 
aura  la  fécondé  formule,  en  fuppolânt  les  grandeurs  connues 
du  troifiéme  terme  du  produit  des  trois  équations  fimples , 
égales  & la  grandeur  connue  du  quatrième  terme 

du  produit  des  trois  équations  fimples  , égale  à q ; & à 
eauiie  de  — c — a •+■  b , ou  de  c = — a — 6 , le  fé- 
cond terme  fora  détruit  par  des  lignes  contraires. 

3°.  Si  l’on  fuppofe  la  même  racine  e avec  un  ligne  contrai- 
re à ceux  des  deux  autres  a 8c  1 1 mais  qu’elle  leur  foit  iné- 
gale , on  aura  la  troifiéme  formule  , en  fuppofant  les  pro- 
duits ac , bc , avec  des  lignes  contraires  à celui  de  ab , égaux 
enfemble  k ab  , 8c  en  fuppofant  toujours  les  coeficients  du 
deuxième  & quatrième  terme  du  produit  des  trois  équations 
fimples  , égaux  à ceux  du  deuxième  , & quatrième  terme 
de  la  troifiéme  formule» 

4°.  Si  on  multiplie  les  trois  équations  fimples  x -4-  ^ a 
«+•  i àâ  = o,  x-*-~  a — v' — "•£  aa  = o,  x — a = c± 

leur  produit  x ' — a}  = o,  donnera  la  quatrième  formule  x1, 

— q = o,  en  fuppofant  a*  = q. 

Et  fi  on  multiplie  les  trois  équations  fimples  x — ~ a 
^ aa  = o,  x — -j  a — — a aa  = ot  x-*-a  = o, 
leur  produit  x’  -4-  af  = o,  donnera  la  quatrième  formule  x 1 
-t-  q =,  en  fuppofant  a?  = q. 

Par  confoquent  routes  les  équations  du  troifiéme  degré  peu- 
vent être  conçues  comme  formées  par  trois  équations  (impies.. 

Remar  qjj  e . 

lj.  On  peut  aulfi' concevoir  toutes  les  équations  du  troifiéme 
degré  comme  formées  par  la  multiplication  d’une  équation 
du  focond  degré  , & d’une  équation  fimple . 

Car,!0,!!  on  multiplie  xx  *♦"  Ix  -**  m = o,  par xw*‘  c = o1 
le  produit  x’  ^ Ixx  mx-*-  cm  = o,  donnera  la  première 
**"  exx  *♦*  clx , 

for  mu  le,  en  fuppofant  +mlm*mc=’+mn}m*mmm+m  cl 
Z±  cm  ?. 
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2°.  Si  on  multiplie  **  -*■/*■+•  ws  — o,par  a?  ^ / = a,  le 
produit  + Im  — o,  donnera  la  fécondé  formule  , 

— lix  , 

en  fuppofant  ^ m — Il  =•*•  p } & ^ hn  = ^ q. 

ÿ.  Si  on  multiplie  xx  lx  + lm  = o,  par  x m —o,lc 
produit  atj  Hh  /**■  ^ /mm  = ordonnera  la  troifiéme  formule, 
■*“  mxx , 

en  fuppofant  •*“  /•*«=*+•  n , & ^ Imm  — 

4°.  Si  on  multiplie  xx  "+*  Ix  il  = o,  par  x ^ / = o,  le 

produit  x'~^  P = o, donnera  la  quatrième  formule,  en  fup- 
pofant + P = + q. 

Dimenflration pour  les  é quations  des  autres  degrés. 

O»  voit  clairement  que  les  équations  des  autres  degrés  peu- 
vent être  conçues  formées  par  les  équations  du  premier,  du  fé- 
cond & du  troifiéme  degré  ; par  exemple  , celles  du  quatriè- 
me par  une  équation  du  premier  , & une  du  troifiéme  , ou 
par  deux  équations  , chacune  du  fécond  degré;  celles  du  cin- 
quième par  une  équation  du  fécond  degré , & une  du  troifié- 
me  , & ainfi  des  autres  : Par  confequent  toute  équation  com- 
pofée  peut  être  conçue  formée  par  autant  d’équations  fimples 
qu’elle  a de  degrés» 

R E M A R Q_U  E . 

T (QRS o E le  Problème  renferme  quelque  contradiction-,, 
l’équation  compofée  qui  l’exprime,  peut  toujours  être  conçue 
comme  formée  par  autant  d’équations  fimples  qu’elle  a de  de- 
grés ; mais  les  racines  de  ees  équations  fimples  ne  feront  pas 
toutes  réelles , & il  y en  aura  d’imaginaires  . On  en  a déjà  . 
vû  des  exemples  dans  la  quatrième  formule  du  troifiérae  de- 
gré, & dans  la  fixiéme  du  fécond  degré. 

Corollaire. 

lé.  Une  équation  compofée  , dont  on  na  point  abrégé  les 
grandeurs  connues,  en  fuppofant  plufieurs  de  ces  grandeurs 
égales  à une  feule  lettre , peut  toujours  être  divifee  exacte- 
ment par  chacune  des  équations  de  moindre  degré  qu’elle 
n’eft  , par  la  multiplication  defquelles  elle  a été  formée  : & 
lorfqu’une  équation  d’un  moindre  degré,  efl  un  divifeur  exact 
d'Une  équation  compofoe  d’un  degré  plus  élevé,  cette  équa» 

H iij 
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tion  d’un  moindre  degré  eft  une  de  celles  dont  la  composée  a 
,été  formée  par  la  multiplication . 

De' MONSTRATION. 

Il  eft  évident  que  Iorfqu’un  produit  a été  formé  par  la  mul- 
tiplication de  pluficurs  grandeurs , chacune  de  ces  grandeurs 
en  eft  un  divifour  exaét  : & Iorfqu  une  grandeur  eft  un  divi- 
feur  exadt  d’un  produit , cette  grandeur  eft  une  de  celles  dont 
la  multiplication  a formé  ce  produit  ; ainfi  le  Corollaire  eft 
évident . 

THEOREME  IL 

1 7.  A N D la  plus  haute  puiflànce  de  l’inconnue  eft  multi- 
plicc" uans  le  premier  terme  d’une  équation  compofée,  par  une 
grandeur  connue  differente  de  l’unité , on  peut  bien  concevoir 
cette  équation  comme  formée  par  le  produit  d’autant  d’équa- 
tions fimples , quelle  a de  degrés  ; mais , i° , ou  bien  l’in- 
connue du  premier  terme  eft  multipliée  par  une  grandeur 
connue  dans  chacune  des  équations  fimples  ; 20,  ou  bien  elle 
l’eft  dans  quelques-unes,  & non  dans  toutes  ; 3°  ou  bien  el- 
le l’eft  dans  une  foule  . 

DEMONSTRATION. 

(^A  R en  fuppofant,  i°,  ces  équations  fimples  ax  — d=  o* 
lx  — e = 0 ,cx  — / = o , & les  multipliant  les  unes  par  les 
autres  , l’on  aura  pour  le  premier  cas  l’cquation  compofée 
abc x}  ■ — &c.  1°.  En  fuppolànt  * — d = o,  bx  — c = o , ex 
— d=  o,  & les  multipliant  les  unes  par  les  autres,  on  aura 
pour  le  fécond  cas  leqnation  compofée  écx1  — &c.  30.  En  fup- 
pofont  x—d—  o,  x — e — o ,cx  — d= o , & les  multipliant 
les  unes  par  les  autres,  on  aura  l’équation  compofée  cxl — &c. 

On  peut  auflï  concevoir  une  équation  compofée , dont  le 
premier  terme  a un  coëficienr  diffèrent  de  l’unité  , comme  le 
produit  d’autant  d’équations  fimples  quelle  a de  degrés , dont 
toutes  les  racines  font  des  fraéhons  , ou  feulement  quelques- 
unes  , ou  du  moins  une  feule . 

Car  en  fuppo&nr,  i°,  * — 4 = °>  * — i— o,x — -f  = o;ou 
bien,  z",  * — d=  o,x  — f = o,  x — Ç — o;  ou  bien,  30,  x — d 
= o,  x — e = o,  x — 7 = 0 ; après  avoir  fait  la  multipli- 
cation dans  chacun  de  ces  trois  cas,  & enfuite  ô:é  les  frac- 
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tions,  on  aura  une  équation  compofée,  dont  le  premier  terme 
aura  un  coëficient  different  de  l’unité. 

Corollaire; 

1 8 . le  premier  terme  d’une  équation  compofée  a un  coëficient 
diffèrent  de  l’unité  , les  équations  d’un  moindre  degré  qu’elle 
n’eff  , par  Icfquelles  elle  peut  être  exactement  divifee,  auront 
toutes,  ou  plufieurs,  ou  du  moins  quelqu’une , dans  leur  pre- 
mier terme,  un  coëficient  different  de  l’unité;  ou  bien  elles 
auront  tontes  » ou  plufieurs»  ou  du  moins  quelqu’une,  des  fra- 
ctions pour  leurs  racines. 


X9. 


V-  C T I O N II. 

D'à  nbfhirt  & de  la  qualité  des  racines  des  équations 
compofées . 

Définition  II. 

LES  racines  des  équations  fimples  dont  line  équation  corn- 
pofée  eft  le  produit,  s’appellent  auffi  les  racines  de  l’équa- 
tion compofée . 

Corollaires  qu'il  faut  fe  rendre  familiers . • 


il  fuit , i°,  qu’une  équation  compofée  a autant  de  ra- 
cines, quelle  a de  degrés. 

a0.  Que  les  racines  d’une  équation  compofée  peuvent  être  ou 
toutes  réelles,  & il  y en  peut  avoir  de  trois  fortes,  ou  elles  fe- 
ront commenfurables,  ou  incommenfurables,  ou  mixtes;  ou 
bien  elles  feront  toutes  imaginaires , ou  mixtes  imaginaires  ;ou 
enfin  elles  feront  en  partie  réelles,  & en  partie  imaginaires. 

3°.  Que  chaque  racine  étant  exprimée  par  une  feule  lettre 
dans  chacune  des  équations  fimples , elles  peuvent  être  ou  pofiti- 
ves,  ou  négatives,  ou  en  partie  pofitives,  & en  partie  négatives. 

4°.  Que  l’on  peut , félon  les  combinaifons  differentes  des  li- 
gnes ■+■  üc  — des  racines  pofitives  & négatives,  rapporter  tou- 
tes les  équations  de  chaque  degré  à un  nombre  déterminé  de 
formules. 

Dans  le  fécond  degré , il  n’y  en  peut  avoir  que  de  trois  for- 
tes-, car  ou , i°,  les  deux  racines  feront  pofitives;  ou,  a°,  néga- 
tives; ou , 30,  l’une  pofitive,  & l’autre  négative. 
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Dans  le  troifiéme  degrc,  il  n’y  en  peut  avoir  que  de  quatrd 
fortes}  car  ou  bien , i°,  les  trois  racines  feront  pofitives  ; ou , 
a0,  négatives;  ou , 30,  deux  poûtivcs,  & une  négative;  ou,  4% 
deux  négatives , & une  pofitive. 

En  general , dans  chaque  degré  il  peut  y avoir  autant  de 
formules,  & une  de  plus,  qu’il  y a de  racines  dans  les  équa- 
tions de  ce  degré  ; fçavoir  cinq  formules  dans  le  quatrième  de- 
gré , fix  formules  dans  le  cinquième  , lèpt  formules  dans  le  fi- 
xiéme,  &c. 

En  voici  la  démonftration  pour  le  fixiéme  degré , qui  fervi- 
ra  pour  tous  le  autres. 


RAC1NÇS. 


* eon  ~h 


•4- / -4-  • 

* 

//  faut  voir  dam  la  Table  toutes  les  formules  differentes  de  cha- 
que degré , juf qu'au  quatrième  degré . Il  faut  les  former  foi-memet 
& fe  les  rendre  familières , pour  bien  concevoir  ce  qui  fuit , & on 
peut  continuer  la  7* able  tant  qu'on  voudra . 


Table  des  formules  des  équations  compofées. 


Pour  le  fécond  degré. 

. 

Premiert  : 

Seconde , 

Trùjlime . 

x — x~o.  xx  — 4 = 0. 

|xi4<*  = 0.  Xx«4-4  = o.| 

x— x = o.  xx-¥>t  — 0: 

xx- — xx  — 0. 

xx  — xx  — *4  = o. 

— *x. 

«+*4x. 

Pour  le  troificme  degrc. 


Première. 

x — x—o.  Xx  — 4 = 0.  Xx— f = o. 


Seconde  .' 

x+-x  = o.  xx>4«}=o.Xx»4t  — p: 


x'  — xxxt+xxbx  — abc  1=0. 

x'  r+*  xxx  xbx  abc  =0. 

— 4xx«+**rx. 

^r>bxx  -b-xcx 

— exx  t-H  bcx. 

| et *cxxtdr*bcx. 

TrêèJUmt . 

Quatrième .' 

X‘ — * = o.  Xx—b  — o.  X x*b*c  = 0. 

x—  «=o.Xx>+*4  = o.  X x »+*  f =r  o 

x 1 — «xx  -4-  xbx  ►+<  xbc  — o. 

1 X * — XXX  — xbx  — xbc  = O, 

— bxx—-xcx 

p+*ix.v  — XCX 

o**exce<—bcx. 

***cxxw**bcx, 

fl 

Pour 
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Pour  le  quatrième  degré. 


Premier  i.  Secendt. 


«*—4=0.  Xx— 4=o.  X x — c—o.  X*— A=o. 

Xfttu—o.  x*t+*£=o.  x x*4*f=o:  Xx*¥d—o 

x*—ax'  -4-  abxx  « — mbcx  -4-  Abcd=», 

**•4-4* 1 -4-  xbxx  -4-  abex  >4-  abcdz=.  o. 

1 — ix‘  -4-  acxx  ■ — xbdx 

-4-4  «4<4c  *4«4  bd 

— ex'  rb*bcxx  —4 cdx 

•4 *c  *4 »bc  4—  ai  d 

t—dx‘  *b»*dxx  — t beix 

p4 *d  *4*  ad  bed 

«4 *Uxx 

+*bd 

4-  edxx. 

+*td. 

Tril/ltMl, 

ÿuAtritmel 

*—4=o.  X t=o.  X*— *=o;  x*»>W=  ». 

x — 4=0.  Xx-4-4=o.  Xx4«=».  X x-4-J=o. 

jt  * — «X  ‘ -4“ »bxx  — »icx  — 4 bfd—0. 

**— MX1— xbxx— mbex  —A  bcd~o. 

< — b tb*ac  tdpabd 

»4 ‘b  —ac  —abd 

— c rb“bc  *4»  aed 

*4-  bc  —Acd 

*b*d  —ad  rb'bcd 

•4 -i  — 4J  tbabcd. 

— bd 

Pb’bd 

*~-cd. 

t+ted. 

Cînquitmi  i 

*— *4=0.  X X 4=0.  Xx*W=o- 

" ••  x'-ax'  *b*»bxx  •b*Abcx*b‘Abcd  — o. 

• — b —*MC  »4-  xbd 
■4 «f  — 4e  — 4t<< 

i —*bcd 

—bd 

H*cd, 

5*.  Le  coëficient  du  fécond  terme  d'une  équation  compo» 
fée,  contient  la  fomme  de  toutes  les  racines , fans  être  multi- 
pliées  les  unes  par  les  autres . 

Le  coëficient  du  troifiéme  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines  , multipliées  deux  à deux  autant  de  fois 
quelles  le  peuvent  être  , pour  faire  des  produits  differents . 

Le  coëficient  du  quatrième  terme  contient  les  produits  de 
toutes  les  racines,  multipliées  trois  à trois  autant  de  fois  qu'el- 
les le  peuvent  être,  pour  faire  des  produits  differents. 

Le  coëficient  du  cinquième  terme  contient  tous  les  pro- 
duits des  racines , multipliées  quatre  à quatre  3 & ainfi  de 
fuite  jufqu’au  dernier  terme  tout  connu , qui  contient  tou- 
jours le  feul  produit  de  toutes  les  racines. 

Cela  eft  évident  par  la  formation  des  formules  de  la  Table. 

6°.  Dans  les  termes  pairs,  fçavoir  le  fécond , le  quatrième , 
lefixiéme,  &c.  les  racines  font  une  à une  dans  le  fécond, 
& multipliées  en  nombre  impair  dans  les  autres , fçavoir , 


X 
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trois  à trois  dans  le  quatrième  terme  , cinq  à cinq  dans  le  A- 
xiéme,  &c. 

Dans  les  termes  impairs , c’eft  à dire  dans  le  troiAéme  , le 
cinquième  , &c.  les  racines  font  multipliées  les  unes  par  les 
autres  en  nombre  pair  ; fçavoir , deux  à deux  dans  le  troiAé- 
me , quatre  à quatre  dans  le  cinquième  , &c. 

7°.  Si  toutes  les  racines  font  négatives,  tous  les  termes  de 
l’équation  compolee  font  poAtifs,  c’eft  à dire,  ils  ont  tous  le 
ligne  •+•;  car  tous  les  termes  des  équations  Amples  ayant  le 
ligne  ■+• , tous  les  produits  qui  en  font  formés  ne  peuvent 
avoir  que  le  Agne  -h. 

8°.  Si  toutes  les  racines  font  pofitives  , tous  les  termes  ont  • 
alternativement  -4-  & — , car  le  premier  terme  a toujours  •+- 
par  la  fuppoAtion  s le  fécond  terme  ne  contient  que  la  fotn- 
me  des  racines  qui  ont  toutes  le  ligne  — , dans  les  équations 
Amples;  ainfi  le  fécond  terme  a le  Agne  — : pour  les  autres 
termes,  tous  les  pairs  ayant  pour  leur  coëficient  les  produits 
des  racines  en  nombre  impair , ils  ont  neceflàirement  le  A- 
gne  — i & tous  les  impairs  ayant  pour  leur  coëflcient  les 
produits  des  racines  en  nombre  pair  , ils  ont  neceflàirement 
le  Agne  par  confequent  les  Agnes  -+-  & — fe  fui  vent  al- 
ternativement, lorfque  toutes  les  racines  font  poAtives;  ainfl  , 
quand  dans  une  équation  compofée  les  Agnes  font  alternati- 
vement ■+■  & — , toutes  les  racines  font  poAtives. 

9°.  D’où  il  fuit  que  A tous  les  termes  nont  pas  le  Agne-»-, 
ôc  A les  & — ne  le  fui  vent  pas  alternativement  , il  y a 
neceflàirement  des  racines  poAtives  & des  racines  négatives 
dans  l’équation. 

Ces  Corollaires  étant  démontrés,  il  y a contradiction  dans 
le  Problème , c’eft  a dire  il  y a des  racines  imaginaires  dans 
J’équation  du  Problème  , quand  ils  ne  fe  trouvent  pas  véri- 
tables; ce  qu'on  doitaufli  entendre  des  Corollaires  fuivans. 

io°.  Lorlqu’il  manque  quelque  terme  dans  l’équation  , il 
eft  necelTairc  qu’il  y ait  des  racines  poAtives  & négatives , 
puifqu’un  terme  ne  peut  être  détruit  que  par  les  Agnes  con- 
traires -+•  & — des  produits  dont  ce  terme  eft  compofé  : & 
ces  produits  ne  peuvent  avoir  des  Agnes  contraires , qu’il  n’y 
ait  des  racines  poAtives  & négatives.  AinA  l’on  a ces  deux 
marques  pour  connoître  qu’il  y a dans  une  équation  des  ra- 
cines poAtives  & des  négatives  s x°.  Lorfque  la  fuite  altcr- 
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native  des  *4»  & des  — eft  interrompue  dans  lestermes  dune 
équation  où  tous  les  termes  ne  font  pas  pofitifs  ; 2°.  Lorfqu’il 
manque  quelque  terme  dans  une  équation  . 

1 1°.  Le  fécond  terme  d’une  équation  contenant  la  fomme 
des  racines  ; fi  la  fomme  des  pofitives  eft  égale  à celle  des  né- 
gatives , il  fera  détruit  par  des  lignes  contraires . 

Si  la  fomme  des  pofitives  furpafle  celle  des  négatives , le  fé- 
cond terme  aura  — ; & il  aura  «4-  fi  la  fomme  des  négatives 
furpafle  celle  des  pofitives  - 

Âinfi  quand  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation , 
on  eft  aflùré  que  les  racines  pofitives  font  égales  à la  fomme 
des  négatives. 

12°.  Si  le  fécond  terme  manque  dans  une  équation  du  troi- 
fiéme  & du  quatrième  degré,  le  troifiéme  terme  a toujours  le 
ligne—. 


Le  fécond  terme  étant 
détruit,  il  faut  qu'il  y ait 
dans  l’équation  deux  raci- 
nes pofitives,  & une  néga- 
tive, & que  la  négative 
foit  égale  aux  deux  pofiti- 
vess  ou  qu’il  y ait  deux  ra- 
cines négatives,  & une  po- 
fitive  qui  foit  égale  aux 
deux  négatives!  ainfi  les  é- 
quations  du  troifiéme  de- 


Démonflration  pour  le  troifiéme  degré , 


x — a — o.  XX  — b— o.  xar«+-e  = o. 

x1  - — axx  -4-  abx  abc  = o. 
— bxx  • — acx. 

-4-  exx  — bcx. 

y *4» 4 = 0. x x+‘b=o.*X  — C— a. 

x 1 ■+•  axx  -4-  abx  — abc  = o. 
•4-  bxx  — acx 
— Cxx  — bcx. 

i-j ~ « — 

gré  où  manque  le  fécond  terme , font  exprimées  par  ces  deux 
formules,  où  c ==  a -4-  b . 

Donc  dans  le  troifiéme  terme,  le  produit  — ac  fiirpaffe  le  pro- 
duit -4-  ab , par  confequent  le  troifiéme  terme  a le  ligne  — 
Démon/l  rat  ion  pour  le  quatrième  degré.. 

Les  équations  du  qua- 
trième degré  où  le  fécond 
terme  eft  détruit,  ayant 
des  racines  pofitives  & 
négatives  -,  & les  pofiti- 
ves étant  égales  aux  né- 
gatives, elles  font  toutes 
exprimées  par  ces  trois, 
formules .. 


Il  II 

SI  v, 

1 1 
H X 

X 

o.  x x — b= o. 
o.  x x -k-d=o. 

x 4 — ax^Orabxx — a bcx — abc </= Q . 

— b ac 

o^abd 

— c -4-bc 

a^acd 

■4 ~d  — ad 

H rbcd 

—bd 

, J 

— cd. 

I ij 
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xJra~=-  O.  Xxm+mb  = O.  I x *4*4 O.  X Af  •+*  b O. 

X #-*-c:=o.  xx — à— o. X x — c = o.  xjf — d=o- 


x+m*mdx,*mabxxm*mabcx — abcd=x> 
•>rb  -trac  — abd 
■4*  c «4*  bc  — acd 
— d — ad  ■ — bcd 


x^-^ax'+abxx — abcx*rab(d—0. 
-4-é  — ac  — abd 
— c — ad  *+"  ad 
d — bc  bcd 


—bd 
— cd 


— bd 

■4-  cd. 


Dans  les  deux  premières  d = a *4»  b c > par  confequent 
dans  le  troifiéme  terme  — ad  furpaflè  -4-  ab  ; — cd  furpaflè 
h-  ac , & _ bd  furpaflè  -4-  bc  ; ainfi  les  produits  négatifs  fur- 
paflènt  les  pofitifs  dans  le  troifiéme  terme. 

Dans  la  derniere  c-*-d=  a -4-  b, (oh  m = c- 4-  d=  d + b; 
donc  mm  = ac  ad  bc  bd,  mm  eft  aufli =aa  -4-  2 ab  -4-  bbi 
mmth  encore  = cc  -4-  icd  -4-  dd  > donc  — abtëC 

vl? üj-di  = cd\  donc  mm—  =ab+-cd,  donc 

mm  furpaflè  ab  -4-  cd,  donc  — ac  — ad — bc  bd=  mm 

furpaflè  -4-  al?  -4-  edi  donc  dans  la  derniere  formule  , les  pro- 
duits négatifs  du  troifiéme  terme  furpaflent  les  pofirifs. 

13“.  D’où  il  fuit  que  quand  le  fécond  terme  manque  dans 
line  équation  du  troifiéme  & du  quatrième  degre  > fi  le  troî- 
üérne  terme  a le figne  4*t  il  y s neceflaircment  des  racines 
imaginaires  dans  l’équation. 

14°.  Les  racines  imaginaires  font  toujours  en  nombre  pair 
dans  une  équation  compofée  , où  1 on  fuppofè  qu  il  n y a pas 
dmcommenfurablesi  c’eft  à dire  il  y en  a deux  x ou  quatre  > 
eu  fix  , &C. 

Demonjtration. 

S’  I L y a des  imaginaires  dans  une  équation  , il  faut  que  fe 
produit  des  unes  par  les  autres  les  rende  réelles  , pour  faire 
difparoître  leur  figne  radical  v'  — , dans  le  dernier  terme  r 
mais  le  produit  des  imaginaires  ne  fçauroit  faire  difparoître 
leur  figne  — , qu’elles  ne  foient  multipliées  en  nombre 
pair  ; car,  par  exemple,  -4-  v/  — a multipliée  par  — 
donne  le  produit  réel  a:  mais  s il  y en  avoit  une  troifiéme^ 

. — y'  — a,  le  produit  feroit  — a v/  — a.  Les  racines  imagi- 
naires ne  fçauroient  donc  être  qu'ea  nombre  pair  dans  une 
équation  - 
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Ainfi  s’il  y a des  racines  imaginaires  dans  une  équation  du 
fécond  degré,  elles  le  font  toutes  deux:  S’il  y en  a dans  le 
troifiéme  degré , il  y a toujours  une  racine  réelle,  &c. 

1 5°.  Les  produits  réels  tous  connus,  qui  naiflent  de  la  mul- 
tiplication de  feules  imaginaires,  ont  toujours  le  lignes. 

DEMONSTRATION. 

[.ES  imaginaires  étant  toujours  en  nombre  pair  , on  peut 
coTfiderer  à part  les  équations  du  fécond  degré  formées  par  les 
imaginaires  prifes  deux  à deux . # 

Mais  afin  que  deux  racines  imagi-  x — a +‘is~—aam—o. 
naires  difparoiffent  dans  le  fécond  x — a — v'~—aa  = o. 

terme , comme  on  le  fuppofe , il  faut  

que  l’une  ait  l’autre — ,&que  xx — 2*x  *riaa=o. 

les  parties  réelles  — a , — a ayent 

le  même  ligne  -h , ou  le  même  ligne — ; & le  produit  réel 
de  1 /T—aa  par  — \S  — aà , elt-e  aai  par  conféquent  les 

produits  réels  tous  connus , qui  naifiènt  de  la  multiplication 
des  imaginaires,  ont  toujurs  -♦*. 

D’où  il  fuit,  le  figne  ■+■  n’apportant  aucun  changement 
dans  les  multiplications,  que  s’il  y a des  racines  imaginaires 
avec  des  racines  réelles  dans  une  équation  compofée,  les  réel- 
les y conferveront  toujours  leur  figne  dans  le  dernier  terme  ; 
c’eft  a dire  , les  imaginaires  ne  feront  pas  de  changement  dans 
le  figne  du  produit  des  réelles  du  dernier  terme. 

160.  Le  dernier  terme  d’une  équation  , étant  le  produit  de 
toutes  les  racines,  Iorlque  le  nombre  des  racines  pofitives  eft 
pair,  il  a toujours  le  figne  -*•  ; lorfqu'il  eft. impair  , il  a le  li- 
gne — ; & lorfqu'il  a le  figne  — , il  y a neceffaitement  quel- 
que racine  réelle  dans  l’équation  ; car  le  produit  des  imaginai- 
res donne  toujours  le  figne  -t». 


THEOREME  III. 

3 °*  S * l’on  change  tous  les  lignes  'des  termes  pairs  d’une  équa- 
tion compofée,  c’eft  à dire  du  zr,  4’>  6*,  &c.  fans  toucher 
aux  lignes  des  termes  impairs,  c’eft  à dire  du  j*,  y*,  &c.tou- 
t es  les  racines  pofitives  de  l’équation  compofée  feront  changées 
en  négatives,  & toutes  les  négatives  eu  pofitives- . 


K1-«- 


■Æ* 


2 «A 


2^ 


— c**~  ~~ 

Digitized  by  Google 


P I 


Analyse  demontre'e. 


7°- 


Avertissement. 

T i e fécond  terme  contient  la  fomme  des  racines  ; les  po- 
fitives y ont  le  ligne — , & les  négatives  le  ligne -^ } ainfl 
en  <hangeant  dans  le  fécond  terme  les  en  — , & les  — • 
en  , il  eft  évident  que  les  pofitives  feront  changées  en  né- 
gatives, & les  négatives  en  pofitives. 

a0.  Chacun  des  termes  pairs  contient  les  produits  des  ra- 
cines multipliées  les  unes  par  les  autres  en  nombre  impair; 
ceux  qui  ont  font  neceflai rement  formés  ou  par  un  nom- 
bre impair  de  racines  qui  ont  chacune  •+■ , ou  bien  par  un 
nombre  pair  de  racines  qui  ont  — , & un  nombre  impair 
de  racines  qui  ont  -4-  ; ceux  qui  ont  — font  neceflairement 
'formés  par  un  nombre  impair  de  racines  qui  ont  chacune  — % 
ou  par  un  nombre  pair  déracinés  qui  ont  h-,  & un  impair 
de  racines  qui  ont  — ; donc  fi  l’on  change  les  lignes  des 
multiplicateurs , c’eft  à dite  les  racines  politises  en  négati- 
ves , & les  négatives  en  pofitives , on  changera  neceflai  re- 
nient les  lignes  des  termes  pairs  ; ainfi  en  changeant  les 
lignes  des  termes  pairs , on  change  les  lignes  des  racines , 
e’eft  à dire  les  pofitives  en  négatives , &.  les  négatives  en  po- 
fitives . 

3°.  Au  contraire,  les  termes  impairs  contiennent  les  pro- 
duits des  racines  multipliées  en  nombre  pair. 

Ainfi  ceux  qui  ont  h-,  font  neceflai  renient  formés  ou  feu- 
lement u’un  nombre  pair  de  pofitives , ou  feulement  d’un  nom- 
bre pair  de  négatives  , ou  bien  d’un  nombre  pair  de  pofitives 
& d’un  nombre  pair  de  négatives . 

Ceux  qui  ont  — font  neceffairement  formés  d’un  nombre 
impair  de  pofitives , & d’un  nombre  impair  de  négatives;  par 
conlequent  fi  on  change  les  lignes  des  multiplicateurs , c eft  à 
dire  des  racines  pofitives  &.  négatives  , on  aura  des  produits 
qui  auront  dans  les  termes  impairs  les  mêmes  lignes  qu’ils 
* M avoienc  , ainfi  les  termes  impairs  ne  changent  point  de  lignes 
* K — ni»  en  changeant  les  racines  pofitives  en  négatives , & les  négati- 
•*  i:-  ves  en  pofitives:  Il  eft  donc  évident  qu’en  changeant  les  li- 

* - ••  * gnes.  des  termes  pairs fans  toucher  aux  lignes  des  termes 
- ■ , _ r j,  impairs , on  change  toutes  les  racines  pofitives  en  négatives  , 

■ j & les  négatives  en  pofitives. 


K> 


•-  s .» 


.-  S _*•  '■  ’J  I a - 

' *'*■  * — 


Digitized  by  Google 


Livre  III. 


"i 


7i 


Cor  ollaire. 


Dans  cette  formule  du  troifiéme  degré  x1  — px  -4-9  = 0, 
Où  il  y a des  racines  pofitives  & négatives , putfque  le  fécond 
ternie  eft  évanoui  , & où  il  faut  qu'il  y ait  deux  racines  pofi- 
tives, & une  négative,  puifque  le  dernier  terme^alefigne-4-; 
fi  l’on  change  le  feul  figne  du  dernier  terme,  la  formule  x* 
— px  — <J=o,  contiendra  les  mêmes  racines  que  la  précé- 
dente, mais  les  deux  pofitives  feront  changées  en  négati- 
ves , & la  négative  en  poûtive  : car  les  lignes  des  termes  pairs 
ont  été  changés . 


x — t 

*X  « 

A-»- 

t î , n w1  ”**1 

— —y 


S* 


THEOREME  IV. 

3 1 • Si  l’on  fubftitue  dans  une  équation  compofée  l’une  de  les  ra-  * 
cines , laquelle  on  voudra,  avec  lès  puiflànces,  à la  place  de  l’in- 
connue & de  fes  puiflànces  , en  donnant  le  figne  à la  racine 
pofitive  qu’on  fubftitue,  & le  figne  — à la  racine  négative 
qu’on  fubftitue , tous  les  produits  de  tous  les  termes  de  l’équa- 
tion le  détruiront  après  la  fubftitution  ; c’cft  à dire  qu’il  s’eo 
trouvera  precifément  autant  avec  le  figne  -4-,  qu’il  y en  aura 
avec  le  figne  — , qui  foront  égaux  les  uns  aux  autres. 

Pour  démontrer  ce  Theorême , on  fera  voir,  i°,  qu’aprés 
la  fubftitution  d'une  racine  dans  l’équation , le  premier  terme, 
ou  le  premier  produit , a un  produit  dans  le  fécond  terme, qui 
eft  precifément  le  même}  que  les  autres  produits  du  fécond 
terme  en  ont  tout  autant  d'égaux  dans  le  troifiéme  terme  ; que 
les  autres  produits  du  troifiéme  terme  en  ont  un  égal  nombre 
d’égaux  dans  le  quatrième}  & ainfi  de  fuite  jufqu’au  dernier 
terme,  qui  en  a un  dans  le  pénultième  qui  lui  eft  égal . 20.  Que 
ces  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  feiuivent,  ont  des 
lignes  contraires}  d’où  il  fuivra  qu’ils  fe  détruifent. 

. On  prendra  une  for-  x — a = o.  x x — b=>o.  . 
mule  du  4'  degré , afin  x x — c = o.  x * — d = o. 
que  la  demonftration  x+ — ■axi’*mabxx  — abex^  abçd = o- 

foit  plus  facile  , étant  b +.ac  — abd 

appliquée  à un  exem-  c aCd 

pic»  — d *rlc  — bed 

•‘rbd  ; 

^•cd. 
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72  Analyse  Démontré' e. 
En  fulflituant  à ld  place  de  H-  x , 


on  trouve 


Démonstration. 


‘ > jr. 

Æ m ,* 

— ba*  ■+■  btf 

r s A 

•*  . 

— ca * «4-  ca? 

- * -4- 

— da,^mda* 

v * 4 f 

■h  bcaa  — bcaa 

* 

■4-  bdaa  — bdaa 

"*  •*>  ».  ■*-  *" 

•‘fcdaa — edaa 

- <•  «...  \ 

— beda  Or 

aÀ  s h c \ 

‘ ^ 4 .»  ^ 

tuée  à la  place  de  x* , 

‘•En  fubftituant 


-4*d 


premier  terme 
, on  trouve  -*-4*: 
dans  le  fécond 


V4  A 


1 

dans  le 

*4-  x1 

Mais 

terme  , chaque  racine 
eft  multipliée  par  x*  ; 
beda— o.  ainfi  a étant  multipliée 
par  a’,  qu’on  a fubfti* 
il  y aura  dans  le  fécond  terme  un 
feul  produit  a*  égal  à celui  du  premier  terme. 

Les  autres  produits  du  fécond  terme — bx* , — cx} , — dx’i 
font  les  trois  autres  racines  multipliées  par  <4-  ainG  après 
la  fubftitution,  l’on  aura  les  trois  autres  racines  multipliées 
par  M*  a' y fçavoir  ba\  ca1 , da?\  mais  le  troifiéme  terme  con- 
tient les  produits  des  racines  deux  à deux;  ainG  il  y a trois 
produits  où  a eft  multipliée  par  les  trois  autres  racines  btcfdt 
qui  font  abxx , aexx , adxx  : 

La  fubftitution  mettant  dans  ces  produits  aat  au  lieu 
de  •+•  xx , il  y aura  trois  produits  dans  le  troiftéme  terme  des 
trois  autres  racines  multipliées  par  -*•  a 5 , qui  font  ba * , c a? , da? . 

Les  autres  produits  bcxx,  bdxx,  cdxx,  qui  reftent  dans  le 
troiGéme  terme  , font  les  produits  des  trois  autres  racines 
b y c y d prifes  deux  à deux  par  xx\  & après  la  fubftitution  ils 
deviennent  bcaa , bdaa,  edaa : mais  le  quatrième  terme  con- 
tient les  produits  de  toutes  les  racines  prifes  trois  à trois; 
ainG  il  y a trois  produits  abex , abdx , acdx  , où  <*eft  multi- 

fîliée  par  les  trois  autres  prifes  deux  à deux  . C’eft  pourquoi 
a fubftitution  mettant  dans  ces  produits  a au  lieu  de  * , il 
y aura  dans  le  quatrième  terme  trois  produits  des  trois  raci- 
nes , b , c } d prifes  deux  à deux  par  aat  qui  font  bcaa , bdaat 
edaa. 

Il  refte  dans  le  quatrième  terme  après  la  fubftitution  un 
produit  de  a par  les  trois  autres  racines,  qui  eft  beda]  mais 
il  eft  évident  que  le  dernier  terme  abcd , eft  le  même  produit 
20.  Il  refte  à démontrer  que  les  produits  égaux  de  deux 
termes  qui  fe  fuivent,  ont  des  Ggnes  oppofés. 

Quand  la  racine  eft  pofttive , elle  a le  Ggne  — dans  l'équa- 
tion. 
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tion,  & en  la  fubftituant,  on  lui  donne  le  ligne  -H  : C’eft  le 
contraire  quand  elle  eft  négative  . Ainfi  quand  on  fubftitue 
une  racine  à la  place  de  T inconnue , on  lui  donne  un  ligne 
oppofé  à celui  qu'elle  a dans  l’équation . 

Il  faut  auffi  remarquer  que  le  multipliant  le  -hou  le — , 
ne  change  rien  dans  le  ligne  de  la  grandeur  multipliée  : au 
contraire  le  — change  toujours  le  ligne  de  la  grandeur  par 
laquelle  on  le  multiplie;  car  — par -H,donne — , & — par 
. — donne  -h. 

Il  fuit  de  là  qu’en  faifant  la  fubftitution  de  -H  a,  au  lieu  de 
H-*,  tous  les  produits  ne  changent  point  de  ligne»  mais  ceux 
qui  dans  l’équation  font  multipliés  par  la  racine  — a , ont  des 
lignes  contraires  à ceux  qu’ils  auroient  fans  cela  : Par  confo- 
quent  après  la  fubltitution , le  produit  a*  du  premier  terme, 
& celui  du  fécond  , qui  lui  eft  égal , fçavoir  — a*f  ont  des 
lignes  oppofés . 

Par  la  même  raifbn,  les  produits  qui  relient  dans  le  fécond 
terme  — la 1 — ca> — da't  & ceux  du  troiliéme  terme  qui 
leur  font  égaux , fçavoir  H-  ba} , -h  ca> , -h  da* , ont  des  lignes 
contraires.  Car  les  premiers  font  laits  de  d par  les  racines 
— b,  — c , — dy  différentes  de  a;  & ceux  du  troiliéme  terme 
qui  leur  lônt  égaux , lont  formés  par  les  produits  des  mêmes 
racines  — b,  — c>  — d,  multipliées  par — a , & enfuite  par 
•H  a?:  or  — a change  leur  ligne  en  les  multipliant. 

11  eft  évident  que  le  même  railonnement  s’étend  à tous  les 
autres  produits  égaux  dans  deux  termes  qui  fe  fuivent. 

Par  confequent  tous  les  produits  de  tous  les  termes  d’une 
équation  , font  détruits  par  la  fubftitution  d’une  des  racines; 
car  ce  que  l’on  a dit  de  la  première , convient  évidemment  à 
chacune  des  autres. 

C OROLLAIRES; 

3X-  1 ‘ T i’NCONNüe d’une  équation compofeereprefente éga- 
lement chacune  des  racines  de  l’équation  ; car  en  fubftituant 
fucceflivement  chacune  des  racines  à la  place  de  l’inconnue, 
tous  les  produits  lé  détruiront  toujours. 

• C’eft  la  raifon  pourquoi  on  forme  les  équations  par  la 
multiplication  des  équations  fimples , dont  le  fécond  membre 
eft  zéro , & non  pas  par  la  multiplication  des  équations  fitn- 
pies , dont  le  premier  membre  aurait  l’inconnue , & le  fécond 

K . 
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membre  fa  racine;  car  en  les  formant  de  cette  fécondé  manié- 
ré, l’inconnue  ne  rcprcfenteroit  pas  dans  l’équation  chacune  des 
racines,  comme  elle  les  reprefente  en  formant  1 équation  de  la 
première  maniéré. 

2°.  Chaque  racine  eft  la  valeur  de  l’inconnue  dans  une  équa- 
tion compofée,  aufli-bien  que  dans  les  équations  Amples. 

3°.  Les  valeurs  de  l’inconnue  dans  une  équation  compofée , 
&les  racines  de  l’éguation  compofée  étant  la  même  chofe , 
l'inconnue  d’une  équation  compofée  a autant  de  valeurs  que 
l’équation  a de  degrés.  Ainfi  dans  une  équation  du  fécond  de- 
gré , l'inconnue  a deux  valeurs  : elle  en  a trois  dans  une  équa- 
tion  du  troifiéme  degré . Zc  ainfi  des  autres. 

33.  4*.  L’on  a deux  moyens  pour  reconnoître  quand  une  gran- 

deur eft  la  valeur  de  l'inconnue  , ou  une  racine  de  l’équation  : 
Le  premier  : lorfqu’en  diviûnt  l’équation  compofée  par  une 
équation  Ample,  qui  a la  même  inconnue  linéaire  moins 
cette  grandeur , quand  elle  eft  une  valeur  poAtive , & plus 
cette  grandeur , quand  elle  eft  une  valeur  négative  la  dm- 
Aon  eft  exa&c,  c’eft  à dire  fans  refte  . Le  fécond,  lorfqu’en 
fubftituant  cette  grandeur , à la  place  de  l’inconnue , dans 
l’équation,  avec  le  Agoe  -*■  lorfqu’elle  eft  poAtive,  avec  le 
Agne  — lorfqu’elle  eft  négative , tous  les  produits  de  l’équa- 
tion fe  détruifent  par  des  Agnes  contraires , c’eft  à dire  font 
égaux  à zerp. 

THEOREME  V. 

3 4,  o R s QU  E dans  une  équation  compofée  le  premier  terme 
n’a  pas  d’autre  ccëficicnt  que  l'unité,  & qu’il  n’y  a ni  frac- 
tions , ni  incommenfurables  , aucune  des  racines  réelles  de 
l’équation  n’cft  une  fra&ion. 

Démonstration. 

S I quelqu’une  des  racines  réelles  était  une  fraélion  , quel- 
qu’une  ,des  équations  Amples  par  la  multiplication  defquel- 
les  l’équation  compofée  eft  formée , auroit  pour  fa  racine 
une  fraélion.  Or  s’il  y en  avoit  quelqu’une , l’équation  com- 
pofée en  auroit  aufü;  & pour  locer,  il  auroit  falu  multiplier 
tous  les  termes  de  l’quation  par  le  dénominateur  de  cette 
fraélion,  ce  qui  auroit  donné  neceflaircment  un  coëficent  au 
premier  terme  , different  de  l'unité,  contre  la  fuppoAtion. 
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Démonjlration  particulière  pour  les  équations  numériques . 

Si  une  fradion  pouvoit  être  la  racine  d’une  équation  numé- 
rique , dont  le  premier  terme  n'a  pas  d’autre  coëficient  que 
l’unité  , & oïl  if  n’y  a ni  fractions  , ni  incommenfûrables , il 
eft  certain  par  le  quatrième  Theoréme  , que  cette  fradion  & 
fes  puiffances  étant  fubftituées  à la  place.de  l’inconnue  & de 
fes  puiffances , tous  les  termes  de  l’équation  fe  détruiraient 
apres  la  fubftitution . 

Pour  rendre  la  démonrtration  plus  claire  & plus  generale, 
on  fuppofera  une  équation  du  troifiéme  degré  *J — nxx  ■+■  px 

— q ;=  o , où.  les  coëficients  » > p , q,  reprefentent  des  nom- 
bres > & on  fuppofera  que  la  fraction  à fubftituer  eft  repre- 
fentêe  par  fc , qui  étant  réduite  aux  moindres  termes , eft  £ . V* 
Qu’on  fubftitue  la  fraCtion  g à la  place  de  l’inconnue , on  au-  — 
ra^  — œr  * -*-  £ P — £ = o , & par  tranfpofition  ^ 

= v 

. • Réduisant  les  fradians  à I’expofant , l’on  aura  a — ^ » X%- 

— f P 

Multipliant  chaque  membre  par  Ih  , on  aura  = aan 

— abp  -4«  bbq. 

Il  eft  certain  que  le  fécond  membre  de  cette  égalité  eft  un 
ttombre  entier;  ainfi  la  fradion  j eft  égale  à un  nombre  entier. 

Mais  par  ce  qui  eft  démontré  dans  les  proportions , la  fra- 
ction | étant  fuppofée  dans  les  moindres  termes , le  numéra- 
teur a 1 de  la  fraétion  , n’a  aucun  divifeur  commun  avec  le 
dénominateur  b s ainfi  la  fraétion  ~ eft  dans  les  moindres  ter- 
mes , & ne  fçauroit  être  égale  à un  nombre  entier. 

Par  confequent  en  fuppofânt  qu’une  fradion  peut  être  la  ra- 
cine d’une  équarion  , dont  le  premier  terme  n’a  que  l'unité  pour 
coëficient,  & qui  n’a  ni  frayions,  ni  incommenfurables,  cela  con- 
duit à cette  abfurdité,  qu’une  fradion  réduife aux  moindres  ter*  . 
mes,  peut  être  égale  à un  nombre  entier:  Une  fe  peut  donc  pas 
faire,  qu’une  fradion  lôit  la  racine  d’une  telle  équation . 

Corollaire. 

^•Lorsqu'une  équation  compofée  n’â  ni  fradions  , ni 
incommenlurables  , que  fon  premier  terme  n’a  que  l’unité 

K ij 
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pour  coêficient,-  & que  fes  racines  font  réelles;  fi  des  grandeurs 
entières  ne  font  pis  fes  racines,  fes  racines  font  incommenfura- 
bles. 

Car  fes  racines  réelles  ne  peuvent  être  que  des  grandeurs  en- 
tières, pu  des  fraélions,  ou  des  incommenfurables»  on  fuppofe 
qu’il  n’y  a pas  de  grandeurs  entières  qui  foient  les  racines  de  l’é- 
quation» on  vient  de  démontrer  qu’elles  ne  peuvent  être  des  frac- 
tions; par  fconfequent  il  faut  qu’elles  foient  incommenfurables . 


— 

- rf 


— «A  » 
-f  Z* 


R E M A R Q_U  E. 

lieu  de  fuppofor  dans,  les  équations  linéaires,  dont  une 
équation  compofée  eft  le  produit , l’inconnue  x pofitive;  fi  on 
la  fuppofe  négative  — x , comme  dans  cet  exemple  — x — a 
= o,  — x •+•  h = o,  l’on  aura  une  équation  compofée 
xx  ax  — ab  — o t dans  laquelle  les  racines  qui  etoient 
— bx, 

pofitives  danî  la  fuppofition  de  x , feront  négatives  , & 
les  négatives  feront  pofitives.  Car  pujftjue  — x — a = o. 
Ion  aura  x — — ai  puifque  — x b — ot  Ton  aura  x~ b f 

COROLLAIR  E. 

D oît  il  fuit  qu'en  changeant  dans  une  équation  compofée 
tous  les  lignes  des  termes,  où  la  puiffance  de  l’inconnue  eft 
impaire,  comme*,  *s,  &c.  -fans  toucher  aux  autres  > 
toutes  les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives,  & les 
négatives  en  pofitives. 


SECTION  Ht 

De  la  transformation  des  équations  tompofder. 

Définition. 

• 

Quand  on  change  une  équation  en  une  autre  du  même1 
degré,  qui  a une  incormue  differente  de  l’inconnue  de  la1 
première,  & dont  toutes  les  racines  ont  un  rapport  connu  avec 
les  racines  de  lapremiere,  ce  changement  s’appelle  transforma- 
tion  ; & la  fécondé  équation  s’appelle  la  transformée  de  la  pre- 
mière . 

Il  eft  évident  que  les  racines  de  1a  transformée  étant  con- 
nues , elles  feront  connoître  les  racines  de  l’équation  dont  elle 
eft  la  transformée. 
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PROBLEME  L 

Qui  contient  toutei  les  transformations 

jg,rplRANSFORMER  une  équation  propofée;  par  exemple, 
x! — nxx^-px  — q = o , ou  Ton  équivalente  xJ — axx  <+abx 

— bxx  •‘racx 

: — abc  = o.  — cxx  -t"  bcx, 

en  une  autre  équation  dont  les  racines  foient,  i° , celles  de  la 
propofée  , augmentées  chacune  d’une  grandeur  connue , telle 
qu’on  voudra,  comme  f;  2°,  ou  bien  diminuées  chacune  d’une 
grandeur  connue/;  30,  ou  bien  retranchées  elles-mêmes  cha- 
cune d'une  grandeur  connue  f;  4° , ou  bien  multipliées  chacu- 
ne par  une  grandeur  connue/;  50  , ou  bien  divifées  chacune 

Ear  une  grandeur  connue/;  6°,  ou  bien  de  maniéré  que  les  va- 
:urs  de  l’inconnue  de  la  transformée  foient  les  racines  ze‘,  3e1, 
&c.  ou  I<¥  pui/Tances  a*’ , 3” , &c.  des  racines  de  la  propofée  ; 
7°,ou  bien  de  manière  que  les  valeurs  de  l’inconnue  de  la  trans- 
formée foient  moyennes  proportionnelles  entre  une  grandeur 
connue  f,  & les  racines  de  la  propofée;  8° , ou  bien  de  maniéré 
que  les  racines  de  la  propofée  foient  les  quatrièmes  proportion- 
nelles aux  racines  de  la  transformée,  à une  grandeur  connue , 
& à l’unité  , ou  bien  à une  fécondé  grandeur  connue;  90,  ou 
bien  de  maniéré  que  les  racines  de  la  propofée  foient  égales 
aux  racines  de  la  transformée,  plus  ou  moins  une  grandeur 
connue,  divifée  ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transfor- 
mée , ou  par  quelque  multiple  de  ces  racines;  io0.,  ou  bien  en- 
fin de  maniéré  que  les  racines  de  la  transformée  ayent  avec 
celles  de  la  propofée  tel  rapport  qu’on  voudra , comme  celui 
de/ à g.  ( ’/j 

Méthode. 

> Il  faut  prendre  une  fécondé  inconnue^,  qui  reprefente  cha- 
que racine  de  la  transformée , & fe  lervir  de  l’inconnue  * , de 
la  propofée  , pour  en  marquer  chaque  racine,  & faire  une  é- 

3 nation  qui  exprime  le  rapport  qui  doit  être  entre  les  racines 
e h propofée  & celles  de  la  transformée . 

2°.  Il  faut  prendre  dans  cette  équation  la  valeur  de  l’incon- 
nue x de  la  propofée,  & fub/lituer  cette  valeur  & (es  pui/fan- 
ces  à la  place  de  l’inconnue  x & de  (es  puiflânees  dans  la  pro- 
pofêe . K iij 
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L’équation  qu’on  trouvera  étant  ordonnée  & abrégée  , fera 
la  transformée  qu’on  cherche. 

1.  Pour  augmenter  Us  racine t de  la  propof  Je  delà  grandeur  f. 

On  fuppofera  l’inconnue  y pour  exprimer  les  racines  de  la 
transformée  ; & fe  fervant  de  l’inconnue  x de  la  propofée , on 
fera  l’équation  x •+•  f=y , qui  exprime  que  la  racine  x de  la 
propofée  étant  augmentée  de  la  grandeur  connue / , eft  égale 
à la  racine  j de  la  transformée. 

On  prendra  dans  cette  équation  la  valeur  de  x , qui  eft 
x =y  — £ 

On  fubftituera  cette  valeur  & fes  puiffances  à la  place  de  x 
& de  fes  puiftànces  dans  la  propofée  x* — nxx  -*-/>#  — g — O. 
*’  —f—zfyy+iffy—P 
— nxx—  — nyy  *-2  nfy — nff 

*rpx  — *rpy  — pf 

—g  — — 9- 

f — ifyy  iîfy  — P—o. 

— nyy  +2"fy— »ff 
*-py  —rf 
— g- 

& l’on  trouvera  l’équation  transformée,  dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée,  augmentées  chacune  de  la  grandeur  f. 

Quand  on  aura  la  valeur  dey  dans  la  transformée , on  la 
fubftituera  dans  x=y-—f,  à la  place  de  > , & l’on  aura  la 
valeur  de  x de  la  propofée. 

Il  Pour  diminuer  les  racines  delà  propose  de  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  * — f = y , d’où  l’on  déduira x=y+-fi  on 
fubftituera /-4-/à  la  place  de  x , & les  puiftànces  de  y •*-/"& 
la  place  des  puiftànces  de  .r  , dans  la  propofée 
x»  =/»  -w  ifyy  •+•  3/»  *+r 
. — nxx=  — nyy  — 2 fny  — nff 

+-px  = ■ *-py  +pf 

—1  — _ ni — . 


yi  H-  tfyy  -*■  3 ffy  +P  — 0. 
— nyy  —2nfy—nff 

'*-py  ’+pf 

—g. 
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& Ton  trouvera  la  transformée,  dont  les  racines  font  celles  de 
la  propofée,  diminuées  chacune  -de  la  grandeur/. 

III.  Pour  trouver  la  transformée , dont  les  racines  y foient  telles 
de  la  propofée , retranchées  de  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  / — x=y\  d’où  Ton  déduira/ — y=x\  on 
fubflituera  / — y & (ês  puiffances,  à la  place  de  x & des  puif- 
fânees  de  x , dans  la  propofée 

=/»  —iffy+.tfyy—yi 
— nxx  — — nff-*  *»ly — nyy 
•+P*  =-+•// py 


X =' 

/-X 


f'  — 3 ffy  3 fyy  —f — o. 

— nff+infy—nyy 

-*■ pf—py 

— H- 


& l’on  trouvera  la  transformée,  dont  les  racines  font  celles  de 
la  propofée,  retranchées  chacune  de  la  grandeur/. 

IV.  Pour  trouver  la  transforme  , dont  les  racines  y foient  celles 

de  la  propofée , multipliées  par  la  grandeur  f. 

Qn  fuppofera  fx=y  , d'eù  l’on  déduira  x = yj  on  fuhfli- 
tuera  ’ & fes  puiffances  à la  place  de.x  & de  fes  puiffances  , 

dans  la  propofée;  & l’on  trouvera  -f, 9 = o. 

Utant  les  fra£tions,  on  aura  la  transformée/ — nfyy -4- pffy 
— f>q — o , dont  les  racines  font  celles  de  la  propofée , multi- 
pliées par  /. 

Abrégé  de  la  transformation  precedente. 

Pour  multiplier  les  racines  d’une  équation  par  une  gran- 
deur/,  il  faut  Amplement  changer  l’inconnue  x en  une  nou- 
velle inconnue^;  <Sc  fans  toucher  au  premier  terme , multi- 
plier le  fécond  par  la  grandeur/,  le  troifiéme  par  ff,  le  qua- 
trième par  /J;  & ainfi  de  fuite. 

V.  Pour  trouver  la  transformée , dont  les  racines  y foient  celles 

de  la  propofée  y divifées  par  la  grandeur  f. 

On  fuppofera  *f=y,  d’où  l’on  déduira  x—fy>  on  fubfti- 
tuera  fyécks  puiffances  à la  place  de  x & de  fes  puiffances 


9 

x — JL 
J- 


+.  *=  X 


A 

tf[ 

X 


Jé_ 


• V 

fj 
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d’ans  la  propofée;  & l’on  trouvera/5/ — nffyy^-pfy — q = o\ 

divifant  lequation  par  f1 , on  aura  la  transformée  / — -fl 

J/f- jr= o,  dont  les  racines  font  celles  de  la  propoféc 

divilées  par  /. 

Abrégé . 

Pour  divifer  les  racines  d’une  équation  par  une  grandeur  f, 
il  faut  Amplement  changer  l'inconnue  * en  y,  & fans  toucher 
au  premier  terme,  diviler  le  fécond  par/,  le  troifîéme  par//, 
le  quatrième  par  f>\  & ainfi  de  fuite. 

VI.  Pour  trouver  une  transformée , dans  laquelle  les  valeurs  de  y 
foient  les  racines  fécondés  / roifiémes  fit c des  racines  de  la  propofée. 

On  fuppofera  s^x=y,  ou  bien  J/x=y,  &c.  d’où  l’on  dé- 
duira x=yy,  ou  bien  *=/,  &c.  on  fubftituera/y,  ou  / & 
les  puifTances  de  yy  ou  de  / , à la  place  de  * & de  fes  puiffan- 
ces , dans  la  propolëe  ; & l'on  trouvera  la  transformée  / — ny* 
- 4-pyy  — ÿ = o}  ou  bien/  — nye+py> — q = o;  les  valeurs 
de  ^ dans  la  première , font  les  racines  quarrées  des  racines  de 
la  propofée  ; les  valeurs  dej>  dans  la  fécondé  , font  les  racines 
troifiémes  des  racines  de  la  propofée. 

Si  la  propofée  croit  x6 — nx*+-pxx — q= o,  ou  bien  x9 

— nx * px1  — q = o , en  fuppofant  pour  la  première  xx  —y, 
& pour  la  fécondé  x'=y  , l’on  trouverait  la  transformée  / 

— nyy ■+■ py  — q=  o,  dont  les  racines  feraient  les  quarrés  des 
valeurs  de  x dans  la  première  propofée,  & les  cubes  des  valeurs 
de  x dans  la  féconde . 

Vil.  Pour  trouver  une  transformée  dans  laquelle  les  valeurs  de 
l'inconnue  y foient  moyennes  proportionnelles  entre  une 
grandeur  connue  f,  & les  racines  de  la  propofée  . 

On  fuppofera  y ==  t^fx,  d’oh  l’on  déduira  yy=fx,  Sc  x 
; on  fubflituera  cette  valeur  de  x & fes  puifTances  à la 
place  de  x & de  fes  puifTances  dans  la  propofée  ; & l’on  trou- 
vera la  transformée  y*  — nfy*m+mpffyy  — qf  = o , dans  laquel- 
le les  valeurs  de  y font  moyennes  proportionnelles  entre / & 
les  racines  de  la  propofée  x 1 — nxx^px  — q-=. o. 

VIII.  Pour  trouver  une  transformée  de  maniéré  que  y . f ::  i.  x. 
On  fuppofera  x — l\  & par  fubftitution  on  trouvera  la 
transformée  /'  — nffy  ■+■  pfyy  — qy!  = o,  & par  tranfpoû- 

tion 
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tion  qf  — pfyy  nffy  — - f = o;  & divifant  le  tout  par 
y — tfi rïtflizL  — o,  fera  la  transformée  qu’on  cherche. 

IX.  Pour  trouver  la  transformée  de  x’  — pxx  — q = o,  qui 
foit  telle  que  les  racines  x de  la  proposée  foient  égales  à celles 
de  la  transformée  plus  ou  moins  une  grandeur  connue  divifée 
ou  multipliée  par  les  racines  de  la  transformée , ou  par  un 
multiple  de  ces  racines. 

Par  exemple,  pour  trouver  la  transformée  de*1 — px y¥_q 
= o,  qui  foit  telle  que  x = y •+*  £ , on  fubftituera  y £ , 
& fon  cube  à la  place  de  a?,  x}\ 

*’  =/  •+■  PI  -*■  rî  ■*“  i'-Jr 

— p*~  — py—  ’fj 

— fl  = +L  q. 

& l’on  trouvera  f * = o; 

multipliant  le  tout  par  y,  Ion  aura/1  •+*  4/  -h  ^ = o,  pour 
la  transformée  qu’on  cherche.  Cette  transformée  n’eft  que  du 
fécond  degré . 

Si  la  propofée  étoit  x1  -^px  ■+*  ÿ =o,  on  fuppoferoit  x =y 
— ^ & l’on  trouverait  la  transformée  / ^ qy'  — ti  =0. 

Remarque. 

VjETTE  derniere  transformation  fert  à réduire  toutes* les 
équations  du  troifiéme  degré,  qui  n’ont  point  de  fécond  ter- 
me, à une  transformée  du  fécond  degré. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  la  transformée 
on  fubftituera  cette  valeur  dans  l’équation  x = y + f & 

l’on  aura  la  valeur  de  x ; c’cft  à dire,  l’on  connoîtra  une  des 
racines  de  la  propofée . 

X.  Pour  trouver  une  tran formée  dont  les  racines  ayent  tel 
rapport  qu'on  voudra  avec  celles  de  la  propofée , 
par  exemple , celui  de  f à g. 

On  fuppofera  f.g  ::  y.  x,  d’où  l’on  déduira  x — } on 

fubftituera’  cette  valeur  & (es  puiftânees  à la  place  de  x & de 
fes  puiflances  dans  la  propofée  x* — nxx  ■+■  px  — q = o ; & 
l’on  trouvera  la  transformée  y — . -4-  ^ = o , 

qui  eft  celle  qu’on  cherchoit. 
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Dimonjlration  du  Problème. 

Pou  R démontrer  ce  Problème , il  ne  faut  faire  attention 
qu’aux  équations  fimples  dont  une  équation  compofée  eft  le 
produit. 

Soient  x — a — o.  x • — b — o , les  équations  fimples 
de  l’équation  compofée  xx  — *x  •+■  ab  = o , qu’on  veut 
transformer.  — bx. 

11  eft  évident  que  les  équations  fimples  de  la  transformée , 
dont  les  racines  feront  les  racines  de  la  propofée , augmentées 
de  /,  feront  y — f — a — o.  y — / — b = o\  car  la  pre- 
mière donne  y — a ■+•  /;  la  fécondé  donne  y = b -*-/. 

Les  équations  fimples  de  la  transformée , dont  les  racines 
feront  celles  de  la  propofée,  diminuées  de/,  feront  y-*-  f ■ — a 
= o.  y ■+•/  — b = o } car  la  première  donne  y — a — / ; 
la  féconde  donne  y = b — /.' 

Il  en  eft  de  même  des  autres  transformations. 

Il  eft  auffi  évident  qu’en  fubftituant/  — /,  ou  bien/  ■♦•/, 
au  lieu  de  x , dans  les  équations  fimples  de  la  propofée  x — a 
= o,  x — b = Oj  l’on  aura  après  la  fubftitution , les  équa- 
tions fimples  de  la  transformée/  — / — a = o , y — / — b 
= o , &c. 

Mais  il  eft  clair  qu’en  fubftituant  y — /,  par  exemple,  à 
la  place  de  x;  & le  quarré  de  y — /à  la  place  de  xx  , dans 
Véquation  xx  — ax  ab  = o , qui  eft  le  produit  des  fim- 
*.  — bx 

pies*  — a— o,  x — b = o,  l’on  a le  même  produit  qu’on 
aurait  en  multipliant  les  fimples  / — / — a = o,y — f — b 
= o,  dans  lefquelles  les  fimples  x — a — o,  * — / = o, 
ont  été  changées  par  la  fubftitution  de  / — /,  à la  place  de 
* : Et  ce  produit  eft  évidemment  l’équation  transformée. 
L’on  a donc  par  la  méthode  du  Problème , la  transformée 
qu’on  cherche. 

Corollaires , qui  fuiverst  des  trois  premières  transformations. 

I. 

11  foit  de  cette  démonftration , que  s'il  y avoit  .des  racines 
imaginaires  dans  une  équation  , elles  demeureraient  encore 
imaginaires  dans  fâ  transformée. 

II. 

5 7*  Quand  il  y a des  racines  pofitives  & négatives  dans  l’équa- 
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tion  qu'on  transforme  en  une  autre  , dont  les  racines  font 
celles  de  la  propofée , augmentées  d’une  grandeur  connue  /, 
en  fubftituant>  — /à  la  place  de  x ; il  eft  évident  qu’il  n’y  a 
que  les  racines  pofitives  qui  foient  augmentées  dans  la  trans- 
formée , & que  les  négatives  y font  diminuées  de  la  gran- 
deur/; car  ü les  équations  fimples  , dont  la  propofée  eft  le 
produit,  font  x — a = o,x  + b — o,cn  fubftituant y — / 
à la  place  de  x dans  ces  équatipns,  l’on  aura  j — / — a = o, 
y — /•+•&  = o,  qui  font  les  équations  fimples,  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit  > & il  eft  évident  que  y — f — a = o , 
donne  y — a *♦“/>  dans  laquelle  la  racine  pofitive  a eft  aug- 
mentée de/ ;&  que  j»  — / *-£  = 0,  donne  y = ■ — • &-♦-/, 
dans  laquelle  la  racine  négative  — bt  eft  diminuée  de  la  gran- 
deur /. 

D’où  il  fuit  que  fi  la  grandeur  f eft  égale  à une  des  racines 
négatives  , cette  racine  devient  égale  à zéro  > fon  produit  par 
toutes  les  autres , qui  fait  le  dernier  terme  de  la  transformée, 
devient  par  confequent  égal  à zéro  ; & la  transformée  peut 
s’abaiflèr  d’un  degré . 

Si  la  grandeur  / furpaflè  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée  , elles  deviennent  toutes  pofitives  dans  la  trans- 
formée  j & alors  la  transformée  ne  contenant  que  des  raci- 
nes pofitives , tous  fes  termes  ont  alternativement  les  lignes 
h-  & — . 

D’où  l’on  voit  que  fi  tous  les  termes  de  la  transformée  ont 
alternativement  «Sc  — , on  eft  alluré  que  la  grandeur  f 
furpaflè  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée;  & quand 
cette  alternative  eft  interrompue  , on  eft  aflùré  que  / ne 
furpaflè  pas  toutes  les  racines  négatives  de  la  propofée , 
puifqu’il  en  refte  quelqu’une  ; & dans  ce  cas  / eft  moindre 
que  la  plus  grande  des  racines  négatives  de  la  propofée . 

Dans  le  cas  où /furpaflè  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée , & où  par  confequent  toutes  les  racines  de  la  trans- 
formée foot  pofitives  , il  eft  évident  que  la  plus  petite  des 
racines  de  la  transformée , répond  à la  plus  grande  des  néga- 
tives de  la  propofée  , qui  eft  devenue  pofitive  . Car  le  fur- 
plus  de  la  grandeur  f fur  les  racines  négatives  de  la  propo- 
fée , eft  precifement  ce  qui  fait  que  ces  négatives  deviennent 
pofitives  dans  la  transformée  ; & le  furplus  de  / fur  la  plus 
grande  des  racines  négatives  de  la  propofée  , eft  le  moindre 
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de  tous  ; ainfi  la  moindre  racine  de  la  transformée  eft  celle  qui 
répond  à la  plus  grande  des  négatives  de  la  propose . 

D’où  il  eft  évident  que  les  racines  pofitives  de  la  trans- 
formée , moindres  que  / , font  celles  des  racines  négatives 
de  la  propofée,  qui  font  devenues  pofitives  dans  la  trans- 
formée. 

Enfin  torique  / eft  moindre  que  chacune  des  racines  né- 
gatives de  la  propofée , ces  racines  demeurent  négatives  dans 
la  transformée. 

ni. 

38.  Lorfqu’ily  a des  racines  pofitives  & négatives  dans  une 
équation,  & que  par  la  fubftitution  dey  -+-/à  la  place  de  x , 
on  la  transforme  en  une  autre , dont  les  racines  font  celles 
delà  propofée,  diminuées  chacune  de  la  grandeur/,  il  eft 
évident  qu’il  n’y  a que  les  racines  pofitives  qui  foient  dimi- 
nuées de  la  grandeur/,  & que  les  négatives  font  augmen- 
tées de  la  grandeur/.  Car  fi  les  équations  fimples  de  la  pro- 
pofée  font* — a— o,  x *+•  b = o\  en  fubftituant^  M-/a  la 
place  de  x dans  'ces  équations , l’on  aura  y — a = o, 
y -4-/-*-  b = o,  qui  font  les  équations  fimples  dont  la  trans- 
formée eft  le  produit;  & il  eft  évident  quejr-t-/ — *=o, 
donne  y = a — /,  dans  laquelle  la  racine  pofitives  eft  dimi- 
nuée de  la  grandeur/;  & que  7 -t-/*4-  b = o,  donne^  = 
— b — /,  dans  laquelle  la  racine  négative  eft  augmentée 
( dans  fa  négation)  de  la  grandeur — /. 

D’où  il  fuit  que  fi  /eft  égale  à une  des  racines  pofitives 
de  la  propofée , cette  racine  devient  égale  à zéro  dans  la 
transformée;  & par  confequent  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée , qui  eft  le  produit  de  cette  racine  égale  à zéro  par 
toutes  les  autres,  devient  égal  à zéro»  & l’équation  peut  être 
abailTée  d’un  degré . 

Si/furpafTe  toutes  les  racines  pofitives,  elles  deviennent 
toutes  négatives  dans  la  transformée  , & dans  ce  cas  tous  les 
termes  de  la  transformée  ont  le  ligne 

Ainfi  l’on  eft  afTuré  que/ furpaflè  toutes. les  racines  pofitives 
de  la  propofée , lorfque  tous  les  termes  de  la  transformée 
ont  ; mais  fi  quelqu’un  a le  ligne  — , il  refte  dans  la  trans- 
formée quelque  racine  pofitive,  & l’on  eft  afiùré  que /eft 
moindre  que  la  plus  grande  racine  pofitive  de  la  propofée  ; on 
fuppofe  que  toutes  les  racines  font  -réelles . 
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Quand  tous  les  termes  de  la  transformée  ont  le  ligne  -v- , 
c’eft  à dire  quand  f furpaflè  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofe'e  , la  plus  petite  des  racines  de  la  transformée  répond 
à la  plus  grande  des  pofitives  de  la  propofée , qui  eft  devenue 
négative  dans  la  transformée  ; car  le  furplus  de /fur  les  raci- 
nes pofitives  de  la  propofée , eft  precifément  ce  qui  fait  que 
ces  racines  pofitives  deviennent  négatives  dans  la  transformée, 
& le  furplus  de /fur  la  plus  grande  des  racines  pofitives  de  la 
propofée  , eft  le  moindre  de  tous . 

D’où  il  eft  évident  que  les  racines  négatives  de  la  transfor- 
mée moindres  que  /,  font  celles  des  racines  pofitives  de  la  pro- 
pofée , qui  font  devenues  négatives  dans  la  transformée. 

Enfin  quand  / eft  moindre  que  chacune  des  racines  pofiti. 
ves  de  la  propofée , ces  racines  demeureront  pofitives  dans  la 
transformée. 

IV. 

3 9-  Si  l’on  fobftitue  une  grandeur  connue  négative — / dans 
une  équation  xl  — nxx  +-px  — ? = o,  à la  place  de  1 incon- 
nue x , la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fubfti  ra- 
tion , qui  eft  — / •—  ”ff  — pf — 1,  eft  évidemment  le  der- 
nier terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouverait  en 
fubftituant  dans  la  propofée  y — /à  la  place  de  l’inconnue  x, 
dans  laquelle  transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofée 
feraient  augmentées  de  la  grandeur/,  & les  négatives  dimi- 
nuées de  la  même  grandeur/. 

Et  fi  l’on  fubftitue  une  grandeur  connue  pofitive  ■+-/ dans 
une  équation  x1  — nxx^px — f — o,  à la  place  de  l’incon- 
nue x , la  fomme  des  produits  qu’on  aura  après  la  fubftitu- 
tion , qui  eft  fs  — nff  •+■  pf  — qt  eft  évidemment  le  dernier 
terme  tout  connu  de  la  transformée , qu’on  trouverait  en  fub- 
ftituant dans  la  propofée  ^ •♦*/ à la  place  de  x;  dans  laquelle 
transformée  les  racines  pofitives  de  la  propofée  foraient  dimi- 
nuées de  la  grandeur/,  & les  négatives  augmentées  de  la 
même  grandeur  /. 

Il  n’y  a qu’à  faire  les  operations  de  la  première  & de  la  fé- 
conde transformation  , pour  en  voir  la  démonftration. 

V. 

40.  Dans  la  transformée  qu’on  trouve  en  fubftituant  une  gran- 
deur connue  moins  une  nouvelle  inconnue  comme  / — y,  à 
la  place  de  l’inconnue  x de  la  propofée , les  racines  pofitives 
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de  la  propofée  deviennent  négatives,  mais  chacune  eft  di- 
minuée de  la  grandeur  pofitive  / ; & les  racines  négatives 
deviennent  pofitives , mais  chacune  cft  augmentée  de  la 
grandeur  /. 

Car  foient,  par  exemple,  x — a = o,  *-*«£  = o,  les 
équations  fimples  de  la  propofée;  en  fubftituant  f — y dans 
ces  équations , l'on  a les  équations  fimples  de  la  transformée 
f — a — y—  o,  /■+■  b ■ — y = o ; la  première  donne  = 
— a où  l’on  voit  que  la  racine  a qui  étoit  pofitive  dans 
x — 4 = 0,  ou  hien  x = at  cft  devenue  négative , mais 
diminuée  de  la  pofitive  -t-  / : la  féconde  donne / = b , 
où  la  racine  b , qui  étoit  négative  dans  x -*•  b = o , ou  bien 
x=  — b,  eft  devenue  pofitive , mais  augmentée  de  -4-/. 

D’où  il  fuit  que  fi  la  grandeur  / eft  égale  à une  des  racines 
pofitives  de  la  propofée,  cette  racine  devient  égale  à zéro , & 
par  confequent  le  dernier  terme  de  la  transformée  eft  zéro,  & 
1 équation  peut  sabaiffer  d’un  degré . 

Si  la  grandeur/  furpafle  toutes  les  racines  pofitives  de  la 
propofée,  elles  deviennent  encore  toutes  pofitives  dans  la 
transformée , puifque  l’excès  de  f fur  chacune  de  ces  racines , 
eft  une  grandeur  pofitive  dans  les  équations  fimples  de  la 
transformée;  dans  ce  cas  toutes  les  racines  de  la  transformée 
font  pofitives,  & tous  fes  termes  ont  alternativement  -♦-&  — . 

Si  la  grandeur  f eft  moindre  que  toutes  les  racines  pofi- 
tives de  la  propofée  , elles  deviennent  négatives  dans  la 
transformée . 

R E M A R q_U  E . 

F N fubftituant/  — y— x , à la  place  de  x , dans  x — a—o, 
x-*-b  = o,  l’inconnue^  eft  négative  dans  les  équations  fim- 
ples/— a — y=zo,  /-4-  b — y — o de  la  transformée  ; ce 
qui  eft  caufe  que  le  premier  terme  de  la  transformée  eft  néga- 
tif dans  les  équations  des  degrés  impairs , c’eft  à dire  du  troifié- 
me , cinquième , &c. 

Il  eft  facile  de  rendre  l’inconnue,)' pofitive  dans  les  équa- 
tions fimples  de  la  transformée  ; car  puifque  / — a ■ — y — o , 
&/■+■  b — y = o , par  tranfpofition  l’on  aura  y •+•  a — / = o, 
j — b — /=  o;  & les  valeurs  de  ^feront  les  mêmes  quel, 
les  étoient  avant  la  tranfpofition  , puifque  y ■+■  a — /=  o , 
donne  = — <*•+■/,  aulli  bien  que/  — a — y =o\tk.y  — b 
- — /=  o,  donne  y = b *-f,  aufli-bien  que/n-Æ  — y =o; 
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& par  cette  tranfpofition,  le  premier  terme  de  la  transfor- 
mée fera  toujours  pofitif  dans  les  équations  des  degrés  im- 
pairs. 11  fuffira  dans  la  pratique,  après  avoir  trouvé  la  trans- 
formée par  la  fubftitution  de  f — 7,  au  lieu  de  x,  dans  la 
propofée , de  tranfpofer  le  premier  membre  de  la  transfor- 
mée des  degrés  impairs  dans  le  fécond , & zéro  qui  eft  dans 
le  fécond,  dans  le  premiers  ce  qui  fe  fait  en  changeant  les 
lignes  de  tous  les  termes . 


SECTION  IV. 

Où  Ton  explique  plufieurs  ufages  des  transformations  qui 
fervent  à préparer  les  équations  compofées. 

PROBLEME  II. 

4 1-QtER  le  fécond  terme  d'une  équation  compofée  ; c'ejl  à dire , 
ta  transformer  en  une  autre  qui  n'ait  pat  de  fécond  terme . 

IL  faut  fuppofer  l'inconnue  * de  la  propofée,  égale  à une 
nouvelle  inconnue^,  plus  ou  moins  le  coèficient  du  fécond 
terme  de  la  propofée,  divifé  par  le  nombre  qui  exprime  le 
degré  de  l’équation  propofée;  c’eft  à dire  para,  fl  elle  eft 
du  fécond  degré;  par  3,  fi  elle  eft  du  troifiéme;  plus,  file 
fécond  terme  de  la  propofée  a le  ligne  — 5 & moins , s’il 
a le  ligne  «+■ . 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  x,  & fes  puiflances,  à la 
place  de  x <5c  de  fes  puiflances  t dans  la  propofée  ; & Ton 
aura  la  transformée , où  le  fécond  terme  manque . 

Exemple  I. 

Pour  ôrer  le  fécond  terme  de  xx — nx^p=of  onfup- 
pofcra  x —y  £;  on  fubftituera  dans  la  propofée  y «4-  \ , & 
fon  quarré,  à la  place  de  x , xxt 

xx  —yy  * ny 

— nx=  — rry —■ 

P = P ■ 

& l’on  trouvera  cette  ~ÿy  * — '-f  =0 

transformée  , qui  n’a  p.  . 

pas  de  fécond  terme. 
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R e m a r q_u  e . 

rJ'oUTES  les  équations  du  fécond  degré  peuvent  être 
rélolues  par  ce  Problème;  car  par  tranfpofition , l’on  aura 
yy=-^- — />;  & tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre, on  aura  y = y/-~-  — p;  & fubftituant  cette  valeur  de^ 

dans  x=j-+-\  , l’on  aura  .*•=  p,  qui  eft  une 

racine  de  la  proposée. 

Exemple  IL 

Pour  ôter  le  fécond  terme  de  xM -nxx — px — — 
on  fuppofera  x=y  — f ; on  fubftituera  dans  la  propofée 
y — j , & lès  puiflànces , à la  place  de  x & de  fes  puiflànces  , 

=ÿ—»yy  + 

«+■  nxx  = -H  nyy — -£■ 

—px  = — pj  +.^1- 

— ? = — f- 

& Ion  trouvera  cette  f * — ~ ~ =o, 

transformée , qui  n’a  — py  •**-*£- 

pas  de  fécond  terme.  — q 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée,  en  la 
fubflituant  dans  x—y  — i,  l’on  aura  la  valeur  de  x s c’cft  à 
dire , l'on  aura  une  raciue  de  la  propofée . 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  évidente , fi  Fon  fait 
attention  dans  le  dernier  exemple , que  le  fécond  terme  de  la 
troifiéme  puiflànce  de  y — y,  eft  — nyy;  que-*-»**  donne, 
après  la  fubftitution,  nyy , &c.  que  ces  deux  grandeurs  font 
foules  le  fécond  terme  de  la  transformée,  & quelles  fe  dê- 
truifent  toujours  par  des  lignes  contraires,  pareeque  l’on  fup- 
pofe  toujours  x = y — y , quand  il  y a dans  la  propofée  nxxi 

& x =y*-Jj  , quand  il  y a dans  la  propofiée  — nxx. 

Il  eft  facile  d’apliquer  ce  raifonnement  aux  équations  de 
tous  les  degrés . 

Si  on  veut  le  voir  fur  un  exemple  general,  on  fe  fervira 
de  »xm_I  , pour  reprefonter  les  deux  premiers  termes 
des  équations  de  tous  les  degrés  : Il  foffit  de  conliderer  les 
deux  premiers  termes  dans  ce  Problème  : m fera  égal  à i 

dans 
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dans  les  équations  du  fécond  degré  -,  m fera  égal  à 3 dans  cel- 
les du  troifiéme  degré,  &c.  En  fuppofant  x—yl£  ± les 
deux  premiers  termes  dey  ^ i , élevée  à la  puiflance  m \ fo. 
ront/  nya~'  ; nxm~l , fera  égal  à h-  , &c.  iî  eft 
évident  que  ny*  1 nym~ ’ , qui  font  des  foules  grandeurs 
qui  font  le  fécond  ternie  de  la  transformée  , fc  détruifont  par 
des  lignes  contraires . r 

R E M A R QjJ  î. 

O N peut  auflTi  ôter  le  focond  terme  d’une  équation , en  fup. 

pofant,  pour  les  équations  du  focond  degré  , x=  £ y 

quand  le  focond  terme  de  la  propofée  a — , & en  fuppofant 
* = — t — J,  quand  le  fécond  terme  a •*;  en  fuppofant 
pour  le  troifiéme  degré  a?  = f —y , quand  le  focond  terme 
de  la  propofée  a — , & a?  = — y,  quand  il  a H- , &c. 
& faifant  enfuite  la  fubftitution. 

On  peut  encore  ôter  le  fécondé  terme  d’une  équation , en 
fuppofant  , pour  le  focond  degré , * = £_£,  quand  le 
fécond  terme  de  la  propofoe  a *•;  en  fuppoûnt  x = \ f-, 

quand  il  a — ; en  fuppofant  pour  le  troifiéme  degré* =4 
T * quand  le  focond  terme  de  la  propolée  a } * 

= f î > quand  il  a — , &c.  & faifant  enfuite  la  fublti. 
tution . 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  dey  dans  la  transformée 
en  la  fubftituant  dans  l’équation  fimple  fuppofée  * = i 
— f l &c.  ou  * = i — y,  &c.  on  aura  la  valeur  de  x. 

Si  le  premier  ^terme  de  1 équation  avoit  un  coëfîcient  difl 
ferent  de  1 unité  , comme  dans  I équation  4^ nxx  px 

~—q  = 0,  on  pourrait  en  faire  évanouir  le  focond  terme,  en 
fuppofant  * = ■£-*-  » •-  ’ 

ax>  = 


car  on  aurait 


a7<â 


JL  * _ 


i**  J 


= 0. 


x 


J*  ~h P 


M 
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Cette  transformée  n’a  pas  de  fécond  terme  ; multipliant 
toutes  les  grandeurs  par  aa  , on  aurait 

•k-apy 

. — aaq 

dans  laquelle  le  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coeficient 
que  l’unité . 

Si  l’équation  étoit  du  fécond  degré  comme  axx  — nx+p 
= o,  il  faudrait  fuppofer  x = t.’*“-~. 

Si  elle  étoit  du  quatrième,  comme  ax* — nx’+Scc.  il  fau- 
droit  fuppofer  x = f & ainfi  des  autres. 


THEOREME  III. 

jf*  ROUVER  par  Analyfe  quelle  doit  etre  la  grandeur  propre 
à ôter  le  fécond  terme  d'une  équation , par  exemple  dexi’+  nxx 
■4-px  — q=. 

ÿ e fuppofe  que  cette  grandeur  inconnue  èft  z , ainfi  je  fup- 
pofe  x —y — z,  lorfque  le  fécond  terme  de  la  propofée  a •+*, 
& x =y  •+■  zt  lorfqu’il  a — : Je  fubflituc^  — ç & fis  puif- 
(ânees , à la  place  de  x & de  fes  puiflances 
=jr»  — 3 zyy  3 z*y — 

•4 -nxx  = -4-  nyy  — 2 nzy  + nzz 

H-p*  = py  — n 

■ — - ■ — 

• /— 3 tyy 

& je  trouve  cette  nyy  — 2 «y*-  »ZZ 
transformée.  ’+py  — f* 

— ? 

Je  fuppofe  fon  fécond  terme  — nyy  tiyy—o,  ce  qui  me 
donne  n = 3* , & y=?  i cela  me  fait  voir  que  ÿ eft  la  gran- 
deur , qui  étant  fubflituée  dans  x— ^ — z i à la  place  de  z t 
me  donnera  x—y  — 7 , qui  eft  propre  à faire  évanouir  le 
fécond  terme,  en  fubftituant.7 — -j&fs  puiflances  dans  la 
propofée,  à la  place  de  x & de  fis  puiflances . 

Pour  afcfoudre  le  Problème  d’une  maniéré  generale  , on 
fuppofera  que  xm  ^ nxm~l  , reprefintent  les  deux  premiers 
termes  de  toutes  les  équatiôrs  , m = 2 dans  le  fécond  degré , 
m = 3 dans  le  troifléme,  &c.  On  fuppofera  x =y  Hh  & 
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l’on  aura  les  deux  premiers  termes  de  x—y  + z,  élevés  à la 
pui  fiance  m , xa  =>m  , &c. 

L’cn  aura  aufii  ;£  nx*~l  = ■+•  nym~l , &c. 

L’on  fuppofera  le  fécond  terme  de  la  transformée  mzym~l 
j*/”-1  =o,  & l’on  aura  ■+“  3 = ce  qui  fait  voir  que 
pour  ôter  le  fécond  terme,  il  faut  fuppofer  x —y  + % , & 
faire  enfuite  la  fubfiitution . 


Corollaire  I. 

■^2”SI  l’on  vouloit  faire  évanouir  le  troifiéme  terme  de  la  pro- 
polée  x 1 -+*  nxx  -*•  px  — q = o,  & non  pas  le  fécond , on  Co 
ftrviroit  de  la  même  méthode,  & Ion  fuppoferoit  le  troifié- 
me terme  de  la  transformée  3 ny  — 2 »iy  py  =0  : ce 
qui  donnerait  l'équation  du  fécond  degré  zz — j»?  -t- j p 
= o,  laquelle  étant  réfolue , donneroit  la  valeur  ue  t—j  n 
jnn — jp.  Subftituant  cette  valeurde^dansr^:^. — * 
Ion  aurait  — j n-^y/jnn — jp-  Subffituant  cette  va- 

leur de  x & (es  puiffances  dans  la  propofée,  à la  place  de  x Cfc  de 
fes  puiffances , on  aurait  une  transformé: , qui  n’auroit  pas 
de  troifiéme  terme . 

R Ê M A R QJJ  E. 

E T T E méthode  ne  peur  pas  fervir  à faire  évanouir  le. qua- 
trième terme,  ni  les  autres  fui  va  ns , pareeque  l’équation 
qu’elle  donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur  de  z propre 
à faire  évanouir  le  quatrième  terme,  forait  du  troifiéme 
degré;  celle  qu’elle. donneroit  pour  faire  trouver  la  valeur 
de  z propre  à faire  évanouir  le  cinquième  terme , ferait  du 
quatrième  degré  ; & ainfï  de  fuite  : Et  Ion  n enfeignera  que 
dans  la  fuite  la  manière  de  réfoudre  ces  équations. 

Corollaire  II. 

43*  La  même  méthode  peut  encore  forvirà  faire  en  forte  que 
le  ccëficient  du  fécond  terme,  ou  celui  du  troifiéme  terme 
de  la  propofée,  foit  une  grandeur  donnée**,  en  foppofant 
Je  coëficient  du  fécond  terme  de  la  transformée , qui  eft 
— 3Z’*“n—at  ou  bien  celui  du  troifiéme  terme,  qui  eft 
Hz  — ïnz  = a. 

11  faut  enfuite  trouver  la  valeur  de  z dans  l’une  ou  l'autre 
de  ces  deux  équations , & fubfiituer  cette  valeur  de  z prife 

M ij 
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dans  la  première  , fi  l’on  veut  que  a foie  le  coëficient  du  fé- 
cond terme  > & prife  dans  la  féconde  , fi  Ion  veut  que  a foit 
le  coëficient  du  troifiéme  terme:  il  faut,  dis  je  , fubfiituer 
cette  valeur  de  ç dans  l’équation  x=  y — ? , & enfuite  fub- 
fiituer cette  valeur  de  * dans  la  propofèe  -,  & l’on  aura  une 
transformée  qui  aura  la  grandeur  a pour  coëficient  de  fon  fé- 
cond , ou  bien  de  fon  troifiéme  terme. 

PROBLEME  IV. 

44  Lorsque  tous  les  termes  moyens , ou  feulement  quel- 
ques-uns % manquent  dans  une  équation , comme  dans  x’  — ■ q 
= o,  on  x1  — nxx  — q = o , la  transformer  en  une  au- 
tre, où  il  ne  manque  aucun  terme , & qui  foit  meme , fs  ton 
veut , plus  élevée  d'un  degré  * 

Jl  faut  fuppofer  x —y  — on<M  a \ la  lettre  a marque  une 
grandeur  connue  telle  qu’on  voudra.  Il  faut  fubfiituer  y — 
ou  •+■  a , à la  place  de  x dans  la  propofèe , & l’on  aura  une 
transformée  qui  aura  tous  iés  termes. 

Si  l’on  veut  que  la  transformée  foit  plus  élevée  d’un  degré 

JjUe  la  propofèe , on  multipliera  la  .propofèe  par  x , & I on 
ubftituera  dans  X*  — qx  = o,  y — ou  a,  à la  place  de  xi 
& la  quatrième  puiflance  dey  — ou  -H a,  à la  place  de  j 
& l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande . 


4 ; 


PROBLEME  V- 

■ Qij,and  une  équation  compofée  contient  des  racines  néga- 
tives , ou  feules , ou  mêlées  avec  des  pofstives  , la  transformer 
en  une  autre  qui  n'ait  que  des  racines  pofit'rves  ; cefl  à dire  , 
quand  tous  les  termes  et une  équation  compofée  n’ont  pas  alterna- 
tivement Ü — , la  transformer  en  une  autre , dont  tous  le t 
termes  ayent  alternativement  & — . 


Premier  cas. 

tous  Tes  termes  de  la  propofèe  ont-*-,  en  changeant  tous  le» 
lignes  des  termes  pairs,  c’eft  à dire  du  fécond,  quatrième,  fixié- 
me,  &c.  fans  toucher  aux  autres,  tous  les  termes  auront  alter- 
nativement-4- &. — , & toutes  les  racines  qui  étoient  négatives 
* }o.  feront  changées  en  politives.  * Ce  cas  n’a  aucune  difficulté. 
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Second  cass. 

5’i  L y a des  racines  pofitives  & négatives  dans  la  propofée  , 
on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif,  & après  l’avoir 
rendu  pofitif,  on  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on  fuppofera  ce 
coëficient  {Jus  l'unité,  confideré  comme  une  feule  grandeur , 
moins  une  nouvelle  inconnue  y , égal  à l’inconnue  * de  la 
propofée . 

On  fubflituera  dans  la  propofée  cette  valeur  de  x , & fes 
puiffances , à la  place  de  x & de  fês  puiffances , & l’on  trou- 
vera une  transformée , dont  tous  les  termes  auront  alternatif 
vement-*-  & — . 

Exemple  L 

Pou  r trouver  la  transformée  de  xx  — 2x  — 3 = 0,  qui 
ait  les  lignes  alternatifs  -h  & — , on  prendra  le  plus  grand 
coëficient  négatif  — 3 de  la  propofée»  & après  l’avoir  rendu 
pofitif,  on  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on  aura  4 ; on  fuppo- 
fera 4 — y = x-,  on  fubflituera  4 ■ — y,  & le  quarré  de  4 — y 
dans  la  propofée  , à la  place  de  x , & de  xx  > & l’on  aura  la 
transformée  0=5  — » > dans  laquelle  les  lignes 

& — font  alternatifs . 

Exemple  II 

So  1 T la  propofée  x3  — 2xx  «+■  3#  •«-  6 = o ; pour  la  trans- 
former en  une  autre , dont  tous  les  termes  aycnt  alternative- 
ment •+■  & — , on  prendra  le  plus  grand  coëficient  négatif 
— 2 , qu’on  rendra  pofitif  > on  lui  ajoutera  l’unité  , & l’on 
aura  -4-  3.  On  fuppofera  3 — y =:  x,  & on  fubflituera  3 — y 
dans  la  propofée  , à la  place  de  x, 

x3  =•*•!■}  — 2jy  •*-  9 yy  — f 
1 — ïxx=-  — 18  «4*  12 y — 2 yy 

m*msx  = 9 —3 y 

& Ton  trouvera***  6 = •+-  6 

la  transformée  ; 0 = ■+•24  — 187  -4-777  — y1 

& par  tranfpofition  Ton  aura  f — yyy^iSy  — 24  = o,  oit 
tous  les  termes  ont  alternativement  -4-  & — . Quand  on  au- 
ra la  valeur  de  y , en  la  fubflituant  dans  3 — y = x , on  au- 
ra celle  de  *. 

M iij 
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Préparation  pour  la  dimonfl  ration. 

Pou  R rendre  la  démonftration  plus  facile  , on  prendra  un 
exemple  feulement  du  troiûéme  degré  , & Ton  pourra  appli- 
quer a tous  les  degrés  ce  que  l’on  dira  du  troiûéme . 

On  le  prendra  Algébrique , c’eft  à dire  littéral , pour  ren- 
dre la  démonftration  generale . Enfin  on  fuppofera  tous  les 
cocficients  négatifs,  la  démonftration  de  ce  cas  contenant  cel- 
le de  tous  les  autres;  & l'on  fuppofera  premièrement  que  le 
coeficient  du  fécond  terme  eft  le  plus  grand , enfuite  que  c’eft 
le  coeficient  du  troiûéme , & ainfi  de  fuite,  afin  qu’on  puiffe 
voir  tous  les  cas  dans  un  féul  exemple. 

Soit  l'équation  x}  — nxx  — px  — q — o,  qu’il  faut  trans- 
former en  une  autre  , dont  tous  les  ternies  ayent  alternative- 
ment -t-  & . — . 

i°.  Soit  — » le  plus  grand  coeficient  négatif;  l’ayant  rendu 
pofitif,  & augmenté  de  l’unité,  l’on  aura  »■*- 1 . On  regarde 
»-*-i  comme  une  feule  grandeur , & c’eft  ce  qu’on  marque 
par  la  ligne  qui  eft  fur  «-♦-  i.  11  faut  fuppofer  »• 4-  r — y = x, 
& par  la  fubftitution  , on  trouvera  la  transformée  fuivante  , 
x5  — — 3 x « -h  i*  y -4-3  x n i yy — ÿ 

— nxx  = — n x « -+-  i‘  -h  i»  x»-*- ly — n xyy 

— px  = — p x »-*- 1 -4- px 

— q • =—q  , 

a°.  Soit  — p le  plus  grand  coeficient  négatif  ; ainfi  il  faut 
fuppofer  p -4- 1 — y = x,  & par  la  fubftitution  on  trouvera 
la  transformée  fuivante, 

x}  = p-*- 1} — 3 x p i1  y+î  */>•+■  îyy — / 

— nxx  = — n x p -+-  i 1 %n  x p-^iy — n xyy 

— px  = — pxp  + i **pxy 

— ? = — *7 

3°.  Soit  — q le  plus  grand  coeficient  négatif  ; H faut  fup- 
pofer 1 — y — x , & par  la  fubftitution  on  trouvera  la 

transformée  fuivante,  

x1  = q- — 3 x q 11  3 xq^riyy — y* 

— nxx  = — n x q- 4-1*  2»  xq-Jriy — n xyy 

— px  — — p x qa*\  Orpxy 

— q =—q 

Il  faut  démontrer  que  dans  les  trois  fuppofitions  prêce- 
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dentes , les  termes  de  la  transformée  ont  alternativement  -h 
& — » il  fuffira  de  le  démontrer  dans  la  feule  première  fup- 
pofition,  où  — a eft  fuppofê  le  plus  grand  et  êficient  néga- 
tif , la  même  démonftration  pouvant  ailcment  être  appliquée 
aux  deux  autres. 

Démonftration  du  cinquième  Problème. 

Jl  eft  évident  que  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puiflance 
de  »-**i  — y,  ont  alternativement  *4-  & — . Ceft  la  même 
chofe  des  autres  puiflances  de  »-4-i — y\  mais  il  fuffit  de 
faire  attention  aux  termes  de  la  plus  haute  puiflance. 

Il  eft  de  même  évident  que  chaque  terme  de  la  plus  haute 
puiflance  de  »-*- 1 — y , fait  une  partie  du  terme  correfpon- 
dant  de  la  transformée  > c’eft  à dire  le  terme  tour  connu  de 
la  plus  haute  puiflance  de  i — y,  fait  une  partie  du  terme 
tout  connu  de  la  transformée  > le  terme  de  la  plus  haute 
puiflance  de  »-*•!.-— yt  qui  contient  j linéaire,  fait  une  par- 
tie du  terme  de  la  transformée,  où  y eft  linéaire  ; & ainfi 
d«g  autres.  Or  chaque  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de 
»-*- 1 — y , eft  lui  feul  plus  grand  que  les  autres  grandeurs  du 
même  terme  de  la  transformée,  qui  pourroient  avoir  des 
lignes  contraires  à fon  ligne,  comme  on  le  va  démontrer. 
Par  confequent  chaque  terme  de  la  transformée  a le  même 
ligne  que  le  terme  de  la  plus  haute  puiflance  de  i — yt 

qui  fe  trouve  dans  ce  même  terme  de  la  transformée. 

Car  i°,  dans  le  ;erme  tout  connu  de  la  transformée , »•«•  i 1 
furpafle  les  autres  grandeurs  qui  ont  un  figne  contraire  dans 
le  même  terme  ; ce  qu’on  verra  clairement  en  remarquant 
que»-*-!1  = «-4«i  x na-t1;  doù  ôtant — «xii+i1,  ileft 
évident  que  le  refte  ne  fçauroit  être  moindre  que  ■+-  »-4-ta 
= x ; doù  ôtant  — p x 1 , le  refte  ne  fçauroit 

être  moindre  que  -t-n+t,  puifque  p eft  fuppofé  moindre 
que  »;  ôtant  de  ce  refte  pofitif  la  grandeur  — qt  qui  eft 
moindre  que  »,  il  eft  évident  qu’il  y aiira  un  refte  poûtif. 

a.*.  Dans  le  terme  fuivant,  on  verra  de  même  que  — j 
x »•+•  i‘y}  furpafle  les  autresgrandeurs-f  i»  x »*-  iy  -4-  pxyt 
qui  ont  des  Agnes  contraires,  en  concevant — 3 x n+i1  y 
= — x#»4<i  j\  cat  en  ôtant  *4?  m x n+iy  de — 3 
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x «-4-I  x n-*-iy,  il  eft  clair  que  le  rcfte  ne  fçauroit  être 
moindre  que  — n*-iy,  d’où  ôtant  ■+■ p xy,  il  doit  relier 
une  grandeur  négative , p étant  fuppolé  moindre  que  n . 

3°.  Il  eft  évident  que  dans  le  terme  fuivant,  «4-  3 x »«4-  lyy 
fur  parte  — n xyy;  Donc  chaque  terme  de  la  plus  haute  puif- 
fânee  de  »-*-i — y , furpaffc  les  autres  grandeurs  du  même 
terme  de  la  transformée,  qui  ont  des fignes contraires;  ainfi 
les  termes  de  la  transformée  ont  les  mêmes  fignes  qu’ont 
les  termes  de  la  plus  haute  puiftance  de  »-+- 1 — y ; par  con- 
fequent  tous  les  termes  de  la  plus  haute  puiftance  de  «4-1 
— y y ayant  alternativement  -4-  & — , tous  les  termes  de  la 
transformée  ont  les  mêmes  fignes  alternatifs  & — Ce 
qu’il  faloit  démontrer . 

Il  eft  évident  que  ce  fera  la  même  démonftration , fi  — p 
eft  le  plus  grand  coêficient  négatif,  ou  fi  c’eft  — q ; & qu’elle 
peut  de  plus  s appliquer  aux  équations  de  tous  les  degrés. 

Corollaires. 

T 1 

XL  eft  clair  que  tous  les  termes  de  chaque  puiftance  de  »-4-  1 
— y,  ayant  alternativement  & — , les  cocficients  pofitifs 
qui  les  multiplient,  ne  changent  point  cette  alternative  dans 
les  termes  de  la  transformée,  il  ny  a que  les  négatifs;  ainfi 
les  ayant  fuppofés  tous  négatifs;  la  démonftration  convienc 
à tous  les  cas. 

II. 

46.  Dans  la  fupprfîtion  de  »-*-i  — y= #•,  la  fubflitution  de 

»*- 1 — y,  à la  place  de  x dans  la  propofée,  change  toutes 

*40.  I«  racines  de  la  propofée;  * les  négatives  deviennent  po- 
fitives  dans  la  transformée  , & elles  font  même  augmen- 
tées chacune  de  la  grandeur  les  pofitives  de  la  pro» 

pofée  deviennent  négatives  dans  la  transformée , mais  elles 
font  diminuées  de  la  grandeur  pofitive  »•+■  1 , & elles  en 
font  tellement  diminuées , qu’il  y a du  furplus  pofitif  fur 
chacune,  qui  les  rend  encore  pefitives  dans  la  transformée* 
puifque  toutes  les  racines  en  font  pofitives  , tous  les  ter- 
mes ayant  alternativement  -♦-  & — . 

III.  ' .. 

47,  D’où  il  fuit,  que  puifqu’il  y a du  furplus  du  plus  grand 

cocficient 
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coêficîent  négatif  augmenté  de  l’unité  fur  chaque  racine  poG- 
tive  de  la  propofée  , il  faut  que  le  plus  grand  coëficient  néga- 
tif de  la  propofée , rendu  poGtif  & augmenté  de  l’unité,  fur- 
paflè  toutes  les  racines  poGtives  de  la  propofée. 

IV. 

48.  Si  on  vouloit  trouver  une  grandeur  qui  furpaffât au/fi  toutes 
les  racines  négatives  de  la  propo/ee  , il  ny  aurait  qu'à  chan- 
ger les  Ggnesde  tous  les  termes  pairs,  du  fécond,  du  quatriè- 
me , &c.  & alors  toutes  les  racines  négatives  étant  devenues 
poGtives  par  ce  changement , le  plus  grand  coëficient  négatif 
de  l’équation  ainG  changée , étant  rendu  poGtif,  & augmen- 
té de  l’unité,  furpafleroit  toutes  les  racines  poGtives  de  l'équa- 
tion changée , c’eft  à dire  toutes  les  racines  négatives  de  la 
propofée. 

V. 

Si  le  premier  terme  d’une  équation  avoît  un  coêficîent  dif- 
ferent de  l’unité  , comme  2x ’ — 2xx  «4-  3*  -t-  6 = o,  il  fau- 
drait divifer  le  plus  grand  coëficient  négauf — 2 , rendu  pofi- 
tif  2,  par  le  coëficient  du  premier  terme  qui  eft  2 , & ajou- 
ter l’unité  au  quotient  1 , ce  qui  fait  2 , & fuppofêr  2 y 

= - U faudrait  enfuite  fubftituer  2 — y & les  puiflances 
de  2 — y , à la  place  de  x & des  puiflances  de  x , dans  la  pro- 

pofée , & l’on  aurait  la  transformée  iy3  — ioyy  «+■  i$y 20 

==  o , dont  les  termes  ont  alternativement  & — . 

La  démonftration  eft  la  même  que  la  précédentes  car  fup- 
pofant  que  la  propofée  eft  ax3  — nxx  — px  — q = o , & 
que  n , par  exemple , eft  le  plus  grand  coëficient  négatif,  il 
faut_fuppofcr  £ •+•  1 — y = x,  cm , ce  qui  eft  la  même  cho- 
fe , ~ — y =■  x;  & fubftiruant  — y à la  place  de  x dans 

la  propofée  , on  trouvera  la  transformée  fui  vante  , 

— ! x'Lt1 1 3 x n-^axyy — af  • 

; — nxx— — y — nyy 

~px  =—  +-py 

— H —— î 

& l’on  démontrera  , comme  font  a fait  ci-deftus  , que  les  ter- 
mes de  cette  transformée  ont  alternativement 

v N 
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PROBLEME  VI. 

4p.  R ANS  FOR  ME  R nne  équation  en  une  autre  qui  ait 
ces  deux  condition i ; l°  , que  le  c déficient  du  troifiréme  terme 
furpajft  le  quarré  de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme . 
2°.  Que  tous  les  termes  ayent  alternativement  & — . 

M.d  ESCARTES  fe  fert  de  ce  Problème  pour  prépa- 
rer une  équation  du  fixiéme  degré  à être  conftruite  par  la 
Geometrie . 

Soit  l’équation  propofée  x*  — nx'  — px*  — qxi  — rxx 

— sx  — t = o . 

Pour  trouver  par  Analyfé  la  grandeur  propre  à former  la 
transformée  qu’on  cherche , foit  cette  grandeur  égale  à l'in- 
déterminée  z . 

Il  faut  fuppofér  z — y=x,  & fubftituer  dans  la  propo» 
fée , z — y & fcs  puiflances , à la  place  de  x & de  fes  puif- 
fances,  & l’on  trouvera  la  transformée  fui  vante, 

x O — t5  — Cl.' J >4-15 x+yy  — »c «4*  I jxt)*—  6x.yjyipJ%  ' 

— nx’  = — »i'*4«  5»  rfy  ■ — lonx'yy  «+*  lonzty'  — • jnty*  nÿ 

— * ?*4  = — p*-*  <+■  4?*  y — « 4*  Vf; 1 «—y 

— — SX* 

— rxxx=. — rx,r  -V-  irt,  — ryj 
— SX  = — ix.  ■+*'/ 

11  faut  prendre  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme 
■de  cette  transformée;  cette  moitié  eft  — 3?  *+•  7 » ; & ôter 
le  quarré  de  cette  moitié,  qui eft  933  — 3*?-+-^»»  du  coëfi- 
cient du  troifiéme  terme,  qui  eft-*- 1 5^ — 5 nz — p;  & l’on 
aura  le  Tefte  6^  — 2»z  — 7 nn  — p;  afin  que  ce  refte 
foit  pofitif , il  faut  que  (>zz  furpaffe  — 2 nz  — 7 nn  — p. 

Pour  trouver  la  valeur  de  z qui  foit  telle  que  6zz  fur- 
paflé  — 2 nz  — 7 nn  — p , il  faut  auparavant  trouver  une 
valeur  de  z qui  foit  telle  , que  -4-  foit  égale  à mz 
"♦■p,  en  feignant  cette  équation  -4-  6^  = mz  7 nn  p , 
qui  donne  6ZZ  — 2*z  =.7  nn  P-  Divifànt  chaque  membre 
par  6,  l’on  aura  zz — »«•+*  ?p.  Ajoutant  à chaque 
membre  yV  »»,  qui  eft  le  quarré  de  la  moitié  du  ctêficient, 
j * du  fécond  terme,  l’on  aura  zK.  — 7 nz  •+-  -fie  n»  = 7V  »« 
•+■  I P,  dont  le  i*r  membre  eft  un  quarré  qui  a pour  fi  racine 
K — 7 » ; ainfi  tirant  la  racine  quarréc  de  chaque  membre  , 
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.onaura  g — | n =V~7 nn  + jp,  &partranfpofitiotiî:==4/* 
/ T7  »«■*"•? pi  ce  qui  fait  voir  qu’en  fuppofant  £ = £ » 
l’on  auroit  = 2/^  -h  ; u»  +■  /i 
Ainfi  en  prenant  £ plus  grande  que  \ »»"+•? P, 

le  refte  du  coëficient  du  troinéme  terme  de  la  transformée  , 
après  en  avoir  ôté  le  quarré  de  la  moitié  du  coëficient  du  fé- 
cond terme,  fera  pofitif;  lequel  refie  eft  marqué  dans  la  trans- 
formée par  -4-  6tx  — r »«  — p.  L’on  a donc  déjà  ac- 

compli une  des  conditions  du  Problème. 

Pour  accomplir  l’autre , il  faut , fi  la  valeur  de  z qu’on 
vient  de  trouver  , ne  furpafie  pas  le  plus  grand  coëficient  né- 
gatif de  la  propofée  au  moins  d’une  unité  , augmenter  cette 
valeur  julqu’à  ce  que  cela  arrive  : ce  qui  efi  poflible . 

Enfuite  après  avoir  mis  dans  x.  — y—x,  la  valeur  de  z 
plus  grande , i8,  que  i n ^/-^nn^p  ; 28,  plusgrandeau 
moins  d'une  unité  que  le  plus  grand  coëficient  négatif  de  lapro- 
pofée , il  faut  fublîituer  cette  valeur  moins  /,  à la  place  de  x 
dans  la  propofée;  & l’on  trouvera  une  transformée , dont,  i°, 
le  coëficient  du  troifiéme  terme  furpafièra  le  quarré  delà  moi- 
tié du  coëficient  du  fécond  termes  a8,  dont  les  termes  auront  • 
alternativement  -♦-  & — . Ce  qui  étoit  propofé. 

Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y dans  la  transformée , 
en  la  fobfiituant  dans  z — /=*•;  comme  aufli  la  valeur  de  z» 
on  aura  la  valeur  de  l’inconnue  x ; ceft  à dire  on  aura  une  ra- 
cine de  la  propofée. 


PROBLEME  VU 

* L*0 jîS QU E le  premier  terme  d'une  équation  compose  a 
un  coëjicient  different  de  r unité  , la  transformer  en  une  au- 
tre dont  le  premier  terme  n'ait  que  l'unité  pour  coëjîcient . 


P*  r exemple  , transformer  l’équation  ax*  — nxx  +*px 
9 ~ ° > dont  le  premier  terme  a le  coëficient  a y en  une 
autre  dont  le  premier  terme  n’ait  que  l’unité  pour  coëficient. 

i*.  Il  faut  fuppofor  l’inconnue  x de  la  propofée  , égale  à une 
autre  inconnue  / , divifée  par  le  coëficient  a du  premier  ter- 
me de  la  propofée  ; & l’on  aura  * — 1.  a8.  Il  fout  fubfii- 
tuer  ■£  & fes  puifiànces , dans  la  propofée  , à la  place  de  x&C 
de  fes  puifiànces  ; & l’on  aura  la  transformée  ^ 

N ij  ‘ 
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% — ?=o.  3°.  Il  faut  ôter  les  fraélions  de  cette  transfor.; 
mée , & divilcr  tous  les  termes  par  a > & l’on  aura  la  trans- 
formée f — nyydr  apy  — aaq  = o,  dont  le  premier  terme 
n’a  pas  aautre  coëficient  que  l’unité , & qui  clt  la  transfor- 
mée qu’on  cherche. 

Si  l’on  trouve  la  valeur  de  y dans  la  transformée , en  la 
fubllituant  dans  x = £ , on  aura  la  valeur  de  l’inconnue  x de 
la  propofée . 

I Abrège. 

L fuffit,  dans  la  pratique , de  changer  l’inconnue  x de  la 
propofée  en  une  autre  y , doter  le  coëficient  a du  premier  ter- 
me , & de  multiplier  le  troifiéme  terme  par  le  coëficient  a ; 
le  quatrième  par  le  quarré  aa  de  ce  coëficient  ; le  cinquième 
terme  par  le  cube  a 1 de  ce  coëficient;  & ainfi  de  fuite. 

PROBLEME  VIII. 

s x.  Paire  en  farte  que  le  coëficient  de  quel  terme  on  voudra 
d’une  équation  , & meme  , fi  l'on  veut , le  dernier  terme , 
devienne  une  grandeur  connue > c'ejl  à dire  t tranformer  l'équa- 
tion en  une  autre  cù  cela  fe  trouve  . 

P OU  R le  chercher  par  Analyfe  , foie  Ta  grandeur  connues, 
foit  l’indéterminée  z » qui  reprefente  la  quantité  propre  à faire 
en  forte  que  le  coëficient  de  quel  terme  on  voudra  d’une 
équation , devienne  égal  à a\  & foit  l’équation  propofée 
ar»  — nxx  -♦*  px  — q-=.  o . 

On  fuppofera  x = \ ; on  fubflituera  | à fa  place  de 
dans  la  propofée  ; & l’on  aura  la  transformée  f — nzyy 
PZXJ  — qz!  — o. 

Si  cëfl  le  coëficient  du  fécond  terme  qu'on  veuille  rendre 
égal  à a y on  fuppofera  nz  — a ; ce  qui  donnera  z = % • 

Si  c’efVle  coëficient  du  troifiéme  terme  qu’on  veuille  rendre 
égal  à a on  fuppofera  pZZ—ai  ce  qui  donnera  z ~ . 

Si  c’efl  le  dernier  terme , on  fuppofera  qz!  = a;  ce  qui 
donnera  z=V  f • 

On  changera  l’inconnue  x de  la  propofée  en  y , & oo 
multipliera  le  fécond  terme  de  la  propofée  par  la  valeur 
de  z * le  troifiéme  par  le  quarré  de  cette  valeur  > le  qua- 
trième par  le  cube  de  cette  valeur,  &c.  ik  ion  aura  la  trans- 
formée qu’on  cherche.  Ou  bierv  on  fubflituera  la  valeur  de  z 
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dans  x = - , & la  fubftitution  de  cette  valeur  de  x dans  la 
propofée , à la  place  de  x,  donnera  la  transformée  qu’on  cher- 
che.  Ou  bien  enfin  on  fubftituera  la  valeur  de? dans  la  trans- 
formée indéterminée  y — nzyy  ■+■  pzzy  — f ?J  = o , & l’on 
aura  la  transformée  qu’on  demande. 

• Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée,  en 
la  fubftituant  dans  x = , comme  auffi  la  valeur  de  ?,  l’on 
aura  la  valeur  de  x. 

PROBLEME  IX. 

f Z’  p AIRE  en  forte  dans  les  équations  numériques , que  les  coéfu 
dents  des  termes  [oient  divifbles  par  tel  nombre  qu'on  voudra  > ce 
qui  efl  quelquefois  commode  pour  faciliter  le  calcul  des  racines . 

f L faut  multiplier  par  la  méthode  de  la  quatrième  transfor- 
mation, chaque  racine  de  l’équation  propofée,  par  le  nom- 
bre , ou  par  le  produit  des  nombres  par  lefquels  on  veut  que 
les  coëficients  de  l’équation  fe  puiffentdivifer  ; & on  trouvera 
la  transformée  qu’on  cherche. 

Par  exemple , fi  l’on  propofe  de  faire  en  forte  que  le  ccëfi- 
cient  du  troifiéme  terme  de  x 3 — 14*  — 57  = 0,  devien- 
ne divifible  par  2 , & le  dernier  terme  par  3,  on  multipliera 
chaque  racine  de  la  propofée  par  6 , produit  de  2 par  3 ; c’efl 
à dire,  après  avoir  changé  x en  y,  on  multipliera  le  troifiéme 
terme  par  3 6,  quarré  de  6;  le  quatrième  par  216,  cube  de  6; 
& l’on  aura  la  transformée  y — 504 y — 11880  = o,  qui  a 
les  conditions  qu’on  demande. 

PROBLEME  X. 

/3-Or£R  toutes  les  f rallions  d'une  équation,  dont  le  premier 
terme  n'a  pas  d'autre  déficient  que  P unité,  de  maniéré  que  le 
premier  terme  de  la  transformée  n'ait  pas  auffi  d'autre  coeffi- 
cient que  T unité. 

J L faut  multiplier  toutes  les  racines  de  la  propofée-  par  le 
dénominateur  de  la  fradtion,  s’il  n’y  en  a qu’une,  ou  par  le 
produit  de  tous  les  dénominateurs  des  fractions , s’il  y en  a 
plufrenra;  & l’on  aura  la  transformée  qu’on  demande  . 

Par  exemple , pour  ôter  les  fradkions  de  x3  — ■ ~ xx  -v* 
— jr=  o,  on  prendra  le  produit  abc  de  tous  les  denomina- 

N iij 
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teurs  des  fra&ions , & on  fuppofera  x = > on  fubftituera 

dans  la  propose , à la  place  de  x;  & après  avoir  ôté  les 
fractions,  on  trouvera  la  transformée  / — bcnyy  -+*  aabccpy 
■ — aHPccq  = o , qui  n’a  point  de  fra&ions  , & dont  le  premier 
terme  n’a  pas  d’autre  coèficient  que  l'unité . 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  dey  , en  la  fubftituant  dans, 
x ==  , à la  place  de  y,  on  aura  la  valeur  de  x. 

PROBLEME  XI. 

j 4.  Lorsqu'il  y a des  incommensurables  dans  les  coèficient t 
des  termes  d'une  équation , comme  dans  x’ — xxt^n  px — qi^n 

= o , les  ôter  dans  pluficurs  cas . 

J L faut  multiplier  les  racines  de  la  proposée  par  la  gran- 
deur incommenfurable  en  fuppofant  * = -£  ; & fubfti- 
tuant  enfuite  dans  la  propofée  -fie  , à la  place  de  x , on  trou- 
vera la  transformée  / — nyy  -4-  npy  — nnq= o,  qui  n’a  plus 
d’incommcnfurables . 

De  même  pour  ôter  les  incommenfurables  de  x * — x'^nn 
•*~pxxj/n — qx^r- =0,  il  faut  multiplier  les  racines  par 

Y * 


j/n,  en  fuppofant  x = -f.  ; & fubftituant  -fi-  dans  la  propo- 

Vn  v * 

foc , à la  place  de  x , on  trouvera  la  transformée  y*  — ny* 
-t-  npyy  — nqy  nr  = o y qui  na  plus  d’ incommenfura- 
bles. 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de  y dans  la  transformée, 
on  trouvera  la  valeur  de  x , en  fubftituant  la  valeur  de^ 
dans  x = -fi-  t dans  le  premier  exemple  ; & dans  x = ^ 

dans  le  fécond  exemple. 


Remarque  où  l’on  diflingue  les  cas  dans  lefquels  on  peut  ôter 
les  incommenfurables  par  cette  méthode. 

N a vû  * que  pour  multiplier  les  racines  d’une  équation 
firmûîm. P31  une  grandeur  donnée,  qu’on  fuppofe  dans  ce  Problème 
être  une  incommenfurable  , il  fàloit  multiplier  le  fécond 
terme  par  lîncommenlurable  donnée  j.  le  troifiéme  par  fon 
quarré  ; le  quatrième  par  fa  troifiéme  puiflancc  ; & ainfi  de 
fuite-  r;  • 
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D’où  il  fuit  que  pour  ôter  l’incommenfurable  y'n  de  l’équa- 
tion, il  faut  que  v'»  k trouve  au  fécond,  quatrième,  fu 
xiéme  terme  de  la  propofée , & que  Vn  ne  fe  trouve  point 
dans  les  autres  termes. 

Pour  ôter  I’incommenfurabley»',  il  faut  que  y»» , qui  eft 
le  quarré  de  l/n  , fe  trouve  au  fécond  terme  de  la  propnfée; 
que  y»  fe  trouve  au  troifiéme  terme  ; qu’il  n’y  aie  point  d’in- 
commenfurable  au  quatrième  terme;  que  y nn  fe  trouve  au 
cinquième  terme , y»  au  fixiéme  ; & qu’il  n y ait  point  d’in- 
commenfurable  au  feptiéme  terme;  & ainfi  de  fuite.--  ' 

Dbù  il  eft  facile  de  juger  comment  les  autres  incom-* 
menfurables y»,  y»,  &c.  doivent  être  dillribuées  dans  les 
termes  d’une  équation,  afin  qu’on  les  puifle  ôter  par  cette 
méthode. 

PROBLÈME  XII. 

SS- 

Jl  faut  fupppofer  jf  = ^ , & fubftituery  dans  la  propofe'e, 
à la  place  de  x»  & apres  avoir  ôté  les  fractions,  & divifé  les 
termes  par  r,on  aura  la  transformée^4 — qy> pryy  <+*  r}  = o, 
où  le  pénultième  terme  efi  évanoui . ^ y 

Quand  on  connoîtra  la  valeur  de^  dans  la  transformée, 
on  aura  la  valeur  de  x , en  mettant  la  valeur  de  y dans 

*=7- 

R E MARQUE. 

O N peut  mettre  dans  l'équation  fuppofée  x = y , telle 
grandeur  connue  qu’on  voudra,  à la  place  de  r>  mais  alors 
le  premier  terme  de  la  transformée  aura  un  coëficient,  ou 
bien  la  transformée  aura  des  fractions  : Mais  en  mettant 
le  dernier  terme  tout  connu  r dans  x=~,  la  transformée 
n’aura  pas  de  fractions  , & le  premier  terme  n’aura  pas 
d’autre  coëficient  que  l’unité. 

On  peut  par  la  même  méthode,  quand  ce  n’eft  pas  le 
fécond  terme  qui  manque  dans  la  propofée,  mais  le  troi- 
fiéme, ou  le  quatrième,  &c.  faire  en  forte  que  le  terme 
également  éloigné  du  dernier  terme , manque  dans  la  trans- 
formée. 


P AIR  E évanouir  le  pénultième  terme  d'une  équation  x4  ■+■  pxx 
— qx-^-r=PO , dam  laquelle  le  fécond  terme  ejl  évanoui . 
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Enfin  quand  le  pénultième  terme  manque  dans  la  pro* 
pofée,  on  peut  par  la  même  méthode , faire  en  forte  que 
le  fécond  terme  foit  évanoui  dans  la  transformée. 

Les  exemples  en  font  faciles  à faire  » fans  qu’il  foit  ne* 
ceffairc  d’en  prolonger  ce  Traité. 


ANALYSE 
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ANALYSE  COMPOSÉE, 

O U 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduifent  à des  équations 
compofées . 

LIVRE  IV. 

Où  ton  explique  la  réfolution  des  équations  en  general , cefi 
à dire  de  tous  les  degrés , lorfque  leurs  racines  font  corn- 
menfurables  ; la  maniéré  de  réduire  les  équations  compofées 
au  plus  fimple  degré  ; & ce  qui  regarde  les  équations  qui 
ont  dés  racines  égales. 


SECTION  I. 

Où  l'on  explique  la  réfolution  des  équations  en  general , 
lorfque  leurs  racines  font  commenfuralles . 

PROBLEME  I. 

ROUVER  les  racines  commenfuralles  d'une  équation  coin - . 
J ' pofée  numérique  ou  littérale , de  quelque  degré  quelle  pui/fe  être , 
dont  xero  efi  le  fécond  membre , lorfque  fon  premier  terme  n'a 
pas  d'autre  ccëficient  que  l'unité  ; qu'il  n'y  a dans  fes  termes  ni 
f rallions , ni  incommenfurables  ; & que  tous  les  termes  font  ho- 
mogènes lorfque  l'équation  efi  littérale  . 

METHODE  GENERALE. 

l°.  T L faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme , dont 
1 l’unité  & le  dernier  terme  lui-même,  font  toujours  du 
nombre , & écrire  tous  ces  divifeurs  de  fuite  ôc  par  ordre , 

O 
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c’eft  à dire  , les  plus  fimples  les  premiers . z°.  Il  faut  divifer 

I équation  propose  fucceflivement  par  1 Inconnue  linéaire  de 
l’équation  moins  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme, 
en  commençant  par  les  plus  fimples  , fuppofe  qu’on  connoif- 
fe  par  les  lignes  qu’il  y a des  racines  pofitives  dans  l’équation . 

II  faut  enfuite  la  divifer  fuccelfivement  par  l’inconnue  li- 
néaire plus  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme  , en  al- 
lant par  ordre  des  plus  fimples  aux  plus  compofés  , fuppofe 
qu’on  connoiffe  par  les  lignes  qu’il  y a des  racines  négatives 
dans  l’équation  . Le  premier  des  divifeurs  par  lequel  l’équa- 

zCition  fera  divifée  fans  refte , * contiendra  une  des  racines 
qu’on  cherche,  qui  fera  pofitivc,  fi  dans  le  divifeur  elle  eft 
jointe  à l’inconnue  par  le  ligne  — i & négative,  fi  c’eft  par 
le  ligne  -4* . 30.  Après  avoir  trouvé  une  racine  de  l’équation , on 
continuera  d’operer  de  la  même  maniéré  fur  le  quotient 
qu’on  aura  trouvé , & fi  on  trouve  une  fécondé  racine , on 
opérera  de  la  même  maniéré  fur  le  nouveau  quotient  j ce 
que  l’on  continuera  jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  toutes  les  raci- 
nes de  l’équation  : & on  les  trouvera  toutes  par  cette  métho- 
de, fi  elles  font  toutes  commenfurables . 

Exemple  I. 

P OüR  trouver  les  racines  de  l’équation  x1 — 3**  — xo* 
-4-24  = 0,  10.  , il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier 
terme  , & l’on  trouvera  r,  2,  3, 4, 6, 8, 1 2, 24  x°*  Il  faut  faire 
les  équations  fimples  x — 1 =0,  x — 2 = o,  x — 3 = o, 
#-^-4=0,  x — 6=0,  x — 8=0,  x — 12  = 0,  *• — 24 
= o , dont  les  racines  font  pofitives , & contiennent  de  fuite 
tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  „ Il  faut  faire  de  meme 
les  équations  fimples  #-4-1=0,* -*-2  = 0,  #-4-3  = 0,  &ç. 
dont  les  racines  font  négatives  , 3c  contiennent  les  mêmes  „ 

divifeurs . . 

S’il  n'y  avoit  que  des  racines  pofitives , les  premières  équa- 
tions fimples  fuffiroient  ; & les  demieres  fuffiroient  s’il  n’y  en 
avoit  que  de  négatives:  mais  il  faut  fe  fervir  des  unes  & des 
autres,  les  fignes  des  termes  de  l’équation  propofée  faifant  voir 
quelle  contient  des  racines  pofitives  & négatives  . 

11  faut  enfuite  divifer  lequation  propofée  par  x — 1 = o j 
& comme  l’on  trouve  un  refte,  & que  la  divifion  neft  pas 
exaéle,  on  eft  affuré  que  * ■ — 1=0  ne  contient  pas  une 
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racine  pofitive  de  la  propofée , c’eft  à dire  que  1 n’eft  pas 
/ une  racine  de  la  propofée . 

Il  faut  la  divifer  par  *>•*•  1 =0;  & comme  Ion  trouve 
un  refie  j *»(*i=one  contient  pas  une  racine  négative 
de  l’équation  . Les  deux  divifeurs  x — r=o,  x 1 = 0 
n’ayant  pas  fait  trouver  de  racines  , il  faut  fe  fervir  par  ordre 
des  fuivans , en  commençant  par  x — 2=0:  mais  l’on 
trouve  que  la  propofée  fe  divifè  exactement  par  x — 2 = 0, 
& le  quotient  eft  xx — ix  — 12  = 0.  Cela  fait  voir  que 
x — 2=0  contient  une  racine  pofitive , qui  eft  2 , de 
Iequation  propofée. 

3®.  Il  ne  faut  plus  divifer  la  propofée , mais  feulement  le 
quotient  xx  — ix  — j 2 = o , non  par  les  divifeurs  x — 1 
= o , *-+-i  = o,  qui  ont  donné  des  refies,  ( car  s’ils  étoient 
des  divifeurs  exaéls  de  ce  quotient,  ils  le  feroient  auffi  de  la 
propofée , ) mais  par  les  divifeurs  x — 2 = o,at-*-z  = o, 
& les  autres  fuivans;  & l’on  trouve  qu’en  le  divifant  par 
x • — 2 = o,  par  **+-2=0,  par  x — 3 = 0,  il  y a des 
refies  ; mais  qu’il  fe  divife  exactement  par  *-+-3=0,  & le 
quotient  eft  x — 4 =o,  ainfi  .*■-+-  3 = o , & x — 4 =0, 
contiennent  les  deux  autres  racines  de  la  propofée,  qui  font  la 
négative  — 3,  & la  pofitive  4 . Et  l’équation  eft  rcfblue; 
les  trois  racines  font  •+•  2 , — 3,  ■+■  4. 

Exemple  II. 

Pour  trouver  les  racines  de  réquation  x1 — gxx»*-  22* 
— 8 =0: 

i°.  Il  faut  chercher  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme,  qui 
font  i,  2,4,  8. 

2°.  Il  faut  faire  les  feules  équations  fimples  x — r = o , 
* — 2 = 0,  x — 4 = 0,  x — 8 = 0;  parceque  les  lignes 
alternatifs  ■+•  & — de  la  propofée , font  voir  que  toutes  fes 
racines  font  pofîtives. 

Il  faut  divifer  la  propofée  fucceflivement  par  ces  équations 
fimples,  & l’on  trouve  que  a? — 1 =0,  x — 2 = 0,  don- 
nent des  refies  ; mais  que  la  divifion  fe  fait  exaClement  par 
x — 4 = °;  & le  quotient  eft  ** — y*  2 = o . Cela  fait 
voir  que  •+•  4 eft  une  racine  de  la  propofée . 

3®.  Il  faut  divifer  le  quotient  non  par  x — 1 = 0,* — 2 = 0, 
qui  ont  donné  des  relies , mais  par  a?  — 4=0»  * — 8=0, 

O ij 
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& la  divifion  ne  pouvant  fe  faire  exactement , le  quotient 
ou  l’équation  xx  — 5*  2 = o,  n’a  pas  de  racines  com. 

menfu  râbles; 

Si  l'on  veut  avoir  la  réfolution  entière  de  la  propose  x! 

. — gxx  nx  — 8 = 0,  dont  on  connolt  déjà  une  des  ra- 

cines , qui  efl  -4-  4 , on  cherchera  les  deux  autres  en  refol- 
vant  1 équation  xx  — 5*  1 = o,  qui  eft  du  fécond  degré. 

Il  faut  faire  paffer  le  dernier  terme  dans  le  lècond  membre  , 
& l’on  aura  xx  — 5 x = — 2 ; ajouter  •+■  -L*- , qui  eft  le  quarré 
de  la  moitié  du  coëficient  du  fécond  terme , à chaque  mem- 
bre, & l’on  aura  xx  — 5*  — 2 = & enfin 

tirer  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , & l’on  aura  x 
— ~ = iS  & par  tranfpcfition  x = 7 y'  ou  x = f 
•4»  j 1 7;  & l’on  aura  encore  x = | — t ^ J7>  en  diviûnt 
xx  — 5*  2 = o;  par  x — i y/  17  = o.  Et  la  pro- 

pofée  fera  entièrement  réfolue. 

Exemple  III. 

Pour  trouver  les  racines  de  xJ  — zaxx  — 3 aax  (>aab  = o 

— 2 hxx  •‘r^abx  •+*  9 aac 

— y xx  -4-  6acx 

l°.  Il  faut  chercher  tous  les  divifeursdu  dernier  terme,  qui 
fonti.  3.  a.  aa.  3 a.  laa . zb^ry,  èb^ÿC.  zab^-^ac, 
fab^gac.  zaab-^^aac.  baab^rgaac . 

2°.  Les  équations  fimples  qui  doivent  fervir  de  divifeurs 
pour  les  racines  pofitives  , font  x — 1=0.  x — 3 = eu 
x — a = o.  x — aa=  o.  x — 30  = 0 , &c.  Pour  les 
racines  négatives,  x ■+•  1 = o.  x •+-  3 = o,  x-t-d  =0. 
x*r aa=o.  x -4- 33=0,  &c. 

En  faifant  la  divifion  de  la  propofée  par  x — 1 — o , 
x ■+■  1 = o . x — 3 = o . x *+•  3=0.  x — a=o , on 
trouve  des  refies  : mais  divifant  la  propofée  par  x •+■  a = o, 
la  divifion  eft  exaCte,  & le  quotient  eft  xx  — ^ax^-iab—o 

— 2èx  *4»  gac 

— Vx 

Ainfi  x *♦■  « — o contient  une  racine  négative  de  la  propofée, 
qui  eft  — a. 

3®.  Continuant  de  divilêr  ce  quotient , qui  ne  contient  que 
des  racines  pofitives  , comme  les  lignes  alternatifs  -♦-  & — 
le  font  voir,  par  les  ftuls  divifeurs  des  racines  pofitives  , en 
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paflant  ceux  qui  ont  déjà  donné  des  refies , on  trouve  que  la 
divifion  fe  fait  exactement  par  x — 34  = °,  & que  le  quo- 
tient eft  x — 2 b — y — o;  ainfi  ■+■  34,  & ■+•  ib  y font 
les  deux  autres  racines  de  la  propofée , qui  font  pofitives  : & 
la  propofée  eft  refolue. 

Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  concevoir  clairement  la 
méthode  du  premier  Problème  , dont  la  démonflration  eft 
évidente  par  la  formation  des  équations  compofées. 

Corollaires. 

T I. 

S 7*  JLjO R s qu  E l’inconnue  n’eft  pas  linéaire  dans  le  penultieme 
terme,  mais  regardant  la  puiflance  de  l’inconnue  qui  eft  dans 
ce  pénultième  terme  comme  linéaire  , les  autres  termes  , 
excepté  le  dernier  , en  contiennent  les  puiftances  exaétes  , 
comme  dans  l’équation  x * ■+■  aax*  — a+xx  — <j‘  =0. 

— 2 cc  ■+*  c4  — 2 a+cc 

Dans  ce  cas  il  ne  faut  pas  prendre  dans  les  équations  fimples 
qui  doivent  être  les  divifeurs  de  la  propofée , l’inconnue  li- 
néaire , mais  la  puiflance  de  l'inconnue  qui  eft  dans  le  pé- 
nultième terme. 

Dans  cet  exemple  , où  les  divifeurs  du  dernier  fermé  font 
I.  a.  aa.  aa<+-cc,  &c.  les  équations  fimples  qui  doivent 
fervirde  divifeurs  feront  xx — 1 = 0,  xx  — a = o,xx — aa 
= o,xx  — aa  — ce  = o,  &c.  En  faifant  la  divifion  de  la 
proppfée  par  xx — aa  — et  — o , on  trouve  quelle  fe  fait 
fans  refte»  ainfi  aa  •+*  cc  eft  une  racine  pofitive  de  la  pro- 
pofée, 6c.  le  quotient  x 4 -4-  2 aaxx  -4-  a*  = o,  contient  les 

— ce  ‘ -4-  aacc 

deux  autres  racines  qui  font  incommenfurables- 

En  refolvant  ce  quotient , qui  eft  une  équation  du  fécond 
degré,  on  trouvera  que  les  deux  autres  racines  font  \cc- — aa 
■4-  {■  c\/cc  — %aa,  & 7 cc  aa  — 7 c/ce  — 844. 

n. 

j 8.  Au  lieu  de  faire  la  divifion  de  la  propofée  par  l’inconnue 
— ou  -4-  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme  , on  peut 
fubftituer  fucceffiveraent  dans  la  propofée,  chacun  des  divi- 
feurs  du  dernier  terme  & fes  puiffances,  à la  place  de  l’in- 
connue & de  fes  puiftances  ; celui  des  divifeurs  dont  la  fubfti- 
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tution  fera  que  tous  les  termes  fe  détruiront  par  les  lignes  con- 

* 33‘ trafics , * fera  une  des  racines  de  l’équation r & les  divifeurs 

dont  la  fubflitution  ne  fera  pas  détruire  tous  les  termes  par 
des  lignes  contraires  , ne  feront  pas  les  racines  de  l’équation  : 
ceux  de  ces  divifeurs  du  dernier  terme  qui  étant  fubftituez 
dans  la  propofée  avec  le  ligne  -H,  feront  détruire  tous  les  ter-. 

* 3 3- mes  de  l’équation,  * feront  les  racines  politives:  ceux  qui 

étant  fubflituez  avec  le  ligne  — , feront  détruire  tous  les  ter- 

* 3 3. mes  de  la  propofée , * feront  les  racines  négatives. 

En  fublîituant  par  ordre  dans  le  premier  exemple  xs  — 3** 
— 10*  -4-  24  = 0,  les  divifeurs  du  dernier  terme  -4-  1,  -4-  2, 
•4-  3»  &c.  ou  — 1,  — 2,  — 3,  &c.  on  trouve  que  la  fubftitu- 
tion  de  -4-  1,  & de  — 1,  ne  fait  pas  détruire  les  termes;  mais 
la  fubflitution  de  -*■  2 à la  place  de  *,  donne  «4-S — 12  — 20 
•4-  24,  dont  tous  les  termes  fe  détruifent;  ainft  2 ell  une 
racine  pofitive  de  la  propofée.. 

On  abailTera  enfuite  la  propofée,  en  la  divifant  par  * — 2 
= o;  & l’on  trouvera  le  quotient  xx  — 1*  — 12  = o,  qui 
contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée»  & fublîituant 
dans  ce  quotient,  non  les  divifeurs  -4-  1 , — r , qui  n’ont  pas 
fait  évanouir  tous  les  termes  de  la  propofée  , mais  les  autres 
•♦-2,  — 2 -4-3,  — 3,  &c.  l’on  trouve  que  la  fubflitution 
de  — 3 fait  détruire  tous  les  termes , les  rendant  égaux  à zé- 
ro , ainfi  — 3 ell  une  racine  négative  de  l’équation  propofée  . 

Divifant  le  quotient  xx — ix — 12  = o,  par  *-4-  3 = o,, 
Ion  trouve  le  quotient  jufte  x — 4 = 0,  qui  fait  voir  que. 
-e  4 ell  la  troiûéme  racine  de  la  propofée.. 

La  démonllration  de  ce  Corollaire  ell  évidente  par  31- 

III. 

Le  coëficient  du  fécond  terme  d’une  équation  cortipofée 
contenant  les  racines  de  l’équation  , il  ell  évident  que  les  di- 
vifëurs  du  dernier  terme  y qui  ont  plus  de  dimenlions  que  le 
coëficient  du  fécond  terme  , font  inutiles,  & qu’ils  ne  peuvent 
fervir  pour  former  les  équations  linéaires  qui  peuvent  exacte- 
ment divifer  la  propofée  ; ainfi  dans  le  troilïéme  exemple , où 
le  coëficient  du  fécond  terme  cil  linéaire  , les  divifeurs  du  der- 
nier terme  qui  ont  plus  d’une  dimenfion,  font  inutiles,  & ne 
peuvent  être  les  racines  de  l’équation . 

Dans  les  équations  numériques  , s’il  y avoit  des  divifeurs 
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tjui  furpaftaflent  le  plus  grand  coêficient  négatif  augmenté 
de  l’unité,  ils  feroient  inutiles  pour  trouver  les  racines  pofi- 
tives , étant  plus  grands  que  les  racines  pofitives . * *47 

IV. 

Lorfque  la  méthode  du  Problème  fait  trouver  quelques 
racines,  mais  non  pas  toutes,  il  eft  évident  que  l’équation 
contient  des  racines  commenfurables , qui  font  celles  que 
fait  trouver  la  méthode;  & d’autres  incommenfurables , qui 
font  celles  qu’on  ne  peut  pas  trouver  par  la  méthode  ï Et  fi 
l'on  n’en  peut  trouver  aucune  par  le  Problème  , elles  font 
toutes  incommenfurables . * *37. 

V. 

^ Il  y a des  cas  oïl  quand  même  l’équation  compofée  con- 
tiendrait  des  incommenfurables.,  on  ne  la  1 (Ternit  p.s  d’en 
trouver  les  racines  par  la  méthode  generale  ; il  faut  dans  ces 
cas  que  la  grandeur  incommenfurable  foir  un  divifêur  exaéfc 
du  dernier  terme  de  1 équation,  ou  qu’elle  foit  une  partie  d’un 
divifeur  exafT  du  dernier  terme,  comme  dans  cet  exemple  : 

rV*  bxx ibxy/ab'*"  18^  O 

— xxjab+-$bb  — . 6 bby/at-*-  $bb 

La  grandeur  — ab  -t-  ^bb,  eft  un  divi/êur  exaél  du  der- 
nier terme.  En  divifant  la  propofee  par  * •+■  — y/âb^-^fb 

= 0,  ladivifioneft  exaéie,  & J’on  rrouvelequotient  xx 2 bx 

**‘6bl>z=o‘}  ainfi  — ib^y/ab-^^bb , eft  une  racine  de  la 
propolêe , & le  quotient  contient  les  deux  autres  racines  , 
qui  font  imaginaires  , l’une  étant  b h-/- ^JbbZ  & l’autre 
î—y/  — 5 bb, 

VI. 

Lorfqu’une  équation  compofée  eft  le  produit  d’autres  équa- 
tions composes  d’un  moindre  degré  que  la  propoféc,  & qu'il 
yen  a quelqu’une  parmi  ces  dernieres  qui  n’a  que  le  premier 

& le  dernier  terme,  comme*# — aa  = o,  x' n!  — o y ftç. 

& que  ce  fermer  terme  — aa  , ou  — a?  eft  une  grandeur 
comrnenfurable  , on  peut  trouver  par  la  méthode  generale 
ces  équations  d un  moindre  degré  , qui  n’ont  que  le  premier  ÔQ 
le  dernier  terme. 

Par  exemple  , on  veut  refoudre  l'équation  x*  — 2 fce* 

aaxx  •+•  2 aabx  — qaabb  =0,  les  divifeurs  du  derniet 

4 bbxx 
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terme  font  i . a . b . ab.  aa.  bb . aab . abb . aabb . On  trouve 
qu’en  divifant  la  propofée  par  les  équations  x — i = o , 

iJf  -4-  I = 0,  X a = 0 , X -4“  4=0,  X b = O,  AT  "4“^  = 0, 

la  divifion  n’eft  pas  exaéle. 

Il  faut  voir  enfuite  fi  la  propofée  ne  peut  point  être  divi- 
fée  par  XX  — ab  = o,  xx-*-ab  = o,  — <m  = o;  & l’on 

trouve  qu’elle  Ce  divife  exa&ement  par  xx  — - aa  = o;  & 
que  le  quotient  eft  xx — zbx<4-nbb=zo  : Ainfi xx — aa=o 
eft  une  des  équations  dont  la  propofée  eft  le  produit , & 
& l’autre  eft  le  quotient  xx  — 2bx’*-^b=o. 

En  refol vant  xx — aa  = o,  on  trouve  xx  = aa,  x = i/aa, 
& x = — u' aa  y qui  font  deux  racines  de  la  propofée . 

Le  quotient  xx  < — 2hx  $bb  = o , contient  les  deux  au- 
tres racines  *4-  b ■+■  y/ — 3 bb  t ■+•  b — y/  — %bb,  qui  font  ima- 
ginaires. 

PROBLEME  IL 

5 9 LORSQU'UNE  équation  compose , de  quelque  degré  qu'el- 
le puijje  être  y a un  coëficient  different  de  l'unité  dans  fon  premier 
termes  quelle  n'a  nifraSlions,  ni  incommcnfurahles , trouver 
toutes  les  racines  commenfurables  quelle  peut  avoir . 

METHODE  GENERALE. 

i°.  Jl  faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coêficient  du  pre- 
mier terme,  & tous  les  divifeurs  du  dernier  terme;  & après 
avoir  multiplié  tous  les  divifeurs  du  premier  terme  par  l’in- 
connue linéaire , il  faut  faire  des  équations  fimples  de  ces 
produits,  & de  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme,  met- 
tant le  ligne  — devant  chacun  de  ces  divifeurs  du  dernier 
terme,  pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée; 
& pour  trouver  les  négatives. 

2°.  Il  faut  divifer  la  propofée  fucceflivement  par  ces  équa- 
tions fimples , jufqu’à  ce  qu’on  en  trouve  une  qui  fafle  la 
divifion  fans  refte  : Elle  contiendra  une  des  racines  de  la 
propofée . 

30.  Il  faut  continuer  l'operation  fur  le  quotient,  jufqu’à  ce 
qu’on  trouve  une  feconde  racine  de  la  propofée , & faire  la 
même  operation  fur  le  quotient  que  fera  trouver  cette  fe- 
conde racine. 

En 
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En  continuant  cette  operation  , on  trouvera  toutes  les  raci- 
nes de  la  propofée , fi  elles  font  commenfurablcs. 

S’il  fe  trouve  des  quotiens  dont  on  ne  puiffe  trouver  les  ra- 
cines par  cette  méthode  , la  propofée  aura  des  racines  incom- 
menfurables , qui  font  celles  de  ces  quotiens . Et  fi  l’on  ne  pou- 
voit  trouver  aucune  racine  de  la  propofée  par  cette  méthode , 
elles  feraient  toutes  incommenfurables . 

Exemple. 

Ho  u R trouver  les  racines  de  ccfX'—*»cfxx  *+»Mcx  — }«„£*=♦ 

"**  ■ — bbccxx  p+*]»abifx 

■—  3 btcfxx*^  ib*cx 

ï®  , tous  les  divifeurs  du  coêficient  ccf  du  premier  terme  font 
i . c.cc.f.cf.  ccf.  Tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  3 aab* 
font  1.  3.  a.  3 a.  aa.  3 eut.  b.  fb . ab.  %ab.  aab . laab.  bb.  3 bb, 
&c.  Tous  les  produits  des  divifeurs  du  coêficient  du  premier 
terme  par  l’inconnue  x , font»,  ex.  ccx.  fx.  cfx.  ccfx.  Les 
équations  Amples  par  lefquelles  il  faut  divifer  la  propofée 
qui  n’a  que  des  racines  poûtives  comme  les  lignes  alterna- 
tifs -4-  & — le  font  voir,  font  * — 1 = 0,  x — 3=0,*  — a 
= o , x — 3a  = o,  &c.  ex  — i = o,  ex — 3 = 0,  ex — a 
= 0 ,cx  — = o,  ex  — aa  — o , &c.  ccx  — 1=0,  ccx 

— 3=0,  &c.  fx  — 1 =0 1 fx — 3 = 0,  &c.  & ainfi  de  fuite. 

Si  la  propofée  a voit  des  racines  négatives  , il  faudrait  enco- 
re faire  les  équations  fimples  x 1 = o , *-+-3  = 0,  &c. 
cx-t-  r = o,  cr-t-  3 =0,  &c.  rc»«+»  1 = 0,  ccx  3 = 0,  &c. 
& ainfi  de  fuite . 

a®.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  ces  équations  fimples,  & 
l’on  trouve  que  ex  — aa  = o,  fait  la  divifion  fans  refte,  & 
que  le  quotient  eft  cfxx  — 3 bbfx  = o.  Ainfi  ex  — aa 
— bbex 

= o,  contient  une  racine  de  la  propofée  qui  eft  x — 

3°.  Il  faut  continuer  la  même  operation  fur  le  quotient  ; 
mais  il  ne  faut  fe  fervir  que  des  équations  fimples,  dont  le 
premier  terme  eft  le  produit  d’un  des  divifeurs  du  coêficient 
cf  du  premier  terme  du  quotient  par  x , & dont  le  fécond, 
terme  eft  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  3 b*  du  quotient  , 
& paffer  toutes  les  autres  comme  inutiles , comme  auffi  celles 
qui  ont  donné  des  reftes  dans  la  première  operation  ; & l’on 
trouvera  que  le  quotient  cfxx  — 3 bbfx  «*■  36+  = o,  fe  divifê 

■ — bbex  P 
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exaâement  par  fx  — bb  = o,  & que  le  quotient  qui  en  vient 
eft  ex  — ^Ib  = o . Ainlî  l’on  a les  deux  autres  racines  de  la 
propofée , qui  font  x — j,  & x — 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  évidente  par  la  for- 
mation des  équations  compofées,  dont  le  premier  terme  a un 
* 27.  coëficient  diffèrent  de  l’unité . * 

Avertissement. 

On  verra  l’ufage  du  fécond  Problème  dans  la  fuite,  Iorf- 
qu’on  cnfëignera  à abaiftèr  une  équation  compofée  au  plusfim- 
ple  degré  ; & l’on  voit  affez  qu’il  fert  à trouver  les  racines  des 
équations  compofées  qui  ont  des  fra fiions , lorfqu  on  ne  veut 
pas  prendre  la  peine  de  les  transformer  en  d’autres  qui  n’ayent 
que  l’unité  pour  le  coëficient  du  premier  terme . 


SECTION  II. 

Où  l'on  explique  d' autres  méthodes  pour  refoudre  le  premier 
& le  fécond  Problème , qui  abrègent  fouvent 
les  operations. 

PREMIERE  METHODE. 

fo.i’.TL  faut  partager  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  en 
deux  fommes  , & chercher  par  la  méthode  qu’on  a 
donnée  pour  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  , un 
divifeur  commun  à ces  deux  fommes  : fi  ce  divifeur  com- 
mun contient  l’inconnue  linéaire  , il  contient  neceffàirement 
une  racine  de  l’équation  ; & l’équation  étant  divifée  par  ce 
divifeur  commun  , le  quotient  contiendra  les  autres  racines  , 
qu’on  cherchera  de  la  même  maniéré. 

2*.  Si  ce  divifeur  commun  contient  differentes  puiffances 
de  l’inconnue  , il  faut  divifer  l’équation  propofée  par  ce  divi- 
feur commun;  & fi  le  quotient  exa£k,  qui  en  viendra  necef- 
fàirement , contient  l’inconnue  linéaire  , ce  quotient  con- 
tiendra une  des  racines  de  la  propofée  , & le  divifeur  com- 
mun contiendra  les  autres.  Si  ce  quotient  contient  differen- 
tes puiffances  de  l’inconnue  , on  eft  afluré  que  ce  quotient 
& le  divifeur  commun , font  deux  équations  dont  la  propo- 
se eft  le  produit:  On  opérera  fur  chacune  comme  l’on  a 
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fait  fitr  la  propofée;  c’eft  à dire , on  partagera  le  divifcur  com- 
mun en  deux  fommes,  dont  on  cherchera  le  divifeur  commun; 
& on  partagera  de  même  le  quotient  en  deux  fommes , dont 
on  cherchera  le  divifeur  commun,  &c.  Et  en  continuant  d’ope- 
rer  de  cette  maniéré,  fi  l’on  arrive  à un  divifeur  commun,  ou  à 
un  quotient  exaél,  où  l’inconnue  foit  linéaire,  il  contiendra  une 
racine  de  la  propofée;  & on  les  trouvera  toutes  le*  unes  après 
les  autres,  fi  elles  font  commenfurables. 

3°.  Pour  obferver  de  l’ordre  dans  ce  partage  de  toutes  les 
grandeurs  d’une  équation  en  deux  fommes , on  mettra  dans 
une  des  deux  fommes  toutes  les  quantités  de  l’équation  où  fe 
trouve  une  même  lettre,  & toutes  les  autres  dans  l’autre.  Et  fi 
cela  ne  réulfit  pas,  on  mettra  dans  une  des  femmes  les  gran- 
deurs de  l’équation , où  une  même  lettre  a un  même  nombre 
de  dimenfions,  & les  autres  dans  la  fécondé  femme  : ou  bien 
on  mettra  dans  la  première  femme  les  grandeurs  où  font  deux 
lettres  differentes,  & les  autres  dans  la  fécondé,  &c. 

4°.  Quand  on  a fait  le  partage  de  l’équation  en  deux  fem- 
mes , on  peut  chercher  le  divifeur  commun  de  la  propofée  & 
de  l’une  des  deux  femmes,  au  lieu  de  chercher  celui  des  deux 
femmes. 

Exemple  I. 

Po  u R trouver  les  racines  de  *> —*«**— 344* — = • 

£.  —CXX  JSCX  *+•  l*bc 

*+•4  JC  jc  —144  jc 
— b tx 

1“,  il  faut  partager  toutes  les  miantités  de  l’équation  en  deux 
fommes  , on  mettra  toutes  celles  où  fe  trouve  c dans  l’une,  & 
les  autres  dans  l’autre  femme  ; & l’on  aura 
arJ  — 2 axx  — $aax  — 3 aab  Et  — exx  ■+■  $acx  $abc 
-*■  bxx  — zabx  — bcx 

La  fécondé  femme  contenant  c dans  toutes  Ces  grandeurs  , i! 
faut  la  divifer  par  — r,&  l’on  aura  pour  la  fécondé  xx — iax 

lx 

— $ab.\\  faut  divifer  la  première  par  cette  fecoode,  & l’on 
trouvera  que  la  divifion  fe  fait  exaéfemeot  » ainfi  cette  fécon- 
dé femme  efl  un  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fé- 
condé femme  , & par  confequent  de  la  propofée.’ 

Ce  divifeur  commun  xx  — iax  — $ai  —o,  étant 

■+■  bx  P ij 
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une  équation  compofée  , & non  pas  linéaire , il  faut  divifer 
la  propofée  par  ce  divifeur  commun  , & l’on  trouvera  pour 
quotient  exaft  l’équation  linéaire  x -4-  a — c = o , qui  con- 
tient une  racine  de  la  propofée  qui  eft  x — — a + c . Le  di- 
vifeur commun  xx  — 3 ax  — 3 ab  = o , contient  les  deux 
bx 

autres  racines  de  la  propofée . 

Pour  les  trouver , on  partagera  xx  — idx  — 3 ab=  o en 

-H  bx 

deux  fommes  , mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où 
eft  b,  & les  autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura  bx  — 3 abt 
& xx  — 3<tv.  Divifant  la  première  par  b>  & la  fécondé  par  x , 
elles  feront  réduites  à X — 3*  = o,  x — 34=0  , qui  étant 
h même  grandeur , ont  pour  divifeur  commun  x — 34  = 0, 
qui  eft  neceffairement  un  divifeur  exa£t  de  la  propofée;  & 
étant  linéaire  , il  contient  une  fécondé  racine  de  la  propofée , 
qui  eft  x = 3 a. 

On  divifera  xx  — 3 ax — 3 ab  — o»  qui  contient  les  deux 

•4*  bx 

demieres  racines  de  la  propofée  , par  l’équation  linéaire 
x — 34=0,  qui  contient  l’une  de  ces  racines;  & le  quotient 
x-t-b  — o,  contiendra  la  dernicre  racine  , qui  eft  x ==  — b 9 

Exemple  II. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation 

M*  ’ — 3 aaxx  *+<  > J**bx  — > i taabb 
> — c *+«3 te  — 1 s*Ae  *4»iî abbe 

•—{A  p^ioab  —3  aad  r4*gaabd 
p+*d  — zad  «4-3  Med  *—9  abcd 
►4 «jAe  •— iz«AA 
•— de  -4-  6abi 
-H  6AA  — 6bbf 
' — ibi  >+•  \bcd 

1%  il  faut  partager  toutes  les  quantités  de  l’équation  en  deux 
Ibmmes  ; on  peut  mettre  dans  la  première  toutes  les  quan- 
tités où  font  les  deux  lettres  b & d%  & toutes  les  autres  dans 
la  fécondé;  & l’on  aura 

•—  f £*>►+*  loabxx  p+*  1 jaabx  — iS aaU> 

P*d  1 — î ad  — if*At  ■Hi8*AAc 

*4-jAc  *-‘i»ad  $aabd  Et  »— 3**** 

• — de  «H  %acd  —gabcd  t-«‘  M*3*fAue 

p^6bb  •— 1 tali 

*— 3Ad 

—— 6AAt 
*4-  jAfd 
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La  fécondé  peut  être  divifée  par  xx  ; & faifant  la  divifion  , 
l’on  trouve  pour  la  féconde  xx — 2 ax  — 3 aa 

— ex  *4- 34c 

Il  faut  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pre- 
mière fomme  & de  cette  fécondé  fomme  , & l’on  trouve 
que  xx  — 2 ax — 344  = o , eft  elle  - même  le  plus  grand 

— ex  3 ac. 
divifeur  commun . 

2°.  Il  faut  divifer  la  propofée  par  ce  divifeur  commun,  & 
l’on  trouve  le  quotient  exaét  xx  — 56*  ■+•  6bb  = o ; on  eft 

-4“  dx  — \ bd 

affiné  que  la  propofée  eft  le  produit  de  ces  deux  équations 
xx — 2 ax  — 344=0,  xx- — $bx  •*“  6bb=xo, 

— ex  3 ac  *4-  </x  — 3 bd 

Il  faut  chercher  feparénient  les  racines  de  chacune , de  la  mê- 
me maniéré  qu'on  a cherché  celles  de  la  propofée;  c’eft  à dire, 
il  faut  partager  la  première  en  deux  fommes , en  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  la  lettre  c , & les  autres 
dans  la  fécondé;  & l’on  trouve 

— cx^^ac.  Et  xx  — 24x — 3 aa. 

Divifant  la  première  par  — c , l’on  trouve  x — 34 , qui  eft 
un  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fécondé;  par 
confequent  x — 34  = 0,  contient  une  racine  de  l’équation 
xx — 2 ax — 34a  =0;  & par  confequent  une  racine  delà 
— ex  -4-3 ac 

propofee,  qui  eft  x — 34.  En  divifant  xx — iax — 344=0, 

— ex  •t’iac 

par  x — 34  = o,  le  quotient  x -t-  4 — c = o , contient  une 
autre  racine. 

11  faut  à prefent  trouver  les  racines  de  xx  — 5 bx  -4-  6 bb 

•4-  dx  — ibd 

= 0 ; pour  cela  on  partagera  cette  équation  en  deux  fbrames, 
mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  fe  trouve  dt  & les 
autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura 

-+*dx — 3 bd.  Et  xx — -$bx  + 6bl>. 

On  divifera  la  première  par  d,  & l’on  aura  x — 3 b , qui  eft 
un  divifeur  de  la  fécondé  xx  — 5 bx  -4-  6bb  . Ainfî  x — 3 b 
=0  , contient  une  racine  de  xx  — *,bx  -4-  6bb  = o . Divi- 

dx  — $bd 

fant  cette  équation  par  x — 3/  = o,  l’on  trouvera  le  quo» 

P iij 
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tient  x — il>  ■+*  d — ot  qui  contient  l’autre  racine  ; & l’on  a 

les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Dirnonjlration  de  cette  méthode . 

lle  dépend  de  cet  axiome , qu’un  diviféur  commun  aux 
deux  parties  d’un  tout  , eft  divifeur  du  tout»  & qu’un  divi- 
feur  commun  de  tout  & d’une  partie , eft  divifeur  de  l’autre 
partie . 

Les  équations  faites  de  l’inconnue  de  l’équation  propofée  , 
& de  quelques-unes  des  grandeurs  connues  de  la  propofée  % 
quand  elles  font  des  divifeurs  exafts  de  la  propofée , con- 
tiennent les  racines  de  la  propofée  . Or  il  eft  évident  par 
l’axiome  précèdent  * qu’on  trouve  par  la  méthode  ces  équa- 
tions qui  divifent  exactement  la  propofée  ; on  trouve  donc 
par  la  méthode  les  racines  de  la  propofée;  oh  quand  elles 
n’en  ont  pas  de  commenfurables , on  trouve  les  équations 
plus  fi m pies  que  la  propofée  * qui  contiennent  ces  racines , 
quand  elle  cfl  le  produit  d’autres,  équations  plus  fimples 
commenfurables . 

Application  de  la  meme  metbode  au  fécond  Problème, 
rf  o u R trouver  les  racines  de  «/* ««</**  +**»bbcx  — i»»P  =o 

~—bbccxx  i»*bbfx 
•— jbbtfxx  -4-  J b^cx 

Ie,  on  partagera  l’équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  toutes  les  grandeurs  où  fe  trouve  £ , & les  autres 
dans  la  fécondé  j & l’on  aura 

— bbccxx  -4- aalbex — $aab* 

— ibbcfxx  ■+•  ^aabbfx  Et  ccfx*  — - dâcfxx 

■1-  3 b*Cx 

Divifant  la  première  par  — bb  , & la  fécondé  par  cfxx  , on 
aura  ccxx — aaex-b-  jaabb 

■4“  yfxx  — 3 aafx  Et  ex  — aa 

— 3 bbex 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun , & on  trou- 
vera que  ex  — aa  — o,  eft  le  plus  grand  divifeur  commun; 
par  confequent  ex  — 44=0  contient  une  racine  de  la  pro- 
pofée, qui  eft  x = —■  • 

On  divifera  la  propofée  par  ex  — 44  = 0,  & l’on  aura 
le  quotient  cfxx  — 3 bbfx  -4-  = o , qui  contient  les  deux 

— bbex . 
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autres  racines  de  la  propofée  . On  le  partagera  en  deux 
fommes,  mettant  dans  la  première  les  grandeurs  où  eft/, 
& les  autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura 

cfxx  — 3 bbfx , Et  — bbcx  H-  3 b+ . 

Divifant  la  première  par  fx , & la  fécondé  par  — bb  t l’on 
aura  ex  — ibby  Et  ex — a&Æ . Ces  deux  fommes  conte- 
nant les  mêmes  grandeurs  , chacune  eft  leur  divifeur  com- 
mun j par  confeqnent  ex  — ybb  — o , contient  Une  fécondé 
Tacine  de  la  propose,  qui  eft  x = 

Enfin  divifant  r/r*. — 3W/x-*- 3&*  = o,  par  ex- — ibb—O, 
— bbcx 

on  trouvera  pour  quotient  fx  — bl  = o,  qui  contient  la 
TToifiéme  racine  de  la  propofée,  qui  eft  * = 

- La  démonftration  eft  la  même. 

R E M A R Q_U  E S. 

I. 

Qn  pourrait  propoferla  même  méthode  de  cette  autre  ma- 
niéré. Il  faut  fuppofer  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  pro- 
pofée oh  fe  trouve  une  même  lettre , ou  deux  lettres  differen- 
tes, égales  à zéro,  en  fuppofant  que  cette  lettre,  ou  chacune 
de  ces  lettres,  eft  égale  à zéro,  & feindre  une  équation  de 
toutes  ces  grandeurs;  & fi  l’on  veut  une  autre  de  toutes  les 
autres  grandeurs  de  l’équation , & chercher  un  divifeur 
commun  à ces  deux  équations  ; ou  bien  ( fi  l’on  veut ) chercher 
un  divifeur  commun  à la  propofee,  & à l’une  de  ces  deux 
équations,  & faire  le  refte  de  l’operation  marquée  dans  la 
méthode . 

U 

Lorfque  toutes  les  racines  d’une  équation  compofée  font 
incommenfurabJes  , & quelle  ne  peut  pas  être  le  produit 
d’équations  fimples  commenfurables  , elle  le  peut  être  fou- 
vent  de  deux  ou  de  plufieurs  équations  compofêes  plus  fim- 
ples , chacune  d’un  moindre  degré  que  la  propofee  , lef- 
quelles  équations  compofântes , quoiqu’elles  n’ayent  pas 
leurs  racines  commenfurables  , peuvent  pourtant  être  elles- 
mêmes  commenfurables  ; c’eft  à dire , elles  peuvent  ne  con- 
tenir aucunes  incommenfurables . Or  il  eft  évident  que  la 
méthode  qu’on  vient  d’expliquer  , ne  fert  pas  feulement  à 
trouver  les  racines  commenfurables  de  la  propofée , mais 
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au/li  les  équations  compofantes  plus  /impies  que  la  propoféc , 
& dont  elle  eft  le  produit , lorfque  ces  équations  plus  (impies 
font  commenfurables;  ce  qui  fert  à abai/Ter  la  propofée  à un 
moindre  degré. 

III. 

Lorfqu  après  avoir  fait  le  partage  de  toutes  les  grandeurs 
d’une  équation  compc/ee  en  deux  fommes , de  toutes  les 
maniérés  qu’il  eft  po/lible,  on  ne  trouve  aucune  équation 
/impie  qui  la  divife  exactement , c’eft  une  marque  qu  elle  n a 
aucune  racine  commenfurable  -,  & lorfqu’on  ne  trouve  au- 
cune équation  compofée  plus  /impie  que  la  propofée  qui  la 
divife  exactement,  c’eft  une  marque  quelle  ne  peut  être 
abai/fée  à un  degré  plus  /impie;  c’eft  à dire,  quelle  ne  peut 
être  le  produit  d’autres  équations  compofées  plus  fimples 
qui  foient  commenfurables. 

IV. 

Cette  méthode  s’étend  au/fi  aux  équations  qui  ont  des 
incommenfurables  , lorfque  ces  équations  font  le  produit 
d’autres  équations  plus  /impies  qui  contiennent  les  mêmes 
incommenfurables,  ou  du  moins  dont  une  les  contient. 

Pour  trouver , par  exemple , les  racines  de  x>  -*■  bxx 

— xxy/ab 

m-  18b1  = ° , 

— 6bb  y/ ab  ■+■  3 bb 

on  partagera  cette  équation  en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  oh  fe  trouve  l’incommenfurable 
y/  ab *~ibb , & les  autres  dans  la  fécondé  ; & l’on  aura 

— xxy/ab+$bb  îbxy/ab  •*“  %bb  • — 6bb\S ab  -4-  j bb . 

Et  x1  -4-  bxx  -4-  18^ . Divifant  la  première  par  — y/ ab^r^bb, 
l’on  aura  pour  la  première  xx  — ibx  ■+•  6bb . On  cherchera 
le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  première  & de  la  fé- 
condé fommc , & l’on  trouvera  que  xx  — ibx  -4-  6 bb  = o , 
eft  ce  divifeur  commun,  par  lequel  divi/ànt  la  propofée,  on 
trouvera  le  quotient  exaét  x 3 b — y/ab^-^bl  = o,  qui 
contient  une  racine  de  la  propofée  , qui  eft  x = — 3 b 
•4-  y/ab-t-ibb  . Le  divifeur  xx  — ibx  -4-  6 bb  = o , contient 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires , la  première  étant  x = b 
— $bb ; la  fécondé , x xxx  b — 5 bb. 

Seconde 
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Seconde  Méthode. 

^ 1 ' i°.  J L &ut  regarder  une  des  grandeurs  connues  de  l’équation 
compofée  dont  on  veut  trouver  les  racines , ou  bien  les  équa- 
tions commenfurables  plus  Amples  qui  la  divifent  exaélement , 
comme  l'inconnue  de  l’équation»  & confiderer  l’inconnue  de 
l’équation  comme  une  grandeur  connue,  & ordonner  l’équa- 
tion par  rapport  à cette  inconnue  fuppofée  , 

2°.  Il  faut  enfuite  appliquer  à l’équation  ainfi  ordonnée  , la 
méthode  du  fécond  Problème  , ou  la  première  méthode  de 
cette  feélion;  & fi  l’on  trouve  des  équations , dans  lefquelles 
l’inconnue  delapropofée  foit  linéaire,  qui  divifent  exactement 
cette  équation , on  aura  les  racines  de  la  propofée . Si  l’on 
trouve  des  équations  qui  divifent  exactement  cette  équation  , 
qui  contiennent  des  puiflances  de  l’inconnue  de  la  propofée, 
l’on  aura  les  équations  compofées  plus  Amples  que  la  pro- 
pofée, dont  elle  eft  le  produit.  L'on  opérera  fur  chacune  de 
ces  équations  compofées  plus  Amples,  comme  l’on  a fait  fur 
la  propofée . 

3°.  Dans  le  choix  qu'on  fera  d’une  grandeur  connue  de  la 
propofée , pour  en  faire  l’inconnue  de  l'équation  , il  faut  en 
prendre  une  dont  la  plus  haute  puiflaocefbit  moindre  que  cel- 
le de  l’inconnue  de  la  propofée , pour  avoir  une  équation  d'un 
moindre  degré  que  la  propofée,  & qui  foit  par  coniëquent  plus 
facile  à refoudre . 

—,  Exemple. 

ou  R trouver  les  racines  de  cette  équation  du  troiAéme 

degré , ICXX  — MtX  +*ccd  —O, 

•4 + »xx  — icx  — ncd 
*d»bxx  bx  — bcd 

P^dxx  «4*  ccx*+»»bd 

— Itdx 
H*  »dx 
+/*bdx 

ï* , on  regardera  la  connue  c comme  inconnue  , & fincon. 
nue  x comme  connue  ; & après  avoir  ordonné  l’équation 
par  rapport  à l’inconnue  c,  on  aura  l’équation  fuivantc  du 
fécond  degré  dtf~-»dc  <+•  *bd  — Q 

Ÿr*xcc  — bdc  H-  abx 

■ — »XC  •Çmadx 

—bxc  m^mbdx 
r^idxc  H-  xxx 
f— 14XXT  ■+•  bxX 
>♦*  dxx 

#H*‘  Q 
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^9.  Pour  fe  fenrir  de  la  méthode  du  fécond  Problème,  il 
faut  trouver  tous  les  divifeurs  du  coéficient  du  premier  terme 
//-+*  x , qui  font  i . d*rx\  & leurs  produits  par  l’incoonue  ct 
qui  font  c,  cd  -4-  ex.  Il  faut  auffi , trouver  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme.  Pour  les  trouver , on  feindra  que  ce  dernier 
terme  eft  une  équation  j & l’on  aura 

X1  •+mdxX’+mbdx*-abd=o.  . 

•4-  ixx  -4-  adx 
•4-  axx  -4*  abx 

On  cherchera  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier  terme  ald , 
qui  font  i.  a.  b.  d.ab.  ad.  bd.  abd . On  fera  les  équations 
fimples  x I = o.  at  -4»  4 = o . x b = o . x d = o . 
Il  eft  inutile  d'en  faire  d’autres,  pareeque  les  racines  de  cette 
équation  feinte  font  toutes  négatives  , & les  divifeurs  jtb . 
ad,  &c.  ont  plus  de  dimenfions  qu’il  nen  faut  dans  ces  équa- 
tions fimples.  L’on  trouvera  que  la  divifion  de  cette  équa- 
tion feinte  fe  fait  exa&ement  par  x-4-4  = o , x-4-é=o, 
x •+■  d =o. 

Si  l’on  avoit  befoin  de  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme,  il 
n y aurait  qu’à  multiplier  ces  équations  fimples  les  unes  par  les 
autres  deux  à deux;  mais  ces  divifeurs  feraient  inutiles,  ayant 
plus  de  dimenfions  qu’il  n’en  faut . 

Ayant  les  divifeurs  du  dernier  terme,  dont  on  a befoin, 
en  fera  , félon  la  méthode  du  fécond  Problème  , les  équa- 
tions fimples  de  l’inconnue  c , & de  chacun  des  divifeurs  du 
dernier  terme;  & l’on  aura  c — x—-a  = o , c — x — b = o, 
t — x — d = o , &c.  On  ne  fait  pas  les  équations  fimples 
dc^xc  — x — 4 = 0,  &c.  pareeque  le  premier  terme  de 
•4-  atf  , a plus  de  dimenfions  qu’il  ne  faut.  On  divifera  l’équa- 
tion , dont  c eft  fuppofee  l’inconnue , par  ces  équations  Am- 
ples , & on  trouvera  qu’elle  fe  divife  fans  reft«  par  c — x — a 
= o , & par  c — x — b = o : Ainfi  ces  équations  fimples 
contiennent  chacune  une  racine  de  la  propofee.  La  première 
eft  x =£  — 4 ; la  féconde , x = c- — b ; & l’on  trouvera , 
après  avoir  divifé  la  propofee  par  les  équations  fimples  x -4-  a 
— c = o,  x *4-  b — c — o,  le  quotient  exaél  x -4- = 
qui  contient  la  troifiéme  racine  x = — d. 

Remar  qju  e. 

O N aurait  beaucoup  abrégé  l’operation  précédente  , fi  l’on 
avoit  examiné  , avant  de  chercher  les  divifeurs  du  dernier 
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terme  de  réquation  dont  c a été  fuppofee  l'inconnue  , fi  un 
des  divifeurs  du  premier  terme  *“xcc,  par  exemple  d+-x, 
ne  le  /croit  point  au/fi  de  toute  cette  équation » & comme 
l’on  aurait  trouvé  qu’il  la  divifé  /ans  relie,  & que  le  quotient 
eft  sc — ac  *+*  ab = o , 

— bc  *-ax 

— 2 XC  -4-  bx 

*+•  XX 

Je  divi/êur  d +-  x = o , contiendrait  déjà  une  racine  de  la 
propofee  , qui  ell  x = — d.  L’on  trouverait  les  deux  autres 
en  opérant  feulement  fur  le  quotient  : mais  on  ne  s’e/l  pas  fer* 
vi  de  cet  abrégé,  afin  de  faire  mieux  concevoir  cette  fécon- 
de méthode. 

Autre  maniéré  par  la  première  Méthode  de  cette  Seflion. 

On  partagera  l’équation  ordonnée  par  rapport  à la  lettre  ct 
confiderée  comme  inconnue , en  deux  fommes,  mettant  dans 
la  première  les  grandeurs  où  fé  trouve  la  lettre  d,  & les  au* 
très  dans  la  féconde  ; & Ion  aura 

•* •dcc — ade  -4- abd  Et  xcc  — axe  *+■  ahx  ■ 

; — b de  *radx  • — bxc  «4 “axx 

— 2 dxc  -4-  bdx  — ixxC  -4»  bxx 

•‘fdxx  ' *+•  x* 

Di  vi  Tant  la  première  par  d,âcl a féconde  par  x,  on  aura  pour 
l’une  & l’autre , ce — ac  ^rab 

— bc  •+•  ax 

— ixc  •‘rbx 

XX 

Ainfi  le  plus  grand  divifèur  commun  des  deux  fommes  eft 

ce  — ac  ’*fab= o, 

— bc  -4-  ax 

— 2 xC  bx 

-4-  xx 

Ondivi/éra  l’équation , dont  c eft  fuppofee  l’inconnue,  par 
ce  divifèur  commun,  & Ion  trouvera  le  quotient  d+*x—ot 
qui  contient  une  racine  de  la  propofée,  qui  eft  aj  = — d\. 
pour  avoir  les  deux  autres , on  partagera  le  divifèur  commua 
en  deux  fommes , mettant  dans  la  première  les  grandeurs 
où  fc  trouve  a , & les  autres  dans  la  fécondé»  & l’on  aura 
— ac^r-ab  Et  cc—~bc  ■*•£#  - • 

•+ax  — 2XC+-XX  Qjj 


Digitized  by  Google 


ia4  Analyse  démontré' e. 

Divifant  la  première  par — a,  l’on  aura  pour  la  première  <: — b 

— x,  qui  divHè  exactement  la  lêconde  ; ainû  c — b — x —o 
contient  une  fécondé  racine  de  la  propofée , qui  eft  x = c 

— b.  Divifant  et  — ac  *-ab  = o,  par  c — b — x = o, 

— bc  ■+■  ax 
— zxc+bx 

XX 

Ton  trouvera  le  quotient  c — a — x — © , qui  contient  la 
troifiéme  racine , qui  eft  x = c — a. 

Démonflration  de  la  fécondé  ntetbode. 

Jl  eft  évident  que  les  diviseurs  exafts  de  l’équation  qu’on  a 
ordonnée  par  rapport  à une  des  lettres  connues  de  la  propofée, 
regardée  comme  inconnue , font  auflï  des.  divifeurs  exaéts  de 
la  propofée;  & que  s’ils  contiennent  l'inconnue  linéaire  x de 
“itf &*7.Ia  propofée,  * ils  en  contiennent  les  racines;  s’ils  contiennent  les 
puiflànces  de  l’inconnue  x de  ta  propofée,,  ce  font  les  équations 
commenfurables  plus  fimpîes  que  la  propofée , dont  elle  eft 
le  produit  Or  la  méthode  fait  trouver  ces  divifeurs  exafb  , 
lorfqu’il  y en  a ; elle  fait  donc  trouver  les  racines  commenfu- 
rables de  la  propofée , ou  les  équations  commenfurables  plus 
fimpîes  que  la  propofée  , dont  elle  eft  le  produit. 

Troifiéme  méthode  par  fe  moyen  des  tram  formation! . 

Remarque!  neceffaires  pour  concevoir  clairement 
cette  metbode . 

O T TE  troifiéme  méthode  fèrvira  à abréger  la  méthode 
generale  du  premier  Problème,  principalement  dans  les  équa- 
tions numériques  ; elle  s’étend  auffi  aux  équations  littérales > 
mais  les  deux  méthodes  qui  précèdent , font  ordinairement 
les  plus  courtes  de  toutes  pour  ces  équations. 

La  longueur  de  la  méthode  generale  du  premier  Problème 
pour  trouver  les  racines  d’une  équation  compofée , vient  de 
ce  qu’étant  neceffaire  de  divifer  cette  équation  par  une 
équation  fimple  qui  contienne  l’inconnue  plus  ou  moins  un 
des  divifeurs  du  dernier  terme  ; quand  ce  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs  , il  y a beaucoup  de  divifions  à faire } 
avant  de  trouver  les  équations  fimpîes , qui  en  font  les  di- 
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vifeurs  ; ainfi  la  maniéré  d’abreger  cette  méthode , feroit  de 
diminuer  le  nombre  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  pro- 
pofée  , ou  de  pouvoir  diftinguer  parmi  ces  divifeurs  ceux-là 
feulement  qui  font  utiles  , & de  laifter  les  autres . 

Cela  fe  peut  faire  par  le  moyen  des  transformations  ; i*  , 
en  trouvant  une  transformée  dont  le  dernier  terme  contien- 
ne moins  de  divifeurs  que  la  propofée  ; par  cette  maniéré 
on  trouvera  plus  facilement  les  racines  de  la  transformée , 
qui  feront  enfuite  connoître  celles  de  la  propofée  . 20.  En 
trouvant  une  ou  plufieurs  transformées  , dont  les  racines 
foient  celles  de  la  propofée  augmentées  ou  diminuées  d’une 
grandeur  connue  ; car  les  racines  de  ces  transformées  étant 
diminuées  ou  augmentées  de  la  même  grandeur  connue  , 
feront  celles  de  la  propofée  > & ces  racines  des  transformées 
devant  être  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  ; en  dimi- 
nuant ou  augmentant  tous  les  divifeurs  des  derniers  termes 
de  ces  transformées  de  la  même  grandeur  connue  , il  cft 
évident  qu’il  n’y  aura  que  les  divifeurs  ainfi  diminués  & aug- 
mentés , qui  feront  communs  avec  les  divifeurs  du  dernier 
terme  de  la  propofée  , qui  pourront  être  les  racines  de  ta 
propofée  ; ce  qui  fera  diftinguer  parmi  tous  tes  divifeurs  du 
dernier  terme  de  ta  propofée  , ceux-là  feulement  qui  en 
pourront  être  les  racines. 

Mais  comme  l’on  n’a  befoin  que  des  feuls  derniers  termes 
des  transformées,  il  faut  fc  fouvenir  pour  abréger  le  calcul , 
x#,  qu’en  fubftituant  une  grandeur  connue  pofitive  dans  la 
propofée  à la  place  de  l’inconnue  , ■*  la  fomme  de  toutes  les  • jp. 
grandeurs  de  l’équation  , après  la  fubftitution , eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée , dont  les  racines  féroient  celles  de 
la  propofée  diminuées  de  cette  même  grandeur  connue  : 
a° , qu’en  fubfiituant  une  grandeur  connue  négative  dans  la 
propofée  à la  place  de  l’inconnue,  * la  fomme  de  toutes  les • 
grandeurs  de  l'équation , après  la  fubftitution,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée,  dont  les  racines  feroient  celles  de 
la  propofée  augmentées  de  la  même  grandeur  connue . Et 
dans  ce  dernier  cas , il  fufïk  de  fubftituer  la  grandeur  con- 
nue comme  fi  elle  étoit  pofitive , & de  changer  tous  les  li- 
gnes des  termes  où  les  puifl'ances  de  l’inconnue  ont  des  expo- 
fans  impairs  s c'eft  à dire , où  il  y a * , , &c.  Ces  cho- 

fes  fuppofées:  voici  la  troifiéme  méthode. 

Q_iij 
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g 2..  Méthode  pour  tram  former  une  i quation  propofée  en  une  autre, 
dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  divifeurs  que  U 
dernier  terme  de  la  propofée. 

_ Premier  eu 

ftLJJ  A N Dits  puijfances  de  fuite  d'un  divifeur  du  coeficient 
du  Jecond  terme , font  des  divifeurs  de  tous  les  termes  fuivans  ; 
& quand  le  fécond  terme  étant  évanoui,  les  puijfances  de  fuite 
d'un  quarré  divifeur  du  coeficient  du  troifiéme  terme,  font  des 
divifeur  s de  tous  les  termes  fuivans . 

Jl  faut  trouver  la  transformée,  dont  les  racines  foient  1er  raci- 
nes de  l’équation,  divifees  par  le  divifeur  du  fécond  terme, dont 
les  puiffances  prifes  de  fuite,  font  des  divifeurs  des  coëficients 
fuivans  & du  dernier  terme>&  le  dernier  terme  de  la  transfor- 
snéeaura  beaucoup  moins  dedivifeurs  que  celui  de  la  propofée . 

Lorfque  le  fécond  terme  eft  évanoui , il  faut  trouver  la 
transformée,  dont  les  racines  foient  les  racines  de  la  propofée , 
divifées  par  la  racine  du  quarré  divifeur  du  troifiéme  terme  , 
dont  les  puiffances  prifes  de  fuite,  font  des  divifeurs  des  coëii- 
cients  fuivans  & du  dernier  terme. 

Exemple  ï. 

P©  ü R transformer  l’équation  xi — +xx  *4-  ux — 144  = 0, 
en  une  autre  , dont  le  dernier  terme  ait  moins  de  divifeurs, 
que  144,  qui  en  a beaucoup,  je  remarque  que  les  puiffances  4 
& 8 de  2 , qui  eft  un  divifeur  du  fécond  terme  4 , font  des 
divifeurs  de  1 2 & de  144  ; c’eft  àdire  4,  quarré  de  2 , eft  divi- 
feur de  12,  & 8 cube  de  »,  l’eft  de  144. 

Je  divife  chaque  racine  de  la  propofée  par  2,  c’eft  à dire  , 
fuppofe  * j = y , doit  je  tire  & = zy  ; je  fais  la  fubftitu- 
V tiotv  de  cette  valeur  de  x , à la  place  de  x,  dans  la  propofée  , 

ce  qui  fe  fait  par  abrégé,  en  divifant  4 par  z,  12  par  4 , 144 
par  8 > je  trouve  la  transformée  y*  — xyy  yy  — 18  = 0, 
dont  le  dernier  terme  18  a bien  moins  de  divifeurs  que  144. 
Les  divifeurs  de  18  font  1.  2.  3.  6.  9. 

Je  trouve  que  /’■ — 2 3 y — 18  = o,  fe  divife  exacte- 
ment par  — 3 =0,  & que  le  quotient  ett yy  -*•  1 y*  6 
= o.  Ainh  ■+•  3 eft  une  racine  pofitive  de  la  transformée;  le 
quotient  contient  les  deux  autres  qui  font  imaginaires  . En 
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fubftituant  3 à la  place  de  y dans  x = 2 yt  l’on  aura  x ==  6 j 
ainfi  6 eft  la  racine  de  la  propofée . 

Exemple  If. 

la  ptopofée  xJ  — 144X  — 10368  — o,  dont  le  der- 
nier terme  a beaucoup  de  divifeurs,  mais  il  eft  divifible  par 
la  troifiéine  puiftance  de  12;  & le  troifiéme  terme  144*  eft 
divifible  par  le  quarré  de  12. 

Il  faut  transformer  cette  équation  en  une  autre  qui  /bit  tel- 
le , que  les  racine  s de  la  propo/ee  , divifees  par  1 2 , foient  cel- 
les de  la  transformée;  ainfi  il  faut  fiippofer  x = 1 ly,  & après 
la  fubftitution,  qui  Ce  fait  par  abrégé,  * en  divifant  144  par*j£, 
144  quarré  de  12,  & 10368  par  1728  cube  de  12,  l'on  aura 
la  tra  ns  formée  y1  — i y ■ — 6 = 0,  dont  le  dernier  terme  6 , 
tl'a  que  les  divifeurs  1.2  3 6. 

* Divifant  cette  transformée  par  y — 2 = o,  la  divifion  fe 
fait  fans  refte,  & l’on  trouve  le  quotient  yy  •+■  îy  3 = o. 
Ainfi. -4-  2 eft  une  racine  pofirive  de  la  transformée  > & les 
deux  autres  que  contient  le  quotient , font  imaginaires . 

Subftituant  2 à la  place  dey  dans  x = 1 iy , l'on  a x = 24  , 

ainfi  ■+■  24  eft  la  racine  de  la  propofée. 

Second  cas  pour  toutes  les  équations . 

5** RANSFORMER  une  équation , dont  le  dernier  terme  a 
beaucoup  de  divifeurs , en  une  autre  dont  le  dernier  terme  en  ait 
moimt  lorfque  l'équation  sia  pas  les  conditions  du  premier  car. 

SoiTla  propofée  x 1 — iox*  — 24  = 0,  qu’il  faut 

transformer  en  une  autre , dont  le  dernier  terme  ait  moins  de 
divifeurs  que  celui  de  la  propo/ée. 

Il  faut  Aibftituer  dans  la  propo/ee , à la  place  de  x , & de 
Ces  puiffances,  1%  l’unité,  ceft  à dire  •+•  1;  2%  — 1;  3*,  -4-2 
& Ces  pui/Tances;  4°,  — 2 & fes  puiffances;  & ainfi  de  fuite 

3,1 — 3 , &c.  Il  faut  prendre  la  fomme  des  grandeurs  de 
l'équation  après  chaque  fubftitution . 

Quand  on  en  trouvera  une  qui  a moins  de  divifeurs  que 
le  dernier  terme  de  la  propo/ée , il  faudra  fuppofer  l’incon- 
nue de  la  propo/ee  x = y ■+•  ou  — le  nombre  4 0^  la  fub- 
ftitution a donné  la  fonune  qui  a le  moins  de  divifeurs  , & 
fub/lituer  cette  valeur  de  x , à la  place  de  x , dans  la  pro- 
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pofée  ; & l’on  aura  une  transformée  , dont  le  dernier  terme 
aura  moins  de  divifeurs  que  celui  de  la  propofée. 

II  faut  en  chercher  les  racines;  & quand  on  les  aura  trou- 
vées, elles  forent  connoître  celles  de  la  propofée. 

En  fubftituant  i dans  l’exemple  propofé  x3  — îoxx 
içx  — 24  = 0,  à Ja  place  de  x>  l’on  trouve  t — 10 19 

— 24  = — 14  : or  14  a moins  de  divifeurs  que  24  . C’efl 
pourquoi  je  fuppofo  x — y -t-  1 ; & fubftituant  y •+•  1 & fos 
puiflfances , à la  place  de  a-  & de  fos  puiftances , dans  la  pro- 
pofée, je  trouve  la  transformée  fui  vante  y3 — y y y *♦-  ty  — 14 

— o.  Les  divifours  du  dernier  terme  font  1.2.7.  J4-  Cette 
transformée  fe  divifo  exadlement  par  y — 7 =o,&  le  quo- 
tient eftj7*+-.2  = o»  ainfi  7 = 7,  & fubftituant  7 à la  place 
de  7,  dans  x = y -4-  1 , je  trouve  x = 8 ; ainfi  8 eft  une  ra- 
cine pofitive  de  la  propofée. 

6 3 . Méthode  pour  faire  dijlinguer  parmiles  divifeurs  dudernier  terme 
d'une  équation,  ceux  qui  en  peuvent  etre  les  racines . 

I°.IL  faut  fubftituer  fuccefti veinent  dans  la  propofée  x . 2. 
3.4,  &c.  à la  place  de  l’inconnue - 

20.  Il  faut  prendre  la  fomme  de  toutes  les  grandeurs  de  l’é- 
quation , après  la  fubftitution  de  chacun  de  ces  nombres,  & 
l’on  aura  autant  de  fournies  qu’on  a fubftitué  de  nombres. 

30.  11  faut  trouver  tous  les  divifours  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  & tous  les  divifeurs  de  chacune  de  ces  fommes. 

40. 11  faut  ajouter  à tous  les  divifeurs  de  chaque  fomme , le 
nombre  dont  la  fubftitution  a donné  la  fomme  de  laquelle  ils 
font  divifeurs  ; & après  les  avoir  ainfi  augmentés , leur  ajouter 
le  ligne  -4-,  c’eft  à dire,  les  regarder  comme  poûtifs . 

11  faut  retrancher  de  tous  les  mêmes  divifeurs  de  chaque 
fomme  , le  même  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  la 
fomme  de  laquelle  ils  font  les  divifeurs,  marquant  ■+■  devant 
les  reftes  de  ceux  qui  étoient  moindres  que  le  nombre  qu’on 
en  a retranché , & le  ligne  — devant  les  reftes  de  ceux  qui 
étoient  plus  grands. 

5°.  Il  faut  choifir  parmi  tous  lesdivifeurs  augmentés  pofitifs 
de  chaque  fomme  , ceux-là  feulement  qui  font  communs 
avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  ; & ce 
feront  les  fouis  qui  pourront  être  les  racines  pofitives  de  la 
propofée  ; ainfi,  il  faudra  divifer  la  propofée  par  x moins 
- chacun 
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chacun  de  ces  divifeurs  communs  j & les  divrfîons  qui  fe 
feront  fans  refte , feront  connoître  les  racines  pofitivcs  de  la 
propofée . 

On  choifira  de  même  parmi  les  divifeurs  négatifs  dimi- 
nués  , ceux-là  feulement  qui  font  communs  avec  les  divi. 
leurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  , & on  divifera  la  pro. 
pofëe  par  x plus  chacun  de  ces  divifeurs  ; & lorfque  la  divi. 
lion  fe  fera  fans  refte,  on  connoîtra  les  racines  négatives  de 
la  propofée. 


Exemple. 

L eT QJ7  a T i o Npropcfée  eftx* — i oxx «h  iQx  2 4 = o -, 

on  fubftituera  1 . 2.  3.  4,  &c.  à la  place  de  x.  comme  on  le 

voit  ici. 


x* — roxAf-H  19* — 24=0. 


Subftifution  de  i, -t- r — 10  >4-19 24: 

Subftitutionde2,-4-8  — 40  -4-38 24: 

Subftitutionde3,-*-27 — 90  24: 

Subftitution  de  4,  »4-  64  — 160^-  -j6 24; 

Divifeursde24,  1.2.  3.4.  s.  8.  12.  24. 


Divifeurs  de  14,  1.  2.7.  I4,  , 

Divifeurs  de  18,  i . 2.  3 . 6.  9.  18. 

Divifeurs  de  30,  x.  2.  3.  5.  6.  10.  ij.  30. 

Divifeurs  de  44,  I.  2.  4,  n.  22.  44.  • 

Divifeurs  de  14  augmentés  de  l’unité,  -4-2,-+-3,-t-8,-4-i5. 

Divifeurs  de  14  diminués  de  i,  o.  — r 6 1 2 

Ja  .U«. / I ' ^ 

3»  4»  5i-*-  8»  ■+■  * 1,  «*■  20. 

4>  *♦“  5.  •+■  6,  -*•  8,  *4-  9,  -4- 1 3 , •+. 1 S,  -4-  3 J. 

O,  — 2,-3,  — 7,  — 12,  — 27, 
S,  •+■  6>  ■+■  8,  -♦«  1 S,  26,  -4-  48. 

3,-^2,  O, — 7,— r 18,-40. 

R 


^ivucuuuc  10  augmenresae  2, 
Divifeurs  de  18  diminués  de  2, 
Divifeursde  30  augmentés  de  3, 
Divifeurs  de  30  diminués  de  3, 
Divifeursde44  augmentés  de  4, 
Divifeurs  de  44  diminués  de  4,' 
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Après  avoir  ainfi  fait  les  fubftitutions  de  1 , 3 , 3 4}  trou, 
yé  les  fommes  après  Jes  fubftitutions , & tous  Jes  divifeurs  de 
chaque  fomme  , & augmenté  & diminué  tous  les  divifeurs 
de  chaque  fomme  , du  nombre  dont  la  fubftitution  a fait 
trouver  la  fomme , & bien  distingué  les  pofitifs  & les  néga- 
tifs; il  faut  choifir  'parmi  les  pofitifs  feuls  qui  font  communs 
à chaque  fomme  & aux  divifeurs  du  dernier  terme  24  de  la 

qu’il  n’y  a que  8 qui  foie  commun  ; ainfi  Ton 
eft  réduit  à divifer  la  propofee  par  * — 8 = o,  & la  divifion 
étant  exaéle,  l’on  a une  racine  de  la  propofée  qui  eft  x = 8 . 

L’on  chercherait  de  même  fi  parmi  tous  les  divifeurs  néga- 
tifs de  toutes  les  fommes  , il  n’y  en  aurait  point  de  commun 
à toutes  les  fommes  & aux  divifeurs  de  24}  & s’il  y en  avoit 
quelqu’un , on  ferait  la  divifion  de  la  propofée  par  cedi- 
vifeur  commun  ; & fi  la  divifion  étoitjafte  , on  aurait  une 
racine  négative  : Mais  il  n y en  a aucun  dans  notre  exemple  , 
qui  ne  peut  avoir  que  des  racines  pofitives  , tous  les  termes 
ayant  alternativement  & — *• 


propofee 

L’onl 


Démonjlration  de  CCttc  méthode. 

Çhacüne  des  fommes  qu’on  trouve  après  les  fubftitutions 
des  nombres  à la  place  de  x dans  la  propofée,  eft  le  dernier 
terme  de  la  transformée , dont  les  racines  pofitives  font  les  ra- 
cines pofitives  de  la  propofée,  diminuées  du  nombre  dont  la 
fubftitution  a donné  cette  fomme  , & dont  les  racines  négati- 
ves font  les  négatives  de  la  propofée , augmentées  du  nombre 
dont  la  fubftitution  a donné  la  fomme,  & dont  enfin  les  raci- 
nes négatives  moindres  chacune  que  le  nombre  fubftitué,  font 
encore  celles  des  racines  pofitives  de  la  propofee  moindres  que 
le  même  nombre  , qui  étant  diminuées  de  ce  même  nombre 
plus  grand  qu’elles , font  devenues  négatives  dans  la  transfor- 
mée , par  le  furplus  de  ce  nombre  fur  ces  racines  pofitives  , 
Cela  eft  évident  par  le  troifiéme  & quatrième  Corollaires  des 
•38  & 3 y. transformations*,  qu’il  faut  fe  rendre  familiers  pour  bien  en- 
tendre cette  démonftration. 

D’où  il  fuit  que  les  racines  pofitives  des  transformées  étant 
augmentées  du  nombre  dont  la  fubftitution  a donné  leur 
• dernier  terme , font  les  racines  pofitives  de  la  propofép  ; & 
les  racines  négatives  des  transformées  étant  diminuées  du 
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même  nombre , font  les  racines  négatives  de  la  propose  ; en- 
fin les  racines  négatives  des  transformées  moindres  que  le 
nombre  dont  la  fubftitution  a donné  leur  dernier  terme , 
étant  retranchées  de  ce  nombre  , les  quantités  de  furplus 
font  les  racines  pofitives  de  la  propofée  qui  font  moindres 
que  ce  nombre* 

Mais  dans  le  temps  qu’on  ignore  les  racines  des  transfor- 
mées & de  la  propofée  , on  regarde  tous  les  divifeurs  des 
derniers  termes  des  transformées  comme  leurs  racines  ; ainfi 
après  les  avoir  augmentés  du  nombre  qui  a donné  le  dernier 
terme  de  chaque  transformée  , on  peut  regarder  ces  divi- 
feurs ainfi  augmentés  , comme  les  racines  pofitives.  de  la 
propofée  ; & après  les  avoir  diminués  du  même  nombre , 
on  les  peut  regarder  comme  les  racines  négatives  de  la  pro- 
pofée ; & enfin  après  avoir  retranché  du  nombre  qui  a don- 
né le  dernier  terme  d'une  transformée  , les  divifeurs  moin- 
dres que  ce  nombre,  on  peut  regarder  les  reftes  comme  les 
racines  pofitives  de  la  propofée  , qui  font  moindres  que  ce 
nombre. 

Cependant  les  transformées  n’ayant  pas  d’autres  racine» 
que  la  propofée  , fçavoir  1rs  pofitives  de  la  propofée  , di- 
minuées du  nombre  qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  trans- 
formée , & les  négatives  augmentées  du  même  nombre  ,.  il 
faut  que  ceux  des  divifeurs  de  leurs  derniers  termes  qui  font 
leurs  racines,  étant  augmentés  ou  diminués  du  même  nom- 
bre qui  a donné  le  dernier  terme  de  la  transformée,  foient 
égaux  aux  racines  de  la  propofée;  & par  conféquent ceux 
d une  transformée  à ceux  de  1 autre , & que  les  mêmes  foient 
égaux  à ceux  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  en  font  les  racines* 

D ou  il  fuit  que  ceux  qui  ne  font  pas  communs , ne-  peu- 
vent être  les- racines  de  la  propofée,  & qu’il  n’y  a que  ceux 
qui  font  communs  qui  pui fient  en  être  les  racines.  La  métho- 
de rait^  donc  diftinguer  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la 
propofée,  qui  en  peuvent  être  les  racines*  ce  qui  étoit  propofé. 

Applicat  ion  de  la  met  bode  precedente  aux  équations  littérales . 

Soit  x>  — zaxx  -4-  aax+aab  = o,  dont  il  faut  trouver 
— abx 

les  racines  par  cette  méthode. 

R ü 
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Il  faut  d’abord  trouver  tous  les  divifeurs  de  font  dernier  ter- 
me , qui  font  1 , a , b ,aa , ab , aab . » 

Il  n’y  aura  que  le  trois  premiers  qui  forvrront;  les  autres 
ayant  deux  dimenfions,  ne  peuvent  fervir  à former  les  équa- 
tions (impies  par  lefqueües  ii  faut  divifcr  la  propofée , pour 
en  trouver  les  racines. 

Il  faut  transformer  la  propofée  en  une  autre , dont  les 
racines  pofitives  foient  celles  de  la  propofée  > diminuées  d’une 
grandeur  connue , & les  négatives  foient  les  négatives  de  la 
propofée  , augmentées  de  la  même  grandeur  connue  > c’eft  à 
dire , il  faut  trouver  le  feul  dernier  terme  de  cette  trans* 
formée . 

On  prendra  cette  grandeur  connue  parmi  les  grandeur* 
connues  de  la  propofée  ; on  fuppofera  , par  exemple , que 
c’eft  24„ 

On  fera  la  fubftitution  de  24 , au  fieu  de  x dans  h propoi 
£ce  , & on  trouvera  que  la  fomme  des  grandeurs  de  l’équa- 
tion., après  la  fubftitution , eft  24*  — aàb-v  ceft  à dire»  c’eft 
le  dernier  terme  de  la  transformée. 

Les  divifeurs  linéaires  de  cette  fomme  (but  1,4,2 4 — b\ 
ceux  de  deux  dimcnüons  font  inutiles. 

Les  augmentant  de  a 4,  on  aura  2a  -4-  1 ,.-4-  34,  -v>  4 4 

— 4.  ' 

Retranchant  de  24  les  divifeurs  moindres  1 Si.  a , Fou  aura 

■H  24 ï , ■+•  4. 

Les  foules  grandeurs  pofitives  que  donne  la  transformée  * 
pour  trouver  les  racines  pofitives  de  la  propofée  y font  donc 
■4-24-4-  J , -4-34,  H-  4 a — b , -4-2 a — 1 , -+-4. 

Retranchant  24  du  divifeur  2 4 — /,  l’on  aura  — b pour 
la  feule  grandeur  négative  que  donne  la  transformée  > pour 
prouver  les  racines  négatives  de  la  propofée  _ 

Or  il  n’y  a que  la  grandeur  -*!■  a , parmi  les  pofitives,  de 
commune  avec  le  divifeur  -4-  a du  dernier  ternie  de  la  pro 
pofée  ; ainfi  il  faut  voir  fi  la  propofée  peut  être  divifée  par 
x — 4 = 0;  & la  divifion  fo  faifant  fans  refie , x — a=o 
contient  une  racine  de  la  propofée , qui  cft  x = a i ôc  1b 
quotient  xx  — dx — ah  = cr,  contient  Ifcs  deux  autres  , qui- 
font  x ^ 74-4-v^ i 44-4-4^,  4— - y f±aa**abr 
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SECXION.UI. 

• 

Où  Con  explique  la  méthode  generale  pour  trouver  par  Ana* 
lyfe  toutes  les  équations  commenf arables  plus  /impies,  dont 
une  équation  compojée  eft  le  produit  ; ceft  à dire , la  me- 
. thode  de  la  réduire  au  moindre  degré  . 

De'finitiok. 

TOUTE  équation  compoftse  , qn’on  fuppofe  fans  inconr* 
menfurables , peut  être  divilèe  fans  refte  par  des  équa- 
tions commenfurables  plus  (impies  quelle  n’eft  ; ou  bien  elle 
ne  le  peut  pas. 

Lorfqu’elle  peut  être  ainG  divifée , on  dit  qu’elle  eft  ré- 
duClikle , & quelle  n’eft  pas  du  degré  où  elle  Ce  trouve,  mais 
feulement  des  degrés  plus  (impies , dont  font  les  équations 
plus  Grnples , par  lelqneltes  elle  peut  être  exactement  divi- 
fée , fuppofée  que  ces  équations  plus  Gmples  ne  puiffent  pas 
être  divifêes  par  d’autres  équations  commenfurables  encore 
plus  Gmples. 

• Mais  lor(qu  elle  ne  peut  être  ainG  divifée  (ans  relie  par 
d’autres  équations  commenfurables  plus  Gmples  , on  dit 
qu’elle  eft  irréductible , & quelle  e(t  du  degré  où  die  (c 
trouve. 

AinG  une  équation  du  cinquième  degré , par  exemple,  qui 
ne  peut  être  divifée  fans  refie,  par  aucune  équation  comment 
durable  plus  ftmple , eft  irréductible , & die  èft  proprement 
du  cinquième  degré-. 

Mais  une  équation  du  cinquième  degré , qui  peut  être  dit- 
vifée  (ans  reftepar  une  équation  irréductible  du  fécond  degré, 
& par  une  équation  irréductible  du  troiftéme  degré,  eft 
réductible  , & elle  n’eft  pas  proprement  du  cinquième  degré, 
mais  du  fécond  & du  troiftéme  degré. 

Remarques. 

Pour  faire  le  dénombrement  exaCt  des  équations  conr- 
menfurables  plus  (impies  , par  lefqüeMes  les  équations  compo- 
fées  réductibles  de  chaque  degré  , peuvent  être  divifêes  fans 
tefte-,  on  peut  dire  que  dans  chaque  degré  elles  ne  le  peu* 
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vent  être  que  par  autant  d’équations  plus  fimples  qu’on  peut 
partager  le  nombre  qui  en  exprime  le  degré  en  d’autres  nom- 
bres entiers , y comprenant  l’unité , qui  joints  enfemble  , fe- 
ront ce  même  nombre . 

On  peut  partager  le  nombre  3 qui  exprime  le  troifiéme  de- 
gré: 1*  en  1 , 1,  r;  a*,  en  I , a . 

Ainfi  les  équations  du  troiGéme  degré  ne  peuvent  être  ré- 
ductibles qu’en  trois  équations  du  premier  degré  ,.  ou  en  deux 
équations,  l’une  du  premier , & l’autre  du  fécond  degré . 

On  peut  partager  le  nombre  4 qui  exprime  le  quatrième 
degié  : i°,  en  1,  1,  1,  rs  2%  en  1, 1,  2s  en  1,  35  4°,  en  2,  2. 
Ainfi  les  équations  réductibles  du  4'  degré  ne  peuvent  être 
divifêes  /ans  refie  que  par  quatre  équations  chacune  du  pre- 
mier degré  , ou  par  trois , dont  deux  foienc  du  premier , & la 
troiGéme  du  fécond  degré  ; ou  par  deux dont  l’une  foit  du 
premier  , & l’autre  du  troiGéme  degré;  ou  par  deux,  dont 
chacune  foit  du  fécond  degré . 

On  peut  appliquer  facilement  ce  qu’on  vient  de  dire  aux. 
degrés  plus  élevés. 

Lorfqu’on  cherche  les  équations  commenfurables  plus 
Gmples,.  par  lefquelles  une  équation  compofée  peut  être 
exactement  divifée  l’ordre  naturel  & la  facilité  de  l’opera- 
tion exigent  qu’on  commence  par  les  plus  Gmples  c’eft  à 
dire  , i°,  qu’on  cherche  les  équations  du  premier  degré  par 
lefquelles  elle  peut  être  divifée  ; «5c  après  en  avoir  trouvé 
une  , qu’on  cherche  encore  fi  le  quotient  peut  être  divifé  par 
une  équation  du  premier  degré , en  continuant  ainfi  jufqu’à 
ce  qu’on  trouve  un  quotient  qui  ne  puifle  être  divifé  par  une 
équation  du  premier  degré:  2° , fi  la  propofée  ne  peut  être 
divifée  par  une  équation  du  premier  degré  , ou  fi  l’on  eft  ar- 
rivé à un  quotient  qui  ne  le  puifle  être , il  faut  chercher  fi 
elle  , ou  le  quotient  ne  peuvent  point  être  divifés  par  une  du 
fécond  degré  ; & fi  on  rien  peut  trouver  du  fécond  degré , 
il  en  faut  chercher  une  du  troifiéme  ; & ainfi  de  fuite , ne 
paffant  aux  degrés  plus  compofés , qu’aprés  être  affiné  qu’on 
ne  peut  trouver  d’équations  plus  fimples  , qui  fafTent  exacte- 
ment la  divifion  de  la  propofée . 

11  faut  même  remarquer , qu’en  cherchant  ainfi  les  équa- 
tions commenfurables  plus  fimples,  qui  font  des  divifeurs 
exacts  d’une  propofée  , il  faut  fe  borner  à celle  dont  le 
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degré  eft  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  , lorfque  la  propo- 
fée  eft  d’un  degré  pair  j par  exemple , fi  elle  eft  du  quatrième 
degré , il  ne  faut  pas  palier  le  fécond  ; fi  elle  eft  du  fixiéme  , 
ne  paspaffer  le  troifiéme , &c.  & fi  la  propofée  eft  d’un  de- 
gré impair,  il  faut  fe  borner  à l’équation  qui  eft  moindre  d’un 
demi  que  la  moitié  du  degré  de  la  propofée  ; ainfi  il  faut  fe 
borner  à une  équation  du  fécond  degré  , lorfque  la  propofée 
eft  du  cinquième  degré  j à une  du  troifiéme , lorfque  la  pro- 
pofée eft  du  feptiéme , &c. 

La  raifôn  eft  que  , quand  on  aura  ces  équations  moindres 
jufqu’à  celle  du  degré  , qui  eft  la  moitié  de  celui  de  la  propo- 
fée , ou  d’un  demi  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  la  pro- 
pofée , en  divifânt  la  propofée  par  ces  équations  moindres,  les 
quotiens  font  les  équations  plus  élevées  , dont  la  propofée  eft 
le  produit  ; & fi  l’on  ne  trouve  aucune  de  ces  équations  moin- 
dres , on  eft  affuré  que  la  propofée  n’eft  pas  divifible  par  les 
équations  plus  élevées , puifqu’elle  ne  le  fçauroicêrre  par  ces 
. équations  plus  élevées  , qu’elle  ne  le  fbit  auffi  par  les  moin- 
dres, dont  le  degré  joint  avec  celui  des  plus  élevées,  feroit 
le  degré  de  l’équation  propofée . 

. D’où  il  fuit , que  fi  une  équation  du  troifiéme  degré  ne  Ce 
peut  divifer  par  une  du  premier  degré , elle  eft  irréductible  ; 
fi  une  du  quatrième  ne  peut  être  divifée  par  une  du  premier, 
& par  une  du  fécond  , elle  eft  irréductible  ; fi  une  du  cin- 
quième ne  le  peut  être  par  une  du  premier , ou  par  une  du 
fécond  , elle  eft  irréductible  , & ainfi  de  fuite. 

On  a déjà  donné  la  méthode  generale  pour  trouver  les  équa- 
tions commenfurables  du  premier  degré  , par  lefquelles  une 
équation  compofée  peut  être  exactement  divifée;  ainfi  on  fup- 
pofera  dans  cette  fcétion , qu’on  a déjà  trouvé  toutes  les  équa- 
tions fimples  commenfurables  du  premier  degré  , par  lefquel- 
les une  équation  compofée  peut  être  exactement  divifée , & 
quil  ne  s agit  plus  que  de  trouver  les  autres  équations  com- 
menfurables du  fécond  , troifiéme  degré  , &c.  par  lefquelles 
elle  peut  fê  divifer  exactement . On  ne  parlera  point  du  troî- 
fiéme  degré , puifqu’il  fuffit  de  trouver  fi  une  équation  du 
troifiéme  degré  peut  ou  ne  peut  pas  fe  divifer  fans  refte  par 
une  équation  du  premier  degré , pour  fçavoir  fi  elle  eft  réduc- 
tible ou  irréductible . y 

On  n’appliquera  auffi  les  méthodes  qu'on  va  donner , 
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qu’aux  équations  du  quatrième,  cinquième  & fixiéme  degré; 
parceque  dans  l’ufage  ordinaire,  on  n’a  pas  befoin  des  degrés 
plus  élevés  , oit  les  calculs  font  immenfes  ; cependant  ces  mé- 
thodes peuvent  s’étendre  à tous  les  degrés. 

Pour  mettre  de  l’ordre  dans  cette  fe&ion,  on  expliquera,  i% 
la  méthode  de  trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond 
degré,  par  le/quelles  les  équations  du  quatrième,  cinquième  & 
dixième  degré  peuvent  êcredivifées  exactement,  lorfqu’il  man- 
que quelque  terme  dans  une  de  ces  équations  du  fécond  degré, 
dont  elles  font  le  produit  ; comme  auffi  la  méthode  de  trouver 
Jes  équations  du  fécond  , troifiéme  & quatrième  degré  , dont 
les  équations  du  cinquième  & fixiéme  peuvent  être  le  produit, 
Jorfqu’il  manque  quelque  terme  dans  celle  de  ces  deux  équa- 
tions plus  fimples  , qui  efl:  du  troifiéme  degré , ou  du  quatriè- 
me. 2°.  La  méthode  de  trouver  les  mêmes  équations  commen- 
furables plus  fimples , par  lefquelles  les  équations  du  quatriè- 
me, cinquième  & fixiéme  degré  peuvent  être  divifées  fans  re- 
fte  , lorfqu’il  ne  manque  aucun  terme  dans  ces  équations  plus 

fimples.  ' ' A 

PROBLEME  >IIL 

64.  2° ROWER  les  équations  commenfurables  du  fécond  degré  » 
far  lefquelles  une  équation  réductible  du  quatrième  peut  itre 
divifée  fans  refie , lorfque  le  fécond  terme  manque  dans  une  de 
ces  équations  du  fécond  degré.  Trouver  l'équation  du  fécond  de- 
gré, & celle  dutroifséme  ou  du  quatrième , far  lefquelles  les  équa- 
tions réductibles  du  cinquième  & fixiéme  degré,  peuvent  etre  di- 
vifées fans  refie,  lorf  qu'il  manque  quelque  terme  dans  l'une  ou  l’au- 
tre de  ces  équations  du  fécond  & troifiéme , ou  quatrième  degré. 
Trouver  enfn  les  deux  équations  chacune  dutroifséme  degré,  par 
lefquelles  une  équation  rèduClible  du  fixiéme  degré , peut  être  di- 
vsfée  fans re fie,  lorfqu’il  manque  un  ou  flufseurs  termes  dans  une 
de  ces  équations  plus  fimples  du  troifiéme  degré. 

METHODE. 

i°  £ 0 U R le  trouver  generalement  , U faut  fuppofér  que 
toutes  les  équations  du  quatrième  , cinquième  & fixiéme 
degré,  font  exprimées  par  oes  formules, 

. x*  «4*  nx]  ■+■  fxx  «4-  qx  *4»r  =0. 

x'  -+•  hatM-  pxl  qxx  ■+>  rx  •+■  / = o. 
x ‘•4rnx,’+mpx+’+mqx,*mrxx*msx+*t=xo. 

Les 
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Les  lettres  », p, q,  &c.  marquent  d’nne  maniéré  generale  les 
coefficients  avec  leurs  lignes  ; c’eft  à dire  , quoique  ces  lettres 
n,  f>>  &c.  ayent  les  lignes -h,  il  Faut  fuppofer  que  ces  lignes 

marquent  ceux  des  termes  des  équations  qu’expriment  ces  for- 
mules; & quand  ils  marquent  des  moins,  il  faut  changer  les 
lignes  dans  les  formules  qu’on  trouvera  dans  les  réfdutions  de- 
vant ces  lettres,  aux  degrés  impairs;  par  exemple,  fi  -4-  «mar- 
que un  coëficient  négatif,  on  marquera  dans  les  formules  des 
réfolutions  le  ligne  — devant  n,n\  &c.  Lorfqu’il  manquera 
quelques  termes  dans  les  équations  que  reprefontent  les  formu- 
les, on  fuppofera  les  mêmes  termes  des  formules  égaux  à zéro. 

20.  Il  fout  fuppofer  les  deux  équations  plus  fimplesqubn 
cherche , exprimées  d’une  maniéré  indéterminée;  c’eft  à di- 
re , de  maniéré  que  chacune  ait  la  même  inconnue  x que  la 
propofée,  & que  les  coëficients  de  leurs  termes  foient  marqués 
par  des  lettres  indéterminées  ; on  prendra  pour  ces  lettres  in- 
déterminées, les  lettres  laifiant  les  lettres 

a y b ,c , d ,e , pour  marquer  les  grandeurs  connues  & détermi- 
nées; les  lettres  pour  marquer  les  inconnues  ; ôc 

les  lettres  ,r,/  ,r,  pour  marquer  les  coëficients  des  for- 
mules d’une  maniéré  generale. 

Ainfi  pour  le  quatrième  degré , on  fuppofora  que  les  équa- 
tions du  fécond  degré  qu’on  cherche,  font  xx+  fx-*-g  = o, 
& xx  éx  -H  i = o ; pour  le  cinquième  degré , xx  -bfx  -+-g 
=0 , & x1  ■+■  bxx  -4-  /x  -t-  k = o ; pour  le  fixiéme  degré  , 
xx  g = o , & x4  bx3  ixx  kx  -4-  / = o i ou 

bien  torique  l'on  cherche  pour  le  fixiéme  degré  deux  équa- 
tions chacune  du  troifiéme  degré  , on  fuppofera  x3  +-fxx 
w*gx»4-é>  = o,  & x3  -+-/XX-+-  (x-+-/=o . 

Mais  pareeque  dans  ce  Problème  on  fijppofo  que  le  fécond 
terme  manque  dans  une  des  deux  équations  plus  fimples , 
on  fuppofera  dans  le  quatrième  degré  xx  •¥•  fx  -+-g  = o , & 
x*-4-i  = o;  pour  le  cinquième  degré,  xx-*-/x-4-g  = o, 
&xJ-*-/x-4-*  = oj  pour  le  fixiéme , xx4-fx-+g=o,  & 
x+  rxx  -4- kx  1 — o;  ou  bien  xJ-*-gx-+-é=o.  & x3  ixx 
*.kx  + l=  o. 

Si  c’étoit  quelqu’autre  terme  qui  manquât  dans  l’une  ou 
Tautre  des  deux  équations  plus  fimples  de  chaque  degré , on 
fùppoferoit  dans  les  équations  indéterminées  qu’on  vient  de 
former,  que  ces  termes  font  évanouis. 
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3*.  Il  faut  multiplier  les  deux  équations  indéterminées 
qui  font  pour  chaque  degré , l’une  par  l’autre  , & leur  pro- 
duit fera  une  équation  indéterminée  du  même  degré  que  la 
propofée . 

On  fuppoféra  chaque  terme  de  cette  équation  indéterminée 
( excepté  le  premier  ) égal  à celui  qui  lui  répond  dans  la  for- 
mule ; c’eft  à dire  , le  fécond  terme  de  l’indéterminée  égal  au 
fécond  terme  de  la  propofée , le  troifiéme  égal  au  troifié- 
me , &c.  ce  qui  donnera  autant  d’équatioos  particulières 
qu’on  a fuppofé  de  lettres  indéterminées . 

4*.  On  regardera  toutes  ces  équations  particulières  com. 
me  les  équations  du  Problème,  qu’il  faut  réduire  à une  feule, 
dont  l’inconnue  foie  la  lettre  indéterminée  de  celle  des  deux 
équations  indéterminées  plus  fimples , qui  n’a  que  les  feuls 
premier  & dernier  terme , ou  dont  l’inconnue  toit  la  lettre 
indéterminée  qui  marque  le  coëficient  du  fécond  terme  de 
la  plus  /impie  des  deux  équations  indéterminées  , ou  fi  le 
fécond  terme  en  eft  évanoui , la  lettre  indéterminée  qui 
marque  le  coëHcient  du  troifiéme  terme  de  la  même  équa- 
tion ; c eft  à dire  , on  dégagera  toutes  les  déterminées  com- 
me étant  des  inconnues  , obfervant  de  ne  pas  dégager  l’indé- 
terminée , qui  doit  fervir  d'inconnue  à l’équation  du  Pro- 
blème. 

Cette  équation  qui  à pour  inconnue  une  des  lettres  in- 
déterminées des  équations  indéterminées  , s'appelle  la  Ré- 
duite . 

5°.  On  cherchera  la  valeur  commenfurable  de  l'indétermi- 
née de  la  réduire  par  la  méthode  generale  , ou  lorfque  la  ré- 
duite n’eft  que  du  fécond  degré,  par  la  méthode  qu’on  a don- 
née pour  le  fécond  degré . 

Ou  bien  on  trouvera  une  féconde  réduite  qui  ait  pour  in- 
connue la  même  indéterminée , & on  cherchera  le  diviféut 
commun  des  deux  réduites,  & enfuitc  la  valeur  de  l’inconnue 
du  divifeur  commun. 

La  valeur  de  l’indéterminée  de  la  réduite  étant  connue,  en 
la  fubftituant  dans  les  équations  particulières,  on  déterminera 
tous  les  coëficients  indéterminés , & par  conféquent  oo  aura 
les  deux  équations  qu’on  cherche. 

Ou  bien  on  fubftituera  la  valeur  de  l’indéterminée  de 
la  réduite  dans  la  plus  fimplc  des  deux  équations  indéter- 
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minées  quon  à fuppofées,  & l’on  aura  après  les  fubftitutions, 
les  formules  qui  marquent  une  de»  équations  plus /impies,  par 
lefquelles  la  propofée  peut  fe  divifer  exactement,  fi  elle  ncft 
pas  irréductible,  ou  bien  on  aura  le9  formules  des  deux  équa* 
tions  plus  fimples  , fi  on  a fait  toutes  les  fubfèitutions  . On 
s'en  fervira  enfuite  pour  réduire  une  équation  compofée  aux 
plus  fimples  dont  elle  eft  compofée. 

Tout  ceci  s’éclaircira  par  les  applications  qu  on  en  va  faire 
aux  équations  du  quatrième , cinquième  de  fixiéme  degré. 

Application  de  lametbode  aux  équation! du  quatrième  degré. 

P o U R trouver  les  équations  commenfurables  du  fée ond  de- 
gré, par  lefquelles  une  équation  réductible  du  quatrième  dé- 
gré  peut  fe  divifer  fans  refie,  dans  les  cas  où.  le  /econd  terme 
manque  dans  Fune  des  deux  équations  du  fécond  degré  qui 
an  font  les  divifeurs. 

x*.  On  fuppofera  la  formule  du  quatrième  degré  •+•  nx* 

pxx  •^qx  + r cf. 

' %*.  On  fuppofera  les  deux  équations  indéterminées  du  fé- 
cond degré  xx  fx  -t-g,=  o , xx^r  i = o,  dan»  lefquelles 
f,g,*>  font  des  indéterminées,  de  le  fécond  terme  eft  évanoui 
dans  la  fécondé  **+/=a, 

30.  On  prendra  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond 
degré , & l’on  aura  Jequation  indéterminée  du  quatrième 
degré  x++*  fx'+gxX’+f  tx*-  gi=.&, 

•+*  ixx 

On  comparera  Tes  termes  de  cette  équation  (excepté  le  pré- 
mier)  avec  ceux  de  la  formule,  qui  leur  répondent;  c’eft  à di- 
re, on  les  fuppofera  égaux;  ce  qui  donnera  ces  quatre  équa- 
tions, £,/=»}. a%  g-+i=p>  ï,fi=q;ÿtgj=:r. 

4**  regardera  ce s quatre  équations  particulières  comme 

lès  équations  du  Problème;  les  indéterminées  f,  g,  f,  feront 
confiderée*  comme  des  inconnues  qu’il  faut  dégager , & il  fout 
réduire  ces  équations  à une  feule  équation  qui  ait  pour  incoa- 
mie l’indéterminée  i de  l’équation  xx+ï—o. 

La  première  équation/ =» , détermine  déjà  la  valeur  de  ft 
& al  fubflituant  dans  la.  troifîcmc  f i — ?•  q , l’on  aura  b»1  ~t~  j ^ 
& divifânt  chaque  membre  par  n , l’on  aura  i = 1 . 

Cette  égalité  rendant  i déterminée , l'équation  indéter- 
minée XX  i sso,  devient  déterminée , de  l’on  a xx  * 

Sij 
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= o,  pour  l’une  des  deux  équations  du  fécond  degré  , par 
lefijuelles  une  équation  du  quatrième  degré  peut  fè  divifèr 
exactement , lorfqu’elle  efl  le  produit  de  deux  équations  du 
fécond  degré  , dans  l’une  defquelles  le  fécond  terme  efl 
évanoui . 

On  peut  déterminer  l’autre  équation  indéterminée  xx**fx 
•+•  g — o , en  fubflituant  la  valeur  de  i , qui  efl  2- , dans  la 
féconde  équation  g ■+■  i = p , ou  dans  la  quatrième  gi  = r ; 
car  la  fécondé  donnera  , après  la  fubftitution , g=fi  — \ > 
& la  quatrième  g = ~ > ainfi  l’équation  indéterminée  xx 
•4-fx’*“g  = o,fc  changera  en  l’équation  déterminée  xx  ■*>  nx 
*+-  p — l = o,  ou  bien  en  xx  -♦*  nx  -t-  ~ ==  o. 

— On  peut  encore  trouver  une  autre  équation  pour  déter- 
miner la  lettre  indéterminée  t ; car  en  prenant  les  valeurs 
de  g dans  la  féconde  & dans  la  quatrième  équation  particu- 
lière £-4-i  = p,  Scgi  = r,  l’on  aura  g=p— i, 

par  confèquent  p — i — f;  & multipliant  par  i,  l’on  aura 
l’équation  du  fécond  degré  ii  — pi  ■+■  r = o , qui  efl  celle 
qu’on  a nommée  la  réduite  i & la  refolvant , on  trouvera 
i — \p+L \/i  pp  — r. 

Application  des  formules  qu'on  vient  de  trouver , â une  équation 
particulière  du  quatrième  degré  . 

Soit  l’équation  du  quatrième  degré  x+  $axl  -t-  aSx>à 

— aaxx. 

— $dx  — a'l>  = o.  Il  s’agit  de  trouver  fi  elle  néft  point  ré- 
ductible en  deux  équations  du  fécond  degré,  dans  l’une  defquel- 
les le  fécond  terme  foit  évanoui. 

i®.  Afin  que  la  formule  du  quatrième  degré  x4-*»xr-4-px * 
M-  qx  r = o , reprefente  cette  équation  , il  faut  fuppofer 
•+»  p =.  ab  — aa;  *+*  q = — ja1  ; r = 

<—  dh . 

i°.  Il  faut  mettre  dans  la  formule  xx  «4-  -i  — o , la  gran- 
deur repreféntee  par  •+■  l,  qui  efl  — 3 aé  diviféc  par  -1-3  a — 

— aa ; & l’on  aura  au  lieu  de  xx  £ = o , l’équation  xx 

— aa  = o* 

3°.  II  faut  divifer  la  propofee  par  xx  — aa  — o , & l’on 
trouve  que  la  divifion  (e  fait  fans  refie , & que  le  quotient 
exact  eft  xx  •+■  3 ax  h-  ab  = o. 

Ainfi  la  propofee  n’eft  pas  du  quatrième  degré , mais  elle 
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fe  réduit  aux  deux  équations  du  fécond  degré  xx  — aa  ==  o, 

xx  $ax  ab  = o . 

On  trouveroit  aulfi  l’équation  xx  -4-  %ax  -4-  ab  — o , en 
mettant  dans  la  formule  xx  -4-  nx  -4-  p — -1  = 0,  les  gran- 
deurs reprefentées  par  n , p , ±. 

application  de  lametbode  du  troifiéme  Problème  aux  équationt 
du  cinquième  degré , 

Pou  R trouver  les  équations  commenfurables  du  fécond  & 
du  troifiéme  degré  , par  lefquelles  une  équation  réductible  du 
cinquième  degré  peut  fe  divifer  fans  relie  , fuppofé  que  le  fé- 
cond terme  manque  dans  l'équation  du  fécond  degré  ; 

î®.  Après  avoir  fuppofé  la  formule  du  cinquième  degré 
xi  -4*  nx*  h-  px1  •+»  qxx  rx  *4“  / = o,  on  fuppofera , 2*  , 
les  deux  équations  indéterminées  xx  -+-g  = o , x*  -+-  bxx  -+-  ix 
■+•  k = o , dans  lefquelles  bt  i,  k,  font  indéterminées  , 
& le  fécond  terme  ell  évanoui  dans  xx  ^ g — o. 

„ 3°-  On  en  prendra  le  produit  x%  -4-  bx*  -v-  ix»  *4-  kxx+gix 

, •+•  gx'^r  gbxx 

*+■  gb  = o ; & comparant  les  termes  de  cette  équation  avec 
ceux  de  la  formule  , on  aura  les  cinq  équations  particulières 
quifuivent,  ire,  b=n ; 2e,  i+g—p;  ÿ}  k^gbz=q; 
4e,  gi  — r;  5*,  gk  = /. 

4°.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème  , 
on  les  réduira  a une  feule,  qui  n’aura  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g . 

On  trouve  d’abord  que  l’indéterminée  b ell  égale  à n ; & 
prenant  dans  la  fécondé  & la  quatrième  la  valeur  de  i , & 
comparant  ces  valeurs  de  /,  l’on  trouve  la  réduite  qu’on  chèr- 
es» ( ~ P — g = fi  donc  gg  — pg  + r = o . 

Refol  vant  cette  réduite,  on  trouve  g = | pp — r ; 

par  confequent  xx  -4-g = o,  fe  change  en  xx  -v*  \p  ±.V\pp — r 


On  peut  trouver  une  autre  réduite  en  comparant  les  va* 
leurs  de  k prilèsdans  la  troifiéme  & la  cinquième  équation  ; 
car  1 on  aura  k = q — ng  = j ; donc  ngg  — qg  *4“/=  o , 
ou  bien  gg  — î g £ =_oj_&c  refolvant  cette  équation  , 
on  trouve g =-£.  ^ par  confequent  xx+g  — ot 

fe  change  en  ***- = o . 

S iij 
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Oa  peut  , fi  l’on  veut  , par  les  fobftitu  fions  déterminer 
l'équation  x>  ■+■  bxx  -h  ix  •+•  é=oy  mais  cela  eft  affez  inu- 
tile, car  quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière 
du  cinquième  degré  Ce  peut  divifer  là  ns  refie  par  une  plu» 
fimplc  du  fécond  degré  » dans  laquelle  le  fécond  terme  foie 
évanoui , & par  une  du  troifiême  degré , il  fuffira  de  fubfti- 
tuer  dans  la  formule  xx  7 fs  r+L  — r—o,  ou  dans- 
xx  -4-  4;  •*"  — v = °>  Ics  grandeurs  reprefentêes  par 

n ,/y,q,  r,  t>&.  divifer  enfuite  l’équation  propofée  par  cette 
équation  du  fécond  degré  qu’on  vient  de  trouver  ; car  fi  la 
propofée  Ce  peut  divifer  fans  refte  par  cette  équatioa  du  fé- 
cond degré,  le  quotient  fera  l’équation  du  troifiême  degré  , 
dont  la  propofée  eft  compofce  ; ôc  fi  eHe  ne  peut  fe  divifer 
fans  refte  par  cette  équation  du  fécond  degré , la  propofée  ne 
fçauroit  être  réduite  en  deux  équations  dont  l'une  foie  du  fe* 
cond  degré  , oit  le  fécond  terme  eft  évanoui & l’autre  du 
troifiême  degré. 


Application  de  la  méthode  du  troifiême  Problème  aux  équations 
du  fixiéme  degré . 

f lorsqu’une  équation  du  fixiéme  degré  dont  lit  formu* 
le  generale  cit  x*  »*5  •+■  px*  -*■  qx}  arrxx  -t-  ix  -4~t  = O, 
peut  être  exactement  divifée  par  une  équation  du  fécond  de- 
gré dont  le  fécond  terme  eft  évanoui,  & par  une  du  4*  degré, 
qui  a tous  Ces  termes  > on  fuppofera  , i* , pour  les  trouver  ,.les 
deux  équations  indéterminées  xx  ■+■  g ==  ° , & x*  -4-  bx* 
-t-  ixx  + kx  +•  !=  os  & après  en  avoir  trouvé  le  produit 
x*  *+■  hx’’  ix*  •+*  kx}  •+*  Ixx  gkx  — o , on  comparera 

•*gx*  •*mgbx>  gixx 

les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  fix  équations  particu- 
lières fui  vantes. 

1",  b = m a*,  i g = p;  k ■+•  gb  —q;  4e,  I = *7 

J*  gk  — /;  6e, gl—t. 

x0.  Regardant  ces  équations  comme  celles  du  Problème; 
on  cherchera  la  réduite  , qui  n’ait  pour  inconnue  que  la 
lettre  indéterminée  g. 

On  la  trouvera  en  comparant  les'  deux  valeurs  de  k prifes 
dans  la  troifiême  & la  cinquième  >■  car  on  aura  k — q — ng 
= fi  doit  l'on  déduira  «ig.— «g. °» ou  bicn&— & 
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4*  —O,  qui  étant  réfolue , donnera  g — A-^_ >/  33-  — 

fubftituant  cette  valeur  de  g dans  **  ■*■  g = o , elle  fera 

changée  en  **  •+■  -£  — £ = ©>  qui  eft  la  formule 

dont  on  a befoin  . 

Car  quand  on  aura  une  équation  particulière  du  fixiéme 
degré  ; pour  voir  fi  elle  peut  être  divifée  par  une  du  fécond  , 
oh  le  fécond  terme  manque , & par  une  du  quatrième  qui 
ait  tous  fes  termes , on  fubftituera  dans  la  formule  xx  -5- 

■+Ly/-gï  — i = °,  ks grandeurs  repréfentées  par  les  lettres 
n ,q  ,s\  & on  divifera  enfui  te  la  propofée  par  lequation 
qu’on  trouvera  j & fi  la  divifion  eft  cxaéte , on  aura  ce  qu’on 
cherche . 

Autre  application  de  la  méthode  du  troifiéme  Problème 
aux  équations  du  cinquième  degré . 

y)  U AND  une  équation  du  cinquième  degré , dont  la  for- 
mule generale  eft  x 5 «+•  nx*M-  px3  *+*  qxx  a*rx^-/ = o , 
fc  peut  divifcr  exactement  par  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a tous  fes  termes  , & par  une  autre  du  troifiéme  degré, 
dont  le  fécond  ternie  eft  évanoui  ; on  fuppofera  pour  les 
trouver,  i*,  ces  deux  équations  indéterminées  xx  -*-/*■  h-  g 
— o,  + = & après  avoir  trouvé  leur  produit 

x5  •+•  fx*  ix}  -t-  kxx  -4-  fkx  -‘rgk  — o , on  comparera  les 
-4»  gx 3 fixx  ■+■ gix 

termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  generale  qui 
leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  cinq  équations  particu- 
lières fuivantes ; 1",/=  »;  2«,  i g =/ ; 3*  , * = q. 

4*>  A ■»“£*= ri  f,gk=*> 

z°.  On  cherchera  par  ces  équations  une  réduite  qui  n’ait 
pour  inconnue  que  l'indéterminée  g , & on  la  trouvera  en 
prenant  la  valeur  de  i dans  la  2* , qui  eft  i = p — g ; & fub- 
ftituant cette  valeur  de  /dans  la  3',  on  aura  une  valeur  de 
9 — "P  + ngi  enfin  comparant  cette  valeur  de  i avec 
une  autre  valeur  de  k prife  dans  la  5* , qui  eft  { = j , l’on 
aura  la  réduite  q — »/»■*•  «,g  = j , qui  fc  réduit  à ngg  — npg 

■*"  9g  * 

— o , ou  bien gg  — pg—J.  = 0t  laquelle  étant  réfo- 

' ’+ig 

lue, Ion  aurag=i p i-  v /*?  p 

Subftituandes  valeurs  def=nôt  (Jcgdans xx  •*rfx+ grrzr'* 
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Ion  aura  xx  •*•  nx  hr  ’4“  » — o><lu* 

eft  la  formule  dont  on  a befoin . 

On  peut  encore  trouver  une  fécondé  réduite  qui  n’ait  d’in- 
connue que  l’indéterminée  g , en  prenant  les  valeurs  de  k 
dans  la  troifiéme  & la  quatrième  équation  ; car  l’on  aura 
k=iq  — = & mettant  dans  cette  équation  la  valeur 

de  i prife  dans  la  fécondé,  qui  eft  i — p — g , l’on  aura 
q — „p+.ng=r-=li^-&  , qui  fe  réduit  àgg  — pg-*~r  = o: 

— nng’+nnp 

~rnq 

Cette  équation  étant  réfolue  , on  aura  g = 7 p ■+■  tt 
-S-*  — r — nnp^rnq. 

Subftituant  les  valeurs  de  /&  de  g dans  xx  ■*■/*  -4- g = ° » 

on  aura  xx  + nx  + ïp  + ^+y/  — r—nnp^nq 

— o > qui  eft  une  fécondé  formule  pour  la  réfolution . 

Aophcation  de  ces  formules  à une  équation  particulière 
du  cinquième  degré . 

^ OIT  une  équation  du  5e  degré  x 5 ■*■  ax+  — aax1  dabxx 

*+*  «tar3  — téxx 

m*a,bb  = o;  il  faut  voir  fi  elle  ne  peut  point  fe  réduire  à 
deux  équations  plus  (impies , l’une  du  fécond  degré , & l’au- 
tre du  troifiéme  dont  le  fécond  terme  foit  évanoui , qui  en 
foient  des  divifeurs. 

i°.  Pour  la  rapporter  à la  formule  generale  , il  faut  fuppo- 
fer-t* » = -4 -p  = — aa+ab,  *-q  = -*-aab  — a\  -f  r 

= 0,  •*■/=•*“ eébb. 

20.  11  faut  fubftituer  dans  la  formule  xx***nx***\p U 

w»rJ  J-o — o,  les  valeurs  des  lettres  n,p,  &c.  & 

Ton  trouve  que  - p — ~h= — — ~ 0 » 31  . "j 

quarré  rP  — -X. ' = o;  mais  >/-♦- v = V *+* aabb—db ; amü 

la  formule  fe  change  enxx-*-ax-*~ab  = o. 

Divifant  la  propofée  par  xx  •**  ax-**  ab—o  t on  trouve  le 
quotient  exaél  x5  — stax  •**  aab  = o . Ce  qui  étoit  pro- 

pofe.  A , 

On  trouveroit  la  meme  équation  xx  •*•  ax  •*•  a b — o j 
en  fe  fervant  de  la  fécondé  formule  xx***  six  **•  j p •*" -sr 

**••»/ \ p***^-  — r — nnp-*-nq~Q> 

Autre 
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aux  équation!  du  fixiéme  degré . 


*45 


L,o rsqu’une  équation  du  fixiéme degré,  reprefentée  par 
la  formule  generale  x*-*‘nx'<4-  px 4 qxl  -*»  rxx  -*-/*•*•£  =ot 

eft  le  produit  d’une  équation  du  fécond  degré  qui  a tous  fes 
termes,  & d’une  autre  du  quatrième , dont  le  fecond  terme 
eft  évanoui  ; pour  trouver  les  formules  propres  à la  réduire  à 
ces  deux  équations  plusfimples: 

i°.  Après  avoir  fuppofé  ces  deux  équations  indéterminées 
**•+•/* *+*g  = o,  x+-*-  ixx-*-kx-**l=  o,  & pris  leur  pro- 
duit x*  •+•  fx%  ■+■  gx*  kx’  -a-  Ixx  ■+■  gkx  H-  gi  = o ; on  com- 
«+■  ix*  •+*fixI  •+‘gixx-*“  flx 
•4*  fkxx 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  gene- 
rale qui  leur  répondent  ; & l’on  trouvera  les  fîx  équations  par- 
ticulières qui  fuivent  : lre,  /=  »>  2e , g ■+■  i = pi  3* , k ■+■  fi 
= qi4',I+-gi+fk=r,  ï,g{  + fl  = r,6%gl=t. 

a°.  Confiderant  ces  fix  équations  comme  celles  du  Problè- 
me , on  cherchera  , en  dégageant  les  indéterminées  comme  G. 
c’étoit  des  inconnues , une  réduite  dont  l’inconnue  foit  l'indé- 
terminée £ ; & l’on  trouvera  par  la  2*  , i=p  — g , par  la 
3 %k  — q — fi  — q — np+*ng,  par  la  4*.  / = r—gp+gg 
— nq  ’Or*  nnp  — nng  ; par  la  5*,  1=  . 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  /,  on  aura  la  réduite  qu’on 
cherche,  qui  étant  ordonnée,  eft  mgg  — 2 npg  -h  dp  = 0; 

+“1&  — *»? 

— dg  nr 
— $ 

ou  bien  divifant  le  tout  par  2»,  gg  — 
nnp  — ng  -4-  r — ^ q 

On  peut,  encore  trouver  une  fécondé  réduite  du  fecond 
degré  dont  g foit  l'inconnue;  t°,  en  comparant  les  valeurs 
de  / prifes  dans  la  cinquième  & fixiéme  équation  ; car  l’on  au- 
ra / = ==Lf  qui  fe  réduit  à ngg  — npg  — s 

*•? 

*=  °j  d’où  l’on  déduira  gg  — pg  L’on  a déjà  par  la 

-*-*  T 
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pranint  rtduiKg.  = m ~ **  * 

— U—  j 

àtant  les  fraélions , ordonnant  cette  équation  , & faifant  en 
forte  que  le  premier  terme  n’ait  pour  coëficient  que  l’unité  , 

on  aura  la  fécondé  réduite  gg  — 

»»  -4-  x 
a t 

•H <,  — O. 

an  -4-| 

Quand  on  voudra  examiner  li  une  équation  particulière  du 
fixiéme  degré  eft  le  produit  de  deux  équations  commenfura- 
bles  plus  fimples , dont  l’une  eft  du  fécond  degré  avec  tous  fes 
termes,  & l’autre  du  quatrième  , dont  le  feéond  terme  eft 
évanoui  , il  faudra  , après  avoir  fubftitué  dans  laquelle  on 
voudra  des  deux  réduites  précédentes  , les  grandeurs  de  l’é- 
quation propofée , reprefentêes  par  les  lettres  n , p , q , &c. 
trouver  la  valeur  de  l’indéterminée  g , & fubftituer  enfuitc 
cette  valeur , & celle  de  /,  dans  xx  •+•  fx  g = o , & di- 
vifer  la  propofée  par  l’équation  réelle  dans  laquelle  xx*rfx+-g 
= o aura  été  changée  » fl  la  divifion  fc  fait  exaélement , 
on  aura  les  deux  équations  plus  fimples  du  fécond  & du  qua- 
trième degré  , aufquelles  la  propofée  peut  être  réduite. 

Ou  bien , fi  l’on  veut,  on  pourra  fubftituer  les  grandeurs  de 
la  propofée , reprefentêes  par  »,  p,  qt  &c.  dans  les  deux  rédui- 
tes, & trouver  enfuitc  le  plus  grand  divifeur  commun  des  deux 
réduites  après  la  fubftitution;  ce  plus  grand  divifeur  commun 
fera  trouver  facilement  la  valeur  de  g ; après  quoi  on  la  fubfti- 
tuera  avec  la  valeur  de  f dans  x*-4-/*-4-g  = o,&on  divi- 
fera  la  propofée  par  l’équation  du  fécond  degré  qui  en  naîtra . 

Autre  application  de  la  méthode  du  troifiéme  Problème 
aux  équatiom  du  fixiéme  degré. 

V^UAND  une  équation  du  fixiéme  degré,  reprefentéc  par 
laluî mule  generale  x* -4- nx3 px+^qx3 -4- rxx  + u + /=o, 
eft  le  produit  de  deux  équations  plus  fimples  chacune  du  troi- 
fiéme degré,  dans  l’une  defquelles  le  fécond  terme  eft  évanoui; 
pour  trouver  les  formules  ou  les  réduites  propres  à trouver  ces 
deux  équations  plus  fimples. 
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i*.  Apres  avoir  fuppofé  les  deux  équations  indéterminées 
fi+^4*A=o,  x3  •*mixxm*mkx ’*•!=■  o,  & pris  leur  produit 

te*  4-  **’  4-  gx*  -4-  for*  4-  for*  4-  bkx  bl  o , oncom- 
«*■  -*■  /x*  •+*  gk xx  4-  g/* 

•4*  gix3 

parera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  la  formule  ge. 
nerale  ; ce  qui  donnera  les  fix  équations  particulières  qui  fui- 
rent: i",  i = »;  a*,  g 4-  * = p;  3%  é 4-  /4-  gi  = £ 4*  t 
bi  *4“  gk  = r;  5e , H 4-g/  = /;  6e , bl  — t. 

2°.  Pour  trouver  la  réduite  dont  g foit  l’inconnue , on  aura 
par  la  a'  k — p — gi  par  la  i\l  — q — b — »g;  par  la  4% 
k ='■=?  ; par  la  5.*,  l=’-=± g*. 

Comparant  les  deux  valeurs  de  é,  l’on  aura  p — g=r^; 
d’oii  l’on  déduit  b — . u faut  remarquer  cette  valeur 

de  b. 

Comparant  enfuite  les  deux  valeurs  de  ît  on  aura  q — ■ b 

— ng  = ,-=^f  , qui  fe  réduit  à — ngg  *4*  qg  — s = 2 bg 

— bp-  doit  l’on  déduit  b — . 

Comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  b , on  trouvera 
tL=^L  = 1 , qui  fe  réduit  \2g3-^nngg — nqg-^nt 

—ipgg  "*"irg — Pf 
*-ppg 

= o,  qui  eft  la  réduite  qulbn  cherche. 

' Pour  trouver  une  fécondé  réduite  dont  g foit  l’inconnue  w 
en  comparera  enfemble  la  valeur  de  b = > déjà 

trouvée,  avec  la  valeur  de  prife  dans  la  fixiéme  équation, 
qui  eft  h — f , après  avoir  mis  dans  b = f la  valeur  de  l 

= r—b-~»g-=  — ng-Jf  q — 

& l’on  aura  ^ ^ ; après  en  avoir  ôté  les 

fractions,  on  aura  1*  — — »»/>«  «4-  *»>x  — »jr  = o* 

•t»  »»r 1 •+*  /te  — i/r.r  4* rr 
— «ter  4«  n/jf  4"  »n* 


4*  ite 

qui  eft  une  fécondé  réduite , qu’on  abaiflèra  au  fécond  degré 
en  prenant  dans  la  réduite  precedente  la  valeur  de  g*  & de 
g3 , & les  fubftituaut  dans  cette  équation.  L’operation  fé  fait 
de  la  manière  fuivante. 

Il  faut  multiplier  la  •— i»»te4m»*ix*-x»»jras^ 

fccond=  réduite  par  a , *“»’  *Z% 

& Lon  aura  +vss 
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Il  faut  multiplier  la  pre- 
mière réduite  par  g,  &l’on 
aura 

& fubftituer  dans  la  fecotv 
de  la  valeur  de  2g4,  & l’on 
aura 


DEMONTRE' E. 
H* = — nne  ' *+•  nm — » y» 

rzg+.prg 

\ —Ptee 


*-fg’  — lBBte  “H  mnrg — ■ i*fr  — g» 

I +*nng,**ppgg  — Ip'g  4«i rr 
— nqet  <+*  2 .itpjg  4-  i»*» 

4*»rsy  ■ — *Y 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  g?,  prife  de  la  première  réduite, 
dans  cette  équation . Pour  cela  il  faut  multiplier  cette  équa- 
tion par  2 , & l'on  aura 

— ?’  — — 4»jr=s«>, 

*‘inn£’’*itpf£  —6prg  4-4 rr 

— i»$z£  4*  4»;?;  4-+>»»i 
►4*  4rxr  ■—  l»Y 


— 

4*iBBi 


» \ 4-»<t«£  —np<fg  +inp 

Y’  J — B+«  4-»’#  •— »’ 

— 3w  —tn 


*¥npt 
•* 

me  «♦•VT  — pn 

4 *l»nPSe  — ïnBrg  linpr 

•Wr 

—n»pp£ 


4*4»t  =«s 


& fubftituer  la  valeur  de 
— zpgJ  *4*  2nng} , que  l'on 
voit  ici , ( qui  eft  prife  de 
la  première  réduite  multi- 
pliée par  — p4-»«)  dans 
Téquation  précédente  ; & 
on  trouvera  enfin  cette  •+*”»* 

fécondé  réduite  du  2*  de-  <4*4 rsr  «+•  i»»nr  — 4»ît 
afp  i»jse— »»y  — w 

6rL  » ■ 4*f>‘/  4*»f* 

4-»’?r  <4 *»>Yr 
~-nnppg  — l»’x 

ou  bien  en  changeant  *♦**'”*'  —♦>•»•=«* 

tous  les  lignes,  on  aura  — 4r^  -w»;44«<r 
cette  fécondé  réduite  "•“tf’’ 

du  2*  degré.  IlSi  -ü*r 

Hrnappg  4-»’x 

Quand  on  voudra  voir  fi  une  équation  particulière  du  fixiê- 
me  degré  eft  le  produit  de  deux  plus  (impies  commenfurables 
chacune  du  troifiéme  degré  , dont  l'une  des  deux  nair  pas  fotv 
fecond  terme,  i° , il  faudra  fubftituer  les  grandeurs  de  l’équa- 
tion reprefentées  par»,  p,  q,  &c.  dans  ces  deux  réduites; 
trouver  leur  plus  grand  commun  divifeur  5 & par  le  plus  grand 
di  vifeur  commun  , trouver  la  valeur  de  g ; ou  bien  la  trou- 
ver feulement  en  refolvant  la  feconde  réduite  du  fecond 
degré. 

20.  Il  faudra  fubftituer  la  valeur  de  g qu’on  vient  de  trou- 
ver ,.  dans  l’équation  b.  =«=2^ , ce  qui  donnera  la  valeur 
de  b. 
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3®.  Il  faudra  fubftituer  les  valeurs  de,g  & deidans  x1  -4*  g* 
*+•  b = o , & divifer  la  propofée  par  lequation  qui  naîtra  de 
la  fubftitucion  ; & fi  la  divifion  eft  exa&e,  on  aura  les  deux 
équations,  dont  la  propofée  efl  le  produit. 

• Avertissement. 

T 1 E s applications  qu’on  vient  de  faire  de  la  méthode  du 
troifiéme  Problème,  fuffifênt  pour  la  faire  concevoir,  & pour 
apprendre  à trouver  foi-même  les  formules  des  réfolutions  de 
tous  les  cas  où  il  manque  un  ou  plufieurs  termes  dans  les  équa- 
tions fimples , dont  la  compofée  eft  le  produit;  on  les  peut 
voir  dans  l’onzième  réglé  de  Mr  Hudde,  dans  la  lettre  de  la 
rédudlion  des  équations , qui  eft  à la  fin  du  premier  Volume 
de  la  Gcometrie  de  Mr  Defcartes . 

Démonjlration  du  troifiéme  Problème . 

T, ES  deux  équations  indéterminées  qu’on  fuppofe,  comme 
dans  le  premier  exemple  xx  fx  g = o , xx i = o , 
reprefentenc  par  leurs  coëficients  indéterminés  f,  g , i , les 
deux  équations  réelles  plus  fimples , dont  la  propofée , qui 
eft  repréfentée  par  la  formule  generale  x * •+•  nx>  •¥>  pxx  -H  qx 
r = o , efl  le  produit;  par  confequent  le  produit  de  ces 
deux  équations  indéterminées , qui  eft  x'+fx*  ■+■  gxx  +-fi* 

•+•  ixx 

= o,  reprefente  l’équation  propofée,  & n’eft  qu’une 
même  équation  , que  quelques-uns  appellent  identique ; 
ainfi  l’une  eft  égale  à l’autre,  & l’on  a l’équation  x*  +•  fxl 

&xx  •*“  fîx  •+•  gi  =x  x + -t-  nx1  ■+■  pxx  qx  r ; ou 
*4“  ixx 

bien  x * ■*»/**  gxx  ftx  <4-  gi  =0. 

-4“  ixx 

— x* — nx} — pxx — qx  — r 

Les  termes  de  l’une  font  égaux  aux  termes  correfpondans  de 
1 autre,  ou  ( fi  l’on  veut  ) chaque  ternie  de  l’une  moins  le  ter- 
me correfpondant  de  l’autre , eft  égal  à zéro»  l’on  a donc  au- 
tant d équations  particulières  pour  déterminer  les  indétermi- 
nées qui  peuvent  être  regardées  comme  les  inconnues  du  Pro- 
blème , qu’on  a fuppofe  d’interminées  ; ainfi  on  les  peut  tou- 
tes déterminer. 

Or  il  eft  ^évident  qu’apréj  qu’on  aura  trouvé  les  valeurs 

T iij 
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réelles  des  indéterminées,  fi  on  fubftitue  ces  valeurs  à leur 
place  dans  les  deux  équations  indéterminées  xx+fx  + g 
5=  o , xx  -*•  i = o , ces  deux  équations  étant  devenues  réel- 
les, de  feintes  qu’elles  étoient,  leur  produit  fera  precifément 
la  proposée  : car  les  valeurs  réelles  des  indéterminées  n’ont 
été  trouvées  qu’en  vertu  de  cette  fuppofition . Elles  font 
donc , étant  devenues  réelles , les  deux  équations  plus  fimples 
qu’on  cfaerchoit , par  lefquelles  la  propofée  peut  être  exacte- 
ment divifée. 

La  méthode  du  troifiéme  Problème  fait  donc  trouver  ce  qui 
étoit  propofe . 

Remarques  fur  la  méthode  qui  employé  dans  les  équations , 
outre  les  inconnues  , des  grandeurs  indéterminées. 

T iA  méthode  do  fe  fërvir  d’équations  qui  contiennent  des 
grandeurs  indéterminées , eft  un  des  principes  les  plus  fé- 
conds de  l’Analyfe  pour  faire  des  découvertes  y c’eft  à dire  , 
pour  réfoudre  les  Problèmes  les  plus  compofés . Cette  mé- 
thode confifte  à reprefenter  par  des  grandeurs  indétermi- 
nées , les  grandeurs  véritables  que  l’on  cherche  ; à fuppofer 
que  cette  expreffion  indéterminée  eft  égale  à l’expreffion  de 
ces  mêmes  grandeurs  que  l’on  a trouvée  par  le  Problème  qu’on 
veut  réfoudre;  c’cft  adiré,  que  cette  expreffion  indétermi- 
née eft  égale  à l’équation  qui  exprime  ce  Problème  > & à fup- 
pofer auffi  que  chacun  des  termes  de  l’expreflïon  indétermi- 
née eft  égal  au  terme  correfpondant  de  l'équation  qu’on  veut 
réfoudre  ; à trouver  par  le  moyen  des  équations  particulières 
que  fournit  cette  fuppofition , les  valeurs  des  indéterminées, 
que  l’on  a fuppofées  ; enfin  à fubftituer  ces  valeurs  à la  pla- 
ce des  indéterminées  dans  l’expreffion  indéterminée  qui  re- 
prefente  les  grandeurs  véritables  que  Ion  cherche  y qui  pat 
ces  fubftitutions  devient  la  véritable  expreffion  de  ces  gran- 
deurs. Comme  on  fe  fervira  beaucoup  de  cette  méthode 
dans  le  refte  de  ce  Traité  , il  eft  bon  de  faire  ici  quelques 
remarques  qui  ferviront  à la  faire  mieux  concevoir , & à en 
rendre  l’ufage  plus  facile . 

i°.  Pour  former  ces  équations  feintes  ou  indéterminées  , 
qui  deviennent  enfuite  réelles , il  faut  que  les  grandeurs  in- 
déterminées qu’on  y employé , expriment  les  rapports  de  cel- 
les qu’on  cherche  par  leur  moyen  : par  exemple , quand  oa. 
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veut  chercher  les  équations  plus  fimples  aufquelles  une  é- 
quation  compofée  réduâible  peut  être  réduite  , lorfqu’i! 
manque  quelque  terme  dans  quelqu’une  de  ces  équations 
plus  Simples , on  doit  auffi  fuppofer  qu’il  eft  évanoui  dans 
les  équations  indéterminées  ; les  coeficients  de  ces  équations 
indéterminées  doivent  reprefenter  les  coeficients  connus  des 
équations  réelles  qu  elles  reprefentent  ; c’cft  pourquoi  il  doit  y 
avoir  une  indéterminée  pour  chacun  afin  qu'en  détermi- 
nant chaque  indéterminée , on  puifïè  trouver  chacun  de  ces 
coeficients  ; lorfque  quelqu’une  des  équations  plus  fimples 
aufquelles  une  équation  compofée  peut  être  réduite  , ren- 
ferme des  racines  égales , il  faut  ne  mettre  qu’une  même 
indéterminée  pour  chacune  des  racine*  égales  ; & ainfi  de 
tous  les  autres  rapports  poffibles , qu’il  faut  reprefenter  par 
les  indéterminées. 

i*.  Il  ne  faut  employer  dans  les  équations  indéterminées , 
qu 'autant  de  lettres  indéterminées  , qu’on  peut  faire  d’équa- 
tions particulières  } pareequ’autrement  on  ne  pourrait  pas  tes 
dégager  toutes,  c’eftà  dire,  trouver  la  valeur  de  toutes. 

3°.  On  doit  faire  en  forte  que  toutes  les  équations  par- 
ticulières qui  fervent  à trouver  les  valeurs  des  indétermi- 
nées , & les  réduites  qui  en  naülènt  , ne  foienr  pas  aufïi 
difficiles  ou  plus  difficiles  à réfbudre , que  les  équations  mê- 
mes dont  on  cherche  la  réfôlution  par  ces  équations  indéter- 
minées, puifqu autrement  cette  voye  feroit  inutile. 

Ainfi  il  faut  que  ces  équations  foient  ou  linéaires  , ou 
du  fécond  degré , ou  du  moins  d’un  degré  inferieur  à ce- 
lui de  l’équation  qu’on  veut  réfbudre  par  cette  voye  : oà 
s’il  arrivoit  que  ces  équations  particulières  , ou  les  rédui- 
tes , fuflent  d’un  degré  égal  à celui  de  l’équation  qu’on 
veut  réfbudre  , ou  même  plus  élevé  , il  faudrait  que  la 
valeur  de  l’indéterminée  qui  fert  d’inconnue  à ces  rédui- 
tes , fe  pût  trouver  en  divifant  la  réduire  par  une  équa- 
tion linéaire  de  l'inconnue  de  la  réduite  plus  ou  moins  un 
divifeur  de  fon  dernier  terme  , ou  qu’elle  pût  fc  trouver 
par  une  équation  du  fécond  degré  : car  alors  , quoique  la 
réduite  fût  d’un  degré  plus  élevé  que  l’équation  qu’on  veut 
réfoudre  , la  réfôlution  en  feroit  plus  facile. 

4*.  Lorfque  pour  la  réfôlution  d’un  Problème  ou  d’une 
équation  compofée , par  exemple  du  cinquième  degré  , on 
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n’a  befoin  que  d’une  équation  d’un  degré  inferieur  , par  exem- 
ple du  fécond  degré  ; on  fuppofera  une  équation  indéterminée 
ou  feinte  du  fécond  degré,  qui  reprefentera  par  le  moyen 
des  indéterminées  l’équation  du  fécond  degré  dont  on  a be- 
foin, &enfuite  on  la  multipliera  par  une  équation  indétermi- 
née du  degré  , qui  étant  joint  avec  celui  du  fécond  , fait  le 
degré  de  la  propofée  ; dans  le  cinquième  degré , il  faudra 
multiplier  l’équation  du  fécond  par  une  du  troilîéme , laquel- 
le équation  du  troifiéme  degré  ait  une  indéterminée  dans  cha- 
cun de  fes  termes , excepté  le  premier  i il  faudra  enfuite  com- 
parer les  termes  de  lequation  indéterminée  qui  naîtra  de  cet- 
te multiplication  , avec  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondenc 
& l’on  aura  autant  d’équations  particulières  que  l’on  a fup- 
pofé  d'indéterminées , & l’on  pourra  en  trouver  les  valeurs  . 
Ou  bien  au  lieu  d’élever  l’équation  indéterminée  du  degré  in- 
ferieur à celui  de  la  propofée  , en  la  multipliant  par  une  autre 
équation  indéterminée, on  pourra  diviferla  propofée  par  l’équa- 
tion indéterminée  du  degré  inferieur  à celui  de  la  propofée, 
jufqu’à  ce  qu’on  fbit  arrivé  à un  refte  où  l’inconnue  foit  d’un 
degré  moindre  que  dans  l’équation  indéterminée  qui  a fervi 
de  divifeur  : & alors  il  faudra  fuppofer  ce  refte. égal  à zéro , 
& chacun  de  fes  termes  égal  à zéro  , & l’on  aura  par  ces  fup- 
polltions  autant  d’équations  particulières  qu’on  a fuppofé  d 'in- 
déterminées j & l’on  s’en  fervi ra  pour  trouver  les  réduites 

3ui  donneront  les  valeurs  des  indéterminées  de  l’équation  in- 
éterminée  qu’on  a fuppofée  : Et  on  aura  la  rélblution  qu’on 
cherche . 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  l’ufage  qu'on 
en  fera  dans  la  fuite. 

PROBLEME  IV. 

^ ^ ROUVER  les  équations  commenfurables  plus  fsmples , par 
* lesquelles  une  équation  compo/ée  du  4e,  5*,  & 6*  degré , qui  eft 
téduClible  , peut  fe  àivifer  exactement , lorfquil  rij  a aucun 
terme  évanoui -dans  ces  équations  plus  fsmples , & que  la  moin- 
dre e(l  au  moins  du  fécond  degré . 

METHODE. 

O N fera  les  mêmes  chofes  qu’au  Problème  précèdent, 
excepté  qu’on  ne  fuppoièra  aucun  terme  évanoui  dans  les 

équations 
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équations  indéterminées , & qu’on  Iaiflcra  dans  les  réduites  la 
lettre  indéterminée  qui  fait  le  dernier  terme  de  l’une  des 
deux  équations  indéterminées  , fins  en  dégager  la  valeur  & 
elle  marquera  un  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propose  • 
cela  abrégera  de  beaucoup  le  calcul  des  formules , & rendra 
les  réduites  plus  fimples,  comme  on  le  verra  dans  l'application 
de  ce  Problème  au  4*,  je,  & 6e  degré. 

Pour  le  quatrième  degré. 

\ , 

JU  OU  T es  les  équations  du  quatrième  degré  font  repre- 
fentées  par  la  formule  generale  x*  nx\  -+-  pxx  -t-  qx  -h  r 

= O . 

Pour  trouver  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  ont 
tous  leurs  termes  , j>ar  lefquelles  une  équation  reduétible  du 
quatrième , peut  etre  exaétement  divilée , on  fuppofera  les 
deux  équations  indéterminées  xx  fx  g = o,  xx*-bx 
* = o i & après  en  avoir  pris  le  produit 

x*  m+mgxx  argbx  +gi  = o ; 

hx3  •+■  ixx  •*- ftx 
•*“fbxx 

on  en  comparera  les  termes  avec  ceux  de  la  formule  generale 
qui  leur  répondent , & l’on  aura  les  quatre  équations  particù- 

fmvanrpc  • »re  f U — . .e  ^ ri  * _ 


*\g+*'f+fb  = pi  3*><g b 


Iieres  fui  vantes  : 1"  ,f 
"*■/»  = *»  4 *,gi=r. 

On  regardera  g comme  connue,  & elle  marquera  un  di- 
vifeur  exact  du  dernier  terme  de  la  propofée , puifque  le 
dernier  terme  de  la  propofée  eft  le  produit  des  deux  der- 
niers  termes  des  deux  équations  du  fécond  degré  dont  la 
propofée  eft  le  produit . On  cherchera  une  valeur  de  f qui 
ne  contienne  que  des  connues  avec  g ; pour  la  trouver  on 
prendra  la  valeur  de  b dans  la  première  & la  troifiéme  équa- 

fn,h=n-f=1^Li  °n  prendra 

la  valeur  de  * dans  la  quatrième  équation  , qui  eft  i — 1.  $c 
on  la  fubftituera  dans  l’équation  qu’on  vient  de  trouver/  & 

Ion  aura»— /=£=_£;  d’oîi  l’on  déduira  f= 
on  fubftituera  cette  valeur  de/dans  xx+*fx+-g  =*0;  <Sc 
l’on  aura  xx  ■+■  _y  x »+■  g — q _ 

Quand  on  voudra  examiner  fi  une  équation  particulière 
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du  quatrième  degré,  peut  fe  divifer  exa&ement  par  deux- 
autres  du  fécond  degré,  on  prendra  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  de  la  propofée , & li  elle  eft  littérale  & homo- 
gène , il  fuffira  de  prendre  les  divifeurs  de  deux  dimenfions.  On 
fubftituera  ces  divifeurs  fucceffivement  avec  le  ligne  de  & 
enfuite  celui  de  — , dans  la  formule  xx  x g — o, 

s ^ 

au  lieu  de  g;  comme  auffi  les  valeurs  de  *,  j,r;  & on  divifera 
la  propofée  par  lequation  qui  naîtra  de  la  fubftitution  ; & fi  la 
divifion  eft  exadle  , on  aura  ce  qu’on  cherche. 

Par  exemple,  on  voudrait  fçavoir  fi  l’équation 

x*  ■+■  2axl  — ttcxx  2 albx  -*■  aabc = O , 

— 2 bx’  — <,abxx  — 2 aacx 
eft  redu&ible  en  deux  équations  du  fécond  degré. 

i°.  Afin  que  la  formule  generale  du  quatrième  degré  x * 
-*-nx} , &c.  reprefente  la  propofée,  il  faut  fuppofer  a = 2 a 

— 2 b,  — ac- — $ab,q  = 2dbb — 2 aac , r==**m aabc . 

2°.  Il  faut  prendre  parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  de 
la  propofée  , ceux  qui  font  de  deux  dimenfions , c’eft  à dire 
aa,  ab,  de ybc. 

3°.  Il  faut  fubftituer  chacun  de  ces  divifeurs  fucceffivement 

avec  le  ligne  •+• , & enfuite  avec  le  ligne  — , dans  la  formule 

xx  r •+*(g=o,  à la  place  de^,  & y fubftituer  auffi 

y & , 

les  valeurs  de  »,  r:  l’on  trouvera  qu’en  y fubftituant  à la 

place  de  g , + aa,  — da  l’on  n aurait  pas  un  divifcur 

exaél  de  la  propofée , mais  en  fubftituant  — db  a la  place 
de#,  'la  formule  eft  changée  en  xx  *♦-  2 ax  — ab  = 0 , par 
laquelle  la  propofée  fe  divife  fans  refte  , & l’on  trouve  le  quo- 
tient xx  — 2 bx  — ac  = o. 

Ainfi  la  propofée  n’eft  pas  du  quatrième  degré  , mais  elle  fe 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  degTé . 

On  peut  encore  trouver  une  réduite  dont/foit  l'inconnue, 
& dans  laquelle  g foit  Tegardée  comme  une  connue  qui  repre- 
fente un  divifcur  du  dernier  terme  de  la  propofee  , en  prenant 
deux  valeurs  de  l’indéterminée! , l’une  dans  la  2e,  & l’au- 
tre dans  la  4e  équation  particulière  ; & l’on  aura  i = p — g 

— fb  = j-  ; fubftituant  la  valeur  de  b = » — f dans  cette 
équation , l’on  aura  p — g — »/-♦*  ff = f,  ou  bien  ff — nf 
■+■  p = o , qui  eft  la  réduite  qu’on  cherche . 

— Z : . 

r 

s 
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Refolvant  cette  équation  du  fécond  degré , onaura/=i« 

rt/i  «»  — P ■+•  g ■+■  j ; fubftituant  cette  valeur  de  f 

dans  xx  fx  •+•  g = o , on  aura  la  formule  xx  x 

x t » — P j -+-£  = o.  Cette  formule  fervira 

à faire  trouver  les  équations  du  fécond  degré,  dans  lefquelles 
fe  peut  réduire  une  équation  particulière  du  quatrième  degré  , 
comme  dans  l’exemple  précèdent. 


Pour  le  cinquième  degré  . 

P ou  R trouver  les  deux  équations  commenfurables , lune 
du  fécond  degré,  & l’autre  du  troifiéme  , qui  ayent  tous 
Ieurs^  termes , par  lefquelles  une  équation  réductible  du  5* 
degré , répreféntée  par  la  formule  generale  ■+■  px* 

qxx rx -h  1 = o,  peut  fe  divifer  exactement  ; on  fup- 
poféra  , i°,  xx  ■+•  fx  -4-  g •=  o,  #}*4 - bxx  ■+■  ix  ■+■  £ = 0:  Et 
après  avoir  pris  leur  produit  *s  /*♦  -4 - ix’ {xx +•  fkx 

•+■  bx*  m^mgxi  •+-gbxx-*-gix 
*tmfbx,’+m  ftxx 

g*- ==  o , on  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux 
de  la  formule  » & 1 on  aura  les  cinq  équations  particulières  qui 
fuivent:  *",/•+-£=«;  2%  i -+- g fb  = p;  3*  k’+gb 

•*■/*  = *;  4 \fk  4-gi  = r;  5*,  gk~s. 
r.2°-,.°n  cherchera  une  réduite  du  fécond  degré,  dont/ 
foit  1 inconnue , & on  regardera  g comme  une  connue  qui 
reprefente  un  divi/cur  du  dernier  terme  de  l'équation  du* 
cinquième  degré  qu’on  veut  refoudre  . Pour  la  trouver  , on 
prendra  les  valeurs  de  b dans  la  première  & la  fécortde  & 

1 on  aura  b ==n  — f=  j d’où  l’on  déduira  i = ff 
nf?“P  0°  Pendra  une  autre  valeur  de  / dans  la 
quatrième,  & Ion  aura  i = ; fubftituant  dans  cette 

valeur  de  i celle  de  { prife  dans  la  cinquième  équation , qui 

eft  k = f , l’on  aura  / = »f+  p —g . Cec. 

te  équation  étant  mife  en  ordre  , on  aura  la  réduite  qu'on 
cherche,  * 

*+■  -it—  — a- 
ss  & 

— r_ 

On  peut  trouver  une  autre  réduite  du  fécond  degré , en 
prenant  la  valeur  de  b dans  la  première  & la  troifiéme 

V ü 
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équation , car  l’on  aura  h = » — f = IrArJ;  ou  bien  gn 
— gf  = q — f — fubftituant  dans  cette  équation  la 
valeur  de  i pri/è  dans  la  quatrième  , qui  e(l  i = , l’on 

aura  gn  — gf=q  — ftï  fJi  — ^ : Enfin  fubftituant  dans 
cette  équation  la  valeur  de  i pri/è  dans  la  cinquième  , qui  eft 
* = y , on  aura  gn  —gf—  î — '{ % — i » qui  & ré- 
duit à ff  — — Ai  =o> 

h-  &—g 

-4-  Ht 

S 

C’efl  la  /èconde  réduite  qu’on  cherchoit . 

Quand  on  voudra  voir  lî  une  équation  particulière  du 
cinquième  degré  eft  réductible  en  deux  plus  Amples , l’une 
du  fécond  & l’autre  du  troifiéme  degré  > on  prendra  tous 
les  divi/èurs  de  fon  dernier  terme  ; & fi  elle  eft  littérale  & 
homogène , il  fuffira  de  prendre  ceux  qui  font  de  deux  di- 
menfions  ; ou  les  fubftituera  les  uns  après  les  autres  dans 
laquelle  on  voudra  de  ces  deux  réduites  fous  le  figne  & 
enfuite  finis  le  figne — ; on  y fubftituera  au/fi  les  grandeurs 
de  la  propofée  réprefentées  par  &c.  on  prendra  ea- 

fuitc  la  valeur  de  f,  & on  la  fubftituera , comme  auflï  le 
divifeur  pris  pour  g , dans  xx  •+■  fx  •‘rg  = o;  & fi  la  pro. 
pofée  Ce  divife  exactement  par  l’équation  qui  naîtra  de  la 
fubftitution , on  aura  ce  qu’on  cherche  : finon  , on  mettra  ut» 
autre  divi/èur  du  dernier  terme  à la  place  de  g dans  la  ré- 
. duite , & on  continuera  ^opération  comme  ou  vient  de  le 
preferire . 

On  pourrait  aufti  fubftituer  les  divifeurs  du  dernier  terme 
les  uns  après  les  autres  avec  le  figne  & enfuite  avec  le 
figne  — , dans  les  deux  réduites,  avec  les  valeurs  de 
q,  &c.  & trouver  enfuite  le  plus  grand  divifeur  commun  des 
réduites  ; & par  le  plus  grand  divi/èur  commun  , trouver  là 
valeur  de/,  & la  fubftituer  avec  celle  de  g , dans  xx^-fx 
= o , & divifer  enfuite  Ta  propofée  par  l'équation  qui  ea 
naîtrait..  . v 

Voici  un  exemple  qui  fera  concevoir  lesdeux  maniérés- d'ap- 
pliquer la  méthode  à une  équation  particulière. 

Pour  voir  fi  l’équation  x * •+•  zax+ — iaax}  — aabxx  -+■  a}bx 

— 4 abx1  ■ •ï’idabbx 

*+•  a}bb  =o,  peut  être  exactement  divifée  par  une  équation 
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du  fécond  degré  , & par  une  du  troifiérae  degré  , qui  ayent 
tous  leurs  ternies:  i° , il  faut  prendre  les  divifeurs  du  dernier 
terme  qui  font  de  deux  dimenfions  ; ces  divifeurs  font  ab , 
aa , bb. 

2°.  Afin  que  la  formule  generale  x'  -H  nx* , Sec.  reprefen* 
te  la  propofée  , il  faut  fuppofer  n = 2a,p  = — xaa  — 4 ab , 
g — — aab  , r = ■+■  a’ b 3 aabb , J = *+*  a]bb. 

30.  11  faut  fubftituer  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  ré- 
duites , -+-  ab  à la  place  de  g , & les  valeurs  de  n , p , q , &c. 
à leur  place  > & comme  la  valeur  de  / qu'on  trouve  après  la 
fubftitution  de  -*■  ab  à la  place  de  g , étant  fubflituée  dans 
xx  •‘r  fx  •‘r  ab  — o , l'équation  qui  en  vient  n’eft  pas  un  di- 
vifeur  exaft  de  la  propofée  , il  faut  fubftituer  — ab  à la  pla- 
ce de  g , dans  laquelle  on  voudra  des  réduites , & les  valeurs 
d en,  p t q , Sec.  Se  l’on  trouvera  au  lieu  de  la  première  ré- 
duite cette  équation  ff — af  — laa  = o ; & au  lieu  de  la 
féconde  réduite  , l'on  trouvera  ff  af  lab  = o. 

■+■  2 bf 

40.  Ayant  trouvé  par  le  moyen  de  l’une  ou  l’autre  de  ces 
deux  réduites,  que  /=  — a , on  fubftituera  — a au  lieu  de/ 
dans  xx  ■+■/*  or  g — o,  & — ab  à la  place  deg;  & l'on  aura 
xx  — ax  — ab  — o,  par  laquelle  divifânt  la  propofée  , on 
trouvera  le  quotient  jufté  x1  ■+■  zaxx  — • 3 abx  — aab  = o> 
ainfi  la  propofée  n’eft  pas  du  cinquième  degré  , mais  elle  fe 
réduit  aux  deux  équations  précédentes  du  fécond  & du  troi- 
fiême  degré. 

On  peut  auffi  trouver  la  valeur  de/,  en  prenant  le  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  réduites , après  qu’on  y au- 
ra fubftitué  — ab  à la  place  de  g , Se  les  valeurs  de  »,  p,  y, 
&c.  car  l’on  trouvera  que  le  plus  grand  divifeur  commun  eft 
/ -+-  a = o,  par  confequent  /=  — a. 

Cette  maniéré  de  trouver  la  valeur  de  / par  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  réduites , après  qu’on  y a fait  les  fubfti- 
tutiors,  eft  d’ufage,  lorfque  les  réduites  font  au  deflus  du  fé- 
cond degré;  mais  quand  les  réduites  ne  paffent  pas  le  fécond 
degré , il  eft  d’ordinaire  plus  court  de  prendre  la  valeur  de/ 
dans  une  feule  réduite . 


„ — i 
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<S  * - * ,-r  , . ’ • t 

Porr  le  fix'iéme  degré  . 

T jO  RS  QU' IL  p/'ft  [en  . ' ‘*r  A une  équation  du  fécond  degré 
6*  à une  autre  du  4',  d.-u..  b J s uelles  aucun  terme  n'ejl  évanoui. 

Jl  fout  fuppoter  les  deux  équations  indéterminées  xx  -4-  fx 
= x*-*->'x,-*‘ixx’*-kx’+-l—o  ; & après  avoir  pris 

leur  produit  x*  -4-  bx'  -4-  ;x4  -4-ivJ  -4-  Ixx  flx-4-gI=o. 
■+■  jf*’  £x4  u*mghxi  -4-  g/xr 
•+-  fbx*-+-fix'  ^-fkxx 

il  faut  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la  formu- 
le generale  du  fixiéme  degré  x*  *+•  «x5  -4-  ^x4  ■+■  qx*  -4-  rxx 
-4-  sx  f = o , qui  leur  répondent  ; ce  qui  donnera  les  fix 
équations  particulières  qui  fuivent:  ir%  b -+- / = n;  2* , i ■*»  g 
*rfb  — p;  ÿtk+‘gb*‘ft=q\  4e,  / -4- gi  -4- = r,  5 *,// 
gk  = rt  6*, gl=t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  / foit  l’inconnue  , & dans 
laquelle  £ reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  propo- 
sée , on  prendra  deux  valeurs  de  b dans  la  première  & la  fé- 
condé équation  , & l’on  aura  b =.  n — f—  d’où  l’on 

déduira  i—ff  — »f-4-  p — g > comparant  cette  valeur  de  i 
avec  une  autre  prife  dans  la  quatrième , on  aura  i = 

=fT—  *f  p — & ; cu  bicn  r — 1 — fi  =gff — ,g«/ 

-4 -gp  — gg  ; mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  / pri- 
fe dans  la  fixiéme  équation  , qui  eft  / = j r l’on  aura 
r> — j — fl  — gff — gnf  *4-  gp  — gg\  fubftituant  la  valeur 

s — £ _ 

de  /=  j- dans  la  cinquième , on  aura  l — —s  ■ • Cette  va- 
leur étant  fubftituée  à la  place  de  l dans  r — j — fl  — gff 

if  -4-  —f 

— &nf  •*“  gP  — gg  r l’on  aura  k réduite  r — j ■ — — j-4- 
—gff — £“/  --£p  — gz.quife  réduit  à// — ÿ — «/—A 

*f,-e 


U 


■=.  o;  c’eft  la  réduite-  qu’on  cherche . 

On  peut  trouver  une  fécondé  réduite  en  comparant  la  va- 
leur de  » déjà  trouvée  , qui  eft  i =ff  — »/  *+•  P — S » avcc 
une  autre  valeur  de  i prife  dans  la  troifiéme  équation , & 
l’on  aura  i = 1=^s!!  = ft—nf+-l>—&ïiï  faut  fubftituer 
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dans  cette  équation  la  valeur  de  b prife  dans  la  première 
équation  , qui  eft  b — n — /,  & la  valeur  de  * prife  dans 
la  cinquième  équation,  tqui  eft  { = t=îf  j & fubftituanc  à la 
place  de  / fa  valeur  l = j prife  dans  la  fixiéme  équation  , on 

aura  k — — j-i  ; fubfiituant  donc  les  valeurs  de  { & de  b 
dans  = ff  — »/•*•/>  — g , l’on  aura 

s -t-  '1 

j JJ  — nf  + p—g 


qui  fe  réduit  à — nff — îgf. 

+pf  . 

*/ 


•g»  — o; 


s 

« — 9 

«’eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cberchoit. 

On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  fi  une  équation 
du  fixiéme  degré  fe  peut  réduire  en  deux  plus  fimples  qui 
ayent  tous  leurs  termes  , dont  l’une  foit  du  fécond  degré  & 

l’autre  du  quatrième , comme  l’on  a enfeigné  dans  le  cinquiè- 
me degrc.  ^ 

Pour  Je  fixiéme  degré,  lorf qu'il  peut  fe  réduire  à deux  équation! 
du  troifiéme  degré  qui  ont  tous  leurs  termes. 

Jl  faut  fuppofer  les  deux  équations  indéterminées  x'  + fxx 

TSXl7bZ^’  X,?*Xï'*mkx'*‘l=0’  & après  avoir 
trouvé  leur  produit  *«  -4- /**  ^gx^bx^  hixx  h-  bjx  -4-  bl 

*-/x’  ix+*m for  -4 .fjxx  +g[x 

•4-/ h*  -+*£'. vJ-4-g  {xx 

’+'fkx' 

7=  °»  00  comparera  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de  h 
formule  generale  du  fixiéme  degré  *«  „xf  -4-  px*  + qxs 
^ rx*  -4-  -w  ==  o,  qui  leur  répondent  s ce  qui  donnera 
ies  lix  équations  particulières  qui  fuivent  : ir*  f -h  i = » • 

f “**  * P>y>b+ml'*‘ gi*-fk=q i 4* , bi  -4-  fl 

•**£*  = 5 > -4-  gj=  r,  £/  = t. 

Pour  trouver  une  réduite  dont  f foit  l’inconnue  , & dans 
laquelle  b reprefente  un  divifeur  du  dernier  terme  de  la 
propofee  lequel  divifeur  eft  de  trois  dimenfions  dans  les 
équations  littérales  & homogènes  j il  faut  prendre  dans  la 
première  & la  fécondé  équation  deux  valeurs  de  /,  & l’on 
aura  / = n — /=*: r --  ■>  d’où  pon  déduira  k—ff nf 
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p — :gi  on  prendra  une  autre  valeur  de  k dans  la  cinquiè- 
me k — ^ ; par  confcquent  ff — »/  •+■  p — g = nj*-'  . On 
fubftitucra  dans  ^ , la  valeur  de  l prife  dans  la  fixiéme 


/—  * 


t » 


équation  l=ji  & l’on  aura  ff — nf  — £ = — r 
d’où  l’on  déduira  g = ~ uff*  * . Il  faut  remarquer 

v — b '■ 

cette  première  valeur  de  g. 

Pour  avoir  une  fécondé  valeur  de  g à comparer  avec  cette 
première  , on  fe  fervira  de  la  troifiéme  équation , qui  donne- 
ra g = j fubftituant  dans  cette  valeur  celle  de  l 

— a prife  dans  la  fixiéme  équation  , celle  de  / prife  dans  la 
première , qui  eft  i = n — f , & celle  de  4 Pr>fc  dans.  la 
féconde,  qui  eft  4 = P — g — /'  =/>  — g — nf  l’on 

aura  g=  *-  ~ b- ~ * -J ~ ”lf~f  i d’oî.  I’»" 

déduira  g = £l Züf[ïLîL  ~i~  qlli  eftla  féconds 

if—n 

valeur  de  g ; comparant  les  deux  valeurs  de  g , on  aura 
bff-^bnf  — pé«w  _ f — »ff'J>“pfm*m  — 7 » 


Tî  b 


2f—»_ 


qui 


a.  , ,..s„  inff—ibnff  ' b*af—vf  bnp^nt  — {q^bq 
fe  réduit  à/1 p.r  ' 7— T 


V 

*-rf 


i — b 


= o ; ceft  la  première  réduite  qu’on  cherche . 

Pour  trouver  une  fécondé  réduite  dont  f fôit  l’inconnue, 
on  prendra  deux  valeurs  de  £ , l’une  dans  la  fécondé  équa- 
tion particulière , & l’autre  dans  la  quatrième  ; & l’on  aura 
4 ==  p , — g — fi  — 7-^;  fubftituant  dans  cette  équa- 
tion la  valeur  de  i prife  dans  la  première  équation  i—n — ft 
celle  de  / prife  dans  la  fixiéme , qui  eft  / = £ , & la  pre- 
mière valeur  de  g , qu’on  a fait  remarquer  ci-deflus , l’équa- 
tion — g p — ft  ~ — p1 , fera  changée  en  celle-ci , 

Lf£r*!»/±*r_ i M-  p — »/-♦-//=  r~ïll?JÎZÉ  i d’où 
* pi  b 

ôtant  les  fraétions , & faifant  en  forte  que  le  premier  fermé 
c’ait  que  l’unité  pour  coêficient  « l’on  trouvera  l’équation 

fuivante , 
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fuivante , qui  eft  la  fécondé  réduite  qu’on  cherchoit , 
/*  — wf>  — h-f-  + « — • -if  = o. 
2Pff—  2nPf PP 

nnff  -4-  -4--y- 

. Æ < LL 

* *r,  * 


îGl 


— lhf  *- 

<**■¥  *-ibn 


T9 

hb 


— ir 

b »• 


On  fe  fervira  de  ces  réduites  pour  trouver  fl  une  équation 
du  iixiéme  degré  peut  fe  réduire  en  deux  du  troifiéme  qui 
ayent  tous  leurs  termes  , comme  on  l’a  enfeigné  dans  le  cin- 
quième degré  : Mais  il  faut  remarquer  que  quand  on  aura 
trouvé  une  valeur  de  /,  il  faudra  la  fubftituer  dans  l’une  des 
deux  valeurs  de  g , laquelle  on  voudra,  pour  déterminer  la 
valeur  de  g , afin  de  la  fubftituer  avec  celle  de/,  & avec  le 
divifeur  pris  pour  b dans  ar3  ■+*  fxx  ■+■  gx  b = o s & après 
ces  fubftitutions  , on  divifera  la  propofée  par  cette  équation 
ainfi  changée . 

Ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul , pourront 
abaiffer  cette  fécondé  réduite  par  le  moyen  de  la  première, 
au  fécond  degré  , comme  l’on  a fait  dans  le  Problème  précè- 
dent, pag.  147.  éf  148. 

La  démonftration  de  ce  quatrième  Problème  eft  la  même 
que  celle  du  troifiéme. 


Corollaire  I. 

J.L  eft  évident  que  ce  quatrième  Problème  comprend  le  pre- 
cedent i car  quand  il  arrive  qu’il  y a un  terme  évanoui  dans 
l’une  des  deux  équations  plus  fimples,dans  lefquelles  une  équa- 
tion du  4*,  5',  & 6e  degré  fe  peut  réduire , on  trouve  alors  une 
valeur  de  l’indéterminée  qui  répond  à ce  terme,  prife  dans  le$ 
réduites  de  ce  quatrième  Problème,  égale  à zéro. 


Corollaire  II. 

J_jORsqu’apre's  avoir  fubftitué  fucceflivement  tous  les 
divjfêurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  dans  les  réduites . 
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on  ne  peut  trouver  aucunes  valeurs  des  indéterminées , qui 
étant  fubftituées  dans  xx  ■+■  fx  h-  g = o , ou  x1  -*■  fxx  •+■  gx 

h = o , les  rendent  des  divifeurs  exaCts  de  la  propofée  ; 
c’efl  une  marque  certaine  que  la  propofée  eft  irréductible. 

PROBLÈME  V. 

qui  contient  les  deux  précédents. 

6 7.  y* ROUVER  les  équations  plus  J\ impies  commenfurablcs , par 
lejquelles  une  équation  rédutfihle  de  quelque  degré  quelle  puijje 
«tri , peut  fe  divifer  exactement , f oit  que  ces  équations  plus  /im- 
pies ayent  tous  leurs  termes , foit  quelles  en  ayent  d évanouis  „ 

Avertissement. 

T iA  méthode  qu’on  vaexpliquer  fuffit  feule  pour  réduire  tou- 
tes les  équations  compofées  réductibles  aux  plus /impies  degrés, 
ou  pour  s’a/Turer  ïi  elles  font  irréductibles  j mais  dans  la  crain- 
te que  l’extrême  longueur  du  calcul  ne  rebutât  le  LeCteur,  on 
a cru  qu’il  étoit  neceilàire  de  faire  précéder  les  méthodes  du 
troifiéme  & quatrième  Problème , dont  le  calcul  e/t  bien 
moins  embarafTant,  & qui  cependant  fuffifént  pour  réduire  les 
équations.  Pour  faire  concevoir  clairement  cette  méthode,  on 
l’appliquera  en  l’énonçant  aux  équations  du  4e  degré:  Il  faut  fe 
rendre  cette  application  familière  pour  entendre  la  démonfha- 
tion. 

METHODE  GENERALE. 

i°.  Jl  faut  d’abord  fuppofêr  que  xx  fx  g = o,  reprefën- 

te  par  l es  indéterminées/,  g,  l’équation  du  fécond  degré,  par 
laquelle  une  équation  compofée  fe  peut  divifer  exactement . 

2°.  Il  faut  divifer  la  formule  generale  du  degré  de  l’équa- 
tion qu’on  voudra  réduire  , par  xx  fx-+-g  = o,  & conti- 
nuer la  divifion  jufqu  a ce  qu’on  fbit  arrivé  à un  refte  où  l’in- 
connue x foit  moins  élevée  d’un  degré  que  dans  xx  •+■  fx 

H-g  = O. 

3°.  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  ce  refie  égal  à zéro  , 
ce  qui  donnera  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé  d’indéter- 
minces  . 

Au  lieu  de  faire  ce  qui  eft  marqué  dans  le  fécond  & troi- 
fiéme article  , on  pourra  multiplier  xx  +“fx  g = o,  par 
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une  autre  équation  indéterminée , dont  le  degré  joint  avec  ce- 
lui  de  xx  -4-  fx  -4-  g = o , fafle  celui  de  l'équation  qu’on  veut 
réduire;  par  exemple  , pour  le  4e  degré  , il  faudra  multiplier 
xx  -4-/*  •+■  g = o,  par  xx  -4-  bx  •+•  i = o;  pour  le  5*  degré  , 
par  x 1 *4“  bxx  -4-  ix  -+■  k — o > pour  le  6*  , par  x*  -4-  bxv 
ixx  ■+•  kx  -4-  I =■  o > & ainfi  des  autres. 

II  faudra  enfuite  comparer  les  termes  du  produit  avec  ceux 
de  la  formule  generale  du  degré  de  l'équation  qu’on  veut  ré- 
duire , qui  leur  répondent , comme  dans  le  troifiéme  & qua- 
trième Problème  ; ce  qui  donnera  autant  d’équations  particu- 
lières qu’il  y a d’indéterminées  dans  les  deux  équations  indé- 
terminées qu’on  a multipliées  l’une  par  l'autre- 

Il  faudradégager  les  indéterminées  de  l'équation  indétermi- 
née xx-h-bx^i = o,  ou  x’  -4-  bxx  •*-ix’+-k=.o)8(c  en  (e  fer- 
vant  des  premières  équations  particulières,  & en  fubflituant  leurs 
valeurs  dans  les  deux  dernieres,  on  aura  precilement  les  deux 
mêmes  équations  trouvées  par  le  fécond  & troifiéme  article. 

Par  exemple  , pour  réduire  une  équation  du  4'  degré  , on 
prend  ra  la  formule  ge  nera  le  d u 4'  degré  x*  -4-  nxl  -4-  pxx  -4-  qx 
r = o , & l'équation  indéterminée  xx  ^ fx  g = o;  on 
divifera  la  première  par  la  fécondé  , comme  on  le  voit  ici  : 

Avmtksemïnt.  * *♦«+*,  Hx’f^  * pxx  e+iqx  *+■>•  / XX+fx  +•£ 

* marque  quel*  — * fx'  — * gxx  — ngx— pg  ( it  + nT+i 

grandeur  e/l  ejfa.  — t nfxxe+efgx  *f egg  \ ~—fx  • — g 

fée  s ainfi  f x*  >4*  ^ ffxx-—pfx  r+*nfg  — nf 

marque  que  x*  e/l  +.fgX  —ffg  *.ff 

tranchée  par  une  *q*nffx 

ligne..  . .— /<* 

Et  la  divifion  fera,  continuée  j'ufqu'à  ce  qu’on  ait  trouvé  le  re- 
“C  ~ Px  ■*“  nffx  ■+■  fgx  — Pfx  ’h-fgx  — ngx  *4 - qx  — ffg 
nl&  ,+’  SS  — PS,  r , dans  lequel  x elt  d’un  degré  moins 
elevee  que  dans  le  divifeur  xx  "4-  fx  -4-  g. 

On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro,  & l’on 
aura  les. deux  équations  — /»  -+-  »//  — pf  — ng  = 0> 

eff  ,•  •+ 

— Sff  »gf  + gg  = o;; 

— Pg 

-4-  r 

ou  bien  en  tranfpofant , p „ff 


Sff  — ngf  — gg  = o.. 

■+■  PS 

— r. 


Pf  •«-  ng  — o,, 

*&f—  1 


X ij 
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On  trouveroit  les  deux  mêmes  équations  en  comparant  les 
termes  du  produit  de  xx  -+-/*-♦-  g = o , par  xx  bx  ■+-  < 
= o , qui  eft  x*  -t-  fx>  ■+•  g**  gfw  gi  = o , avec  ceux 
•4-  bx1  ■+■  ixx  — fi* 
fbx 

de  la  formule  generale  x+  -*»  ax1  ■+■  p*x  ■+•  f#  •+•  r = o;  car 
en  dégageant  les  indéterminées  b 6c  i dans  les  premières 
des  quatre  équations  particulières  que  donneront  ces  compa- 
rai fons , qui  font  : r'* , /-t-  b = n ; 2e,  /&=/); 

Ÿ , g£  ■+■  //  = q ; 4' , gi  = r , l’on  trouveroit  b = n — /, 
#=p — g — j & fubflituant  les  valeurs  de  b & de  i 

dans  la  j*  & la  4* , l’on  auroit  f = -Ü— > d’où  l’on 
déduirait  /*  — »//—  «g  = o i & g = 

•*“  Pf  — f 

d'oîi  l’on  déduirait  gjjf  — — gg  — a 

-*-/« 

— r 

4®.  Pour  trouver  les  valeurs  de  / & de  g par  le  moyen  de 
ces  deux  équations , on  choifîra  laquelle  on  voudra  des 
deux  indéterminées  /,  g , pour  en  faire  l'inconnue  de  la  ré- 
duite i fuppofé  qu’on  fe  détermine  à g , on  ordonnera  cha- 
cune de  ces  deux  équations  par  rapport  à l’inconnue/*  qu’on- 
veut  faire  difparoître  de  la  réduite  , & on  regardera  g com- 
me connue  , jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  la  réduite  dontg  foie 
l’inconnue. 

Pour  trouver  cette  réduite , on  cherchera  le  plus  grand 
divifeur  commun  des  deux  équations  precedentes  ; & quand 
on  fera  arrivé  à un  refie  où  / foit  linéaire  , on  mettra  ce 
refle  à part;  & le  fuppofant  égal  à zéro , on  prendra  dans 
l’équation  linéaire  faite  de  ce  refle  , la  valeur  de  / linéai- 
re , laquelle  ne  contiendra  que  des  grandeurs  connues  avec 
la  feule  inconnue  g . Il  faut  remarquer  cette  valeur  de  f r 
pareeque  quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  g dans  la  ré- 
duite , en  la  fubflituant  dans  cette  valeur  de  /,  on  rendra  / 
toute  connue. 

On  continuera  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  com- 
mun avec  le  refle  où  / efl  linéaire , comme  fî  on  n’avoit 
pas  mis  ce  refle  à parr,  & quand  l’inconnue  f aura  difparu , 
on  fuppofêra  le  refle  qui  n’aura  point  d’autre  inconnue  que 
S t égal  à zéro  ; & ordonnant  l’équation  qui  en  naîtra  par 


Digitized  by  Google 


Livre  IV.  i6$ 

rapport  à l'inconnue  g , elle  fera  la  réduite  qu’on  cherche  • 
Dans  notre  exemple  on  cherchera  le  plus  grand  divîfeur 
commun  d ef]  — nff—  igf  ■+-  ng  = o , & de  gff  — «g/ 

•*mrT  —i . , 

— gg  = o ; & quand  on  fera  arrivé  au  reltc  — gg/-*-  r/ 
— r . , 

*+■  »gg — qg,  où / efl  linéaire,  on  le  fuppofera  égal  à zéro, 
d’où  l’on  déduira  / = • Il  faut  remarquer  cette 

équation  linéaire,  qui  fera  trouver  la  valeur  de/,  quand  g 
fera  connue. 

On  continuera  enfuite  la  recherche  du  plus  grand  divifeur 
commun  des  deux  équations  precedentes  , comme  fi  on  ne 
l’étoit  pas  arrêté  à mettre  à part  la  valeur  de/,  en  divifant 

gff  — ”gf — &?=°  » P31  Ie  rcftc  — ggf-*"  »g&  — o » juf- 
+-Pg  *-rf  — flg 

— r 

qu’à  ce  que  l’inconnue  / ait  difparu  > & l’on  fuppofera  le 
refie  qui  ne  contiendra  plus  /,  égal  à zéro;  & après  avoir 
ordonné  ce  refte  par  rapport  à l'inconnue  g , on  aura  la  ré- 
duite g6  pg'  4-  nqg+ qqg>  4-  nqrgg prrg  4-  r1  = O. 

— rg+  — nnrg)  — rrgg 
2 prg 

S l’on  vouloir  trouver  la  réduite  où  /fût  l'inconnue , on 
ordonnerait  les  deux  équations  trouvées  par  le  fécond  & troi- 
fiéme  article  de  la  méthode,  par  rapport  à l’inconnue  g,  & 
l’on  aurait  gg  4-  nfg+-r=. o,  & 2 fg — />  = o. 

— PR  —ng  + rff 

—ffz  —pf 

■**  H 

On  chercherait  leur  plus  grand  divifeur  commun , & on 
ferait  d’abord  l’operation  . jufqu’à  ce  qu’on  fût  arrivé  à un  re- 
fie où  g fût  linéaire.  Mais  comme  g efl  linéaire  dans  la  fécon- 
dé équation,  ce  refie  cfl  tout  trouvé  fans  opérer,  & l'on 
a g — . 

il  faudrait  enfuite  continuer  l’operation  pour  trouver  le  plus 
grand  divifeur  commun,  jufqu’à  ce  que  g eût  difparu  dans 
le  refie.  Il  faudrait  fuppofer  ce  refie  où  g n’eft  plus , égal  à 
zéro,  & ordonner  l’équation  par  rapport  à l’inconnue/,  & 
Ton  aurait  la  réduite 

X iij 
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f*~-snp  -h  3 nnf*  —4»pp  -*PPff  — »»?/  — H — o .. 

2ff*  — niP  nelff  — nPPf  nM 

. *4-  tnnpff -*■  qnrf  — rmr 

— vff 

Si  le  fécond  terme  étoit  évanoui  dans  une  équation  du  qua* 
triéme  degré,  alors  « étant  zéro,  toutes  les  grandeurs  de  la 
réduite  precedente  où  fe  trouve  »,  devenant  zéro,  l’on  aurait 
la  réduite  du  3*  degré/1  .+•  2 pf*  •+•  ppff — M — o. 

— 4 if-  z'  " „ 

Pour  trouver,  par  le  moyen  de  ces  réduites*  fi  une  équa- 
tion particulière  du  quatrième  degré  , par  exemple  x* 
-H  ïax1  — aexx  h-  2 abbx  *4-  aabc  — a , peut  fe  divifer 

— 2 bxJ  — 5 abxx  — 2 aaex 

exactement  par  deux  équations  commenfurables  du  fécond 
degré’,  il  faut  fuppofer , afin  que  la  formule  generale  repre- 
fente  la  propofée,  « = 2» — ibtp=. — ac — $ab,  q = 2abb 

— iaac , r = -t-  aabc  ; & enfuite  fubftituer  dans  laquelle  on 
voudra  des  deux  réduites,  à la  place  de  »,  p,qt  &c.  les  gran- 
deurs quelles  reprefêntent . 

Il  faut  enfuite  trouver  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme- 
de  la  réduite  ainfi  changée  ; & fi  la  propofée  eft  littérale  & 
homogène,  il  faudra  prendre  les  fêuls  divifeurs  de  deux  di- 
menfions  dans  la  réduite  dont  g eft  l’inconnue,.  & ceux,  d’une, 
feule  dimenfion  dans. la  réduite  dont/ efl  l’inconnue. 

Si  l'on  fe  fert  de  la  réduite  dont  g eft  l’inconnue ,.  comme  g 
irprefente  un  divifeur  de  deux  dimenfions  du  dernier  terme 
de  la  propofée,  il  n’y  a parmi  tous  les  divifeurs  du  dernier  ter- 
me de  la  réduite,  qui  font  de  deux  dimenfions,  que  ceux  qui 
font  communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  propofée,  qui 
peuvent  fervir  ; ce  qui  eft  un  abrégé  lorfqu’on  fê  fert  de  la  ré- 
duite dont  g eft  l’inconnue. 

11  faut  fubftituer  les  divifeurs  dont  on.  vient  de  parler  fuccef- 
fivement  avec  le  ligne  de  & celui  de  — , à la  place  de  g , 
dans  la  réduite,  ou  à la  place  de/,  filon  fe  fert  de  la  fécondé 
réduite;  ou  bien  divifer  fucceffivement  la  réduite  par  g ou  / 
plus  ou  moins  chacun  de  ces  divifeurs. 

Celui  de  ces  divifeurs  dont  la  fubftitution-  rendra  toutes 
les  grandeurs  de  la  réduite  égales  à zéro,  ou  par  le  moyen 
duquel  la  divifion  fc  fera  fans  refte,.  fera  la  valeur  de  g ou. 
de  /. 
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Dans  notre  exemple , apiés  avoir  mis  <Ians  la  réduite 
dont  g eft  l’inconnue,  à la  place  de  n,p,  &c.  les  grandeurs 
de  la  propofée  qu’elles  reprelêntent , elle  te  trouve  .changée  en 
celle-ci, 

f+iaeg'  — 4*»bg'  4-4  a+l'rgg  ift’Uc'g  -<+4  mHV  ssX), 

4*J  *ti'  — 4'**,.^‘,  t+tia'bbcg  ' 4»’i+fjf  p 4*f*’b’cef 

— 4 «'<*■*  —4 *Vr5  ' — 4«'^‘Xr 

4*  l*»bcg4— -,  a»*btg'  iJftlA+Uccgg 
— 4«4i‘(ï> 

• »—  la’bccgi 

Les  divifeurs  du  dernier  terme , qui  font  de  deux  dimenfions, 
font  ab , ac , bc , aa , bb , ce , parmi  lefquels  il  ny  en  a de  com- 
muns avec  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  propofée  , que 
ab,  ac,  bc,  aa . Ainfî  il  ne  faut  le  fervir  que  de  ces  quatre . 

Or  on  trouve  que  fubftituant — ab  à la  place  de  g,  dans 
la  réduite,  toutes  les  grandeurs  fe  déiruifent  par  des  lignes 
contraires  ; ou  bien  qu'en  fàifant  la  divilïon  de  la  réduite 
par  g 4-  ab  — o , la  divilÎQn  le  fait  fans  relie  : Ainfi  g = 
~-ab.  -,  •. 

Il  faut  après  avoir  trouvé  cette  valeur  de  g,  la  fubftituer 
uvec  les  valeurs  de  n,qtr,  dans  l’équation  où /eft  linéaire, 
qui  eft  / = "-57=^  , & l’on  trouve/  =2 a. 

11  faut  mettre  ces  valeurs  de /&  de  g dans  l’équation  indé- 
terminée xx  4-  fx  ■+•  g = o , & l’on  aura  xx  4-  2 ax  — ab 
==  o , qui  eft  l’équation  commenfurable  du  lècond  degré  , 
par  laquelle  la  propofée  peut  être  exactement  divi/êe  : lî  l’on 
fait  la  divilïon,  le  quotient  xx — 2 bx — ac  = o,  fera  l’au- 
tre équation , par  laquelle  la  propofée  fe  peut  exactement 
divifer . 

On  trouverait  aulfi  la  fécondé  équation  du  fécond  degré,  en 
fubftituant  les  valeurs  de  »,  p,  q,  rif,gi  dans  le  quotient  indé- 
terminé, qui  eft  xx  4-  nx  p — o. 

— /*  — & 

— nf 

**“ ff 

Dêmonjlration  àu  Cinquième  Problème'. 

Oh  fuppofe  que  4-  nx1 4-  pxx  4-  qx  4-  r = o , repre- 
fente  toute  l'équation  du  quatrième  degré , qui  te  peut 
exactement  divifer  par  deux  autres  commenlurables  du  2* 
<legré  , dont  l’une  eft  xéprefentée  par  xx  4-/*  4- g = 0; 
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Ainfi/&  g reprefentent  des  grandeurs  commenfurables . SeJ 
Ion  cette  fuppofition,  en  divifânt  at4-4-  nx\  &c.  par  xx  -*•  fm 
-t-_g  = o , la  divifion  doit  ctrc  exaéte,  & le  quotient  eft 


xx  •‘r  nx  •+•  p = o . 

— fx — & 

— ”f 

Puifque  la  divifion  eft  fuppofée  fe  faire  fans  refte , le  refte 
■V-  qx  r 


— —pg 
•*“  2f&x+-gg 
— Pf*  ■+■  ”fg 
”ffx  — ffg 
—px 

doit  donc  être  égal  à zéro , & les  grandeurs  de  chaque  terme 
du  refte  fe  doivent  détruire  ; & effèélivement  elles  fe  détrui- 
raient fi  l’on  mettoit  à la  place  des  lettres  «,  p,  q,  r,f,g,  les 
grandeurs  quelles  reprefentent  ; car  autrement  la  divifion  ne 
fe  ferait  pas  fans  refte , contre  la  fuppofition. 

Chacun  des  termes  du  refte  donne  donc  une  équation , 
donc  le  2e  membre  eft  zéro . Ainfi  — •*-  nff  — pf  — ng 

= o,  —gff+»gf+*gg=o. 

—Pg 

•+■  r 

Si  l’on  conçoit  dans  chacune  à la  place  des  lettres  , les  gran- 
deurs quelles  reprefentent , toutes  les  grandeurs  fe  détruiront 
par  des  lignes  contraires.  Donc  / ■+■  ou  — la  grandeur  com- 
nienfurable  qu’elle  reprefente  , eft  une  équation  linéaire , qui 
eft  un  divifêur  exaét  de  l’une  & de  l’autre  de  ces  deux  équa’ 
lions,  par  la  nature  des  équations. 

De  même  g ou  — la  grandeur  commenfurable  qu  elle 
reprefente  , eft  une  équation  linéaire , qui  eft  un  divifêur 
exaét  de  ces  deux  mêmes  équations  , fuppofé  qu’on  les  or- 
donne par  rapport  à l’indéterminée  g ; par  confequent  en 
recherchant  le  plus  grand  divifêur  commun  de  ces  deux 
équations , qui  en  ont  un  où  f eft  linéaire  , ou  bien  un  où  g 
eft  linéaire:  Quand  on  fera  arrivé  à un  refte  dans  lequel  f 
ou  bien  g feront  linéaires  , ce  fera  un  divifêur  commun 
des  deux  équations , Ce  refte  eft  f =;  , ou  bien 
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g . Ce  refte  eft  donc  une  équation  linéaire , qui 

contient  une  racine  commenfurable  de  chacune  de  ces  deux 
équations. 

Si  on  continue  la  recherche  du  plus  grand  divifeur  com- 
mun, jufqu’à  ce  que/ ou  g difparoiffent,  le  nouveau  refte  qui 
ne  contiendra  point/,  ou  pointf , fera  donc  égal  à zéro,  puif. 
que  le  refte  precedent  où/,  ou  bien  oÙ£  étoit  linéaire  , eft 
fuppofé  un  divifeur  exaét , qui  doit  Iaiftèr  zéro  pour  refte  de 
ladivifion:  Ce  dernier  refte  qui  eft  la  réduite,  eft  donc  tel, 
qu’en  mettant  à la  place  de  l'inconnue/ ou  ^ de  cette  réduite 
la  grandeur  commenfurable  quelle  reprefente , & y mettant 
aufti  les  grandeurs  reprefentées  par  »,  p,  qt  &c.  toutes  les  quan- 
tités fe  détruiront  par  des  fignes  contraires. 

Par  confequent,  félon  la  nature  des  équations , après  avoir 
fubftitué  dans  la  réduite  les  grandeurs  reprefentées  par  » , 
Pi  q,  &c.  /■*»  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme  de  la  ré- 
duite , ou  bien  g ou  — un  divifeur  du  dernier  terme  de 
la  réduite  , eft  une  équation  linéaire  qui  divifê  exactement 
la  réduite,  & qui  en  contient  la  racine > c’eft  à dire , la  valeur 
de  fou  de  g . 

La  méthode  fait  donc  trouver,  lorfque  l’équation  propofce 
eft  réductible,  les  valeurs  de/&  de^,  qui  étant  mifês  à leur 
place  dans  xx  -+-/x  -H£  = o,  changent  cette  équation  indéter- 
minée en  une  autre  déterminée  , qui  eft  un  divifeur  exact  de 
lapropofée.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

Remarque!  fur  la  metbode  du  cinquième  Problème . 

L 

cÇ 8. Il  fuffit  ici  d avoir  fait  concevoir,  & d’avoir  demôntré  la 
methodej  ceux  qui  voudront  prendre  la  peine  du  calcul,  pour- 
ront fupputer  deux  réduites  pour  le  cinquième  degré,  & deux 
pour  le  fixiéme,  dont  les  inconnues  foient/ ÔCg-y  & de  plus 
trois  réduites  pour  le  fixiéme  degté,  Iorfqu’il  peut  fc  réduire 
à deux  équations  chacune  du  troifiéme  degré,  dont  les  incon- 
nues feront  les  indéterminées  /,£,  é,  de  l’équation  indétermi- 
née x J fxx  = o . 

Us  pourront  toujours  trouver  par  le  moyen  de  ces  rédui- 
tes, fi  une  équation  quelconque  du  4',  5e  & 6e  degré  eft: 
réductible;  & les  équations  plus  fimples  aufquelles  on  la 
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peut  réduire , par  les  feules  fubftitutions  des  grandeurs  de  la 

propofée,  réprefentées  par  »,/>,  q,  &c. 

Pour  abréger  le  calcul  qu’il  faut  faire  pour  trouver  ces  ré- 
duites, on  pourra  fuppofer  le  fécond  terme,  où  eft  » , de  cha- 
que formule  generale , évanoui  ; & alors  il  faudra  faire  éva- 
nouir le  fécond  terme  d’une  équation  propofée,  lorfqu’on  vou- 
dra voir  fi  elle  eft  réductible. 

IL 

Lorfqu’on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l'inconnue  g ou  b eft  le 
dernier  terme  de  l’équation  indéterminée  xx  fx  -*g  = o, 
ou  bien  x}  «*-  fxx  -+-£*  b=  o>  la  grandeur  reprefentée  par 

g ou  b , devant  être  un  divifeur  exaét  du  dernier  terme  de 
la  propofée  , lorfque  cette  grandeur  eft  commenfurable  ; on 
a cet  avantage  de  n’avoir  bcfoin  pour  trouver  la  racine  de 
la  téduite,  que  des  diviféurs  du  dernier  terme  de  la  propo- 
fée , communs  avec  ceux  du  dernier  terme  de  la  réduite;  ôc 
de  plus  fi  l’équation  propofée  eft  littérale  & homogène  , on 
n’a  befoin  que  des  diviféurs  du  dernier  terme  de  la  propofée 
qui  font  de  deux  dimenfions , lorfque  l’on  cherche  une  équa- 
tion reprefentée  par  xx  <+•  fx  g = o du  fécond  degré;  & 
de  ceux  qui  font  de  trois  dimenfions , lorfqu’on  cherche  une 
équation  du  troifiéme  degré  reprefentée  par  •+•  fxx  gx 

b = o. 

Lorfqu  on  fe  fert  de  la  réduite  dont  l’indéterminée  f des 
équations  xx  fx  •‘rg  = o , xs  •+• fxx  ■+■  gx  b — o , eft 
l’inconnue,  ou  bien  l’indéterminée  g de  l’équation  x5  fxx 

g#  b = o , on  a cet  avantage  que  quand  l’équation  du 
fécond  ou  du  troifiéme  degré , par  laquelle  la  propofée  fè 
peut  exactement  divifer,  a le  fécondé  terme  évanoui , on  le 
trouve  tout  d’un  coup;  car  après  la  fubftitution  des  gran-  -, 
deurs  reprefentées  par  n}  p,  &c.  dans  la  réduite,  cette  réduite 
fe  peut  abaiffer  d’un  degré  ; c’eft  à dire,  / fe  trouve  avoir  une 
valeur  égale  à zéro . 

Il  faut  entendre  la  même  chofe  de  la  réduite , dont  l’in- 
connue eft  l’indéterminée  g de  l’équation  x1  •+•  fxx  ■+-  b 
===  o. 

IU 

Lorfquen  examinant  par  la  méthode  quon  vient  d’ex- 
pliquer , fi  une  équation  propofée  eft  réductible  , on  ne 
trouve  aucune  valeur  commenfurable  de  l’inconnue  de  la 


Digitized  by 


L I V R E IV.  171 

réduite , on  eft  afliiré  que  la  propofée  efl  irréductible  . 

Avertissement» 

[_jES  méthodes  qu’on  vient  de  donner  pour  trouver  fi  une 
équation  eft  réductible , demandent  un  long  calcul  > c’eft  pour- 
quoi il  ferait  à fouhaiter  qu’on  eût  une  méthode  courte  pour 
trouver  quand  une  équation  eft  irréductible . En  voici  une  qui 
peut  fervir  en  plufieurs  rencontres . 

Méthode  pour  trouver  tout  d un  coup  , en  plufieurs  cas , fi  une 
équation  littérale  cfi  irréductible . 

69.  J L faut  fuppofer  chaque  lettre  différente  de  l'équation  pro- 
pofée égale  à un  nombre,  comme  à 1 , ouï  z,  &c.  ou  bien 
fuppofer  toutes  les  lettres  différentes  égales  , ou  feulement 
quelques  unes . On  peut  auffi  fuppofer  l’unité  ou  le  même 
nombre  égal  à plufieurs  lettres  différentes  de  la  propofée  ; 
( on  fuppofe  qu'on  n’a  point  abrégé  l 'équation  propofée  en 
fuppofant  plufieurs  connues  différentes  exprimées  par  une  feu- 
le lettre . ) 

Il  faut  enfuite  fubftituer  les  nombres  ou  les  lettres  qu’on 
a fuppofé  égales  à celles  de  l’équation , à leur  place  dans  la 
propofee.  Si  la  nouvelle  équation  qui  en  refulte  , eft  irré- 
ductible , c’eft  une  marque  certaine  que  la  propofée  eft  irré- 
ductible» 

Démonftration . Par  la  fuppofition , l’équation  nouvelle  qui 
refulte  des  fubftitutions , eft  irréductible  . Mais  fi  la  propolée 
étoit  réductible  en  deux  autres  équations  plus  fimples , cette 
équation  qui  refulte  des  fubftitutions  ferait  neceflairement  ré- 
ductible , comme  on  va  le  montrer  : Ainfi  fi  l’équation  qui 
refulte  des  fubftitutions  eft  irréductible , la  propofée  l’eft  auffi . 
Car  fi  la  propofée  étoit  réductible  en  deux  autres  plus  fimples, 
on  pourrait  concevoir  qu’on  fubftituât  dans  ces  deux  plus  fim- 
ples, à la  place  des  lettres  différentes  qu’elles  contiennent  * 
les  mêmes  nombres  ou  lettres  qu’on  leur  a fuppofées  égales  dans 
la  propofee  ; & on  conçoit  évidemment  que  le  produit  de  ces 
plus  fimples  ainfi  changées , donnerait  l’équation  même  qui 
arefulté  des  fubftitutions . Elle  ferait  donc  réductible  en  ces 
deux  plus  fimples  changées  par  les  fubftitutions  qu’on  y a 
conçues  . Elle  ne  ferait  donc  pas  irréductible  . Ce  qui  eft  corw 
tre  la  fuppofition  » 

Y y - 
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ependant,  quand  en  fubftituant  des  nombrés  ou  'des 
lettres  à la  place  des  lettres  différentes  d’une  équation  pro» 
pofèe  , lequation  qui  en  refulte  eft  réduélible  , ce  n’eft  pas 
une  marque  certaine  que  la  propofée  Toit  réductible;  car  fi 
on  fuppofe  dans  lequation  irréductible  x’ — 3 axx -*•  jabx 
, — aab  = o , qu eb  = a,  lequation  x * — 3 axx  -4-  3 aax 
— a1  = o,  qui  en  refultera,  fera  rédu&ible. 

Cela  vient  de  ce  que  les  lettres  connues  dans  une  équation 
littérale  , reprefentant  toutes,  les  grandeurs  poflïbles , on  peut 
fuppofer  de  ces  grandeurs  à leur  place  qui  foient  telles , qu  el- 
les donnent  une  nouvelle  équation  de  même  forme  que  la  pro- 
pofée qui  ait  des  racines  commenfurables;  car  il  y a des  équa- 
tions réductibles  poflïbles  de  la  même  forme  que  la  propofée, 
& la  généralité  ou  l’indétermination , pour  ainfi  parler , des 
lettres  de  la  propofée , eft  caufe  qu’elle  reprefente  ces  équations 
réductibles  de  même  forme,  aufli-bien  que  les  autres  qui  ne 
font  pas  réductibles. 


Corollaire  du  c l n qu ie' me  Problème. 

Où  l’on  explique  la  méthode  de  trouver  tout  les  divifeurs  du  dernier 
terme  d’une  équation , lorfque  ce  dernier  terme  e(l  très  compofé . 

y j A méthode  du  Problème  precedent  peut  fervir  à trouver 
Bous  les  divifeurs  du  dernier  terme  d’une  équation  littérale, 
quelque  compofé  qu’il  puifle  être,  comme  on  le  va  voir  dans 
l’exemple  fuivant. 

Soit  l’équation  *'■♦**£*' a^mdxx^x'dx  —q* 

■— mcx ' ‘—abdxx  xxbdx  — x'bd 


»♦«  bbx  ' •+"  bcdxx  *+**bcdx- — x'cd 
tJr»»xbxx  •+-«  'bx  •4*** bbd 
■—  m'xx  —xtbcx’^xxabci 
■4 •maexx  m+txb’x  • — »b'd 
•—  xbbxx  — xbcci 

+*b'U 

dont  le  dernier  terme  eft  très  compofé . 

Pour  trouver  tous  les  divifeurs  de  ce  dernier  terme , i°,  on 
feindra  que  ceft  une  équation;  & prenant  une  des  lettres  qui 
s’y  trouvent,  comme  a , pour  l’inconnue  de  cette  équation 
feinte , on  ordonnera  l’équation  feinte  par  rapport  à l’inconnue 
a ; & l’on  aura  l’équation  feinte , 

da*  — bda ’ -4-  bbdaa  — B'da  •*“  b'cd  = 0 . 

— çda>  •+■  2 icdaa  — beeda 
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a®.  On  verra  fi  tous  les  termes  ne  font  point  multipliés  par 
une  même  grandeur  ; & comme  on  trouve  qu’ils  le  font  par  d, 
on  les  divifera  par<y , qui  eft  déjà  un  des  divifeurs  fimples  du 
dernier  terme;  il  le  faut  mettre  à part , & l'équation  feinte  fe- 
ra a*  — ba}  -4*  bbxa  — — O. 

— cal  *4-  2 bcaa — bcca 

3°.  11  faut  chercher  par  le  premier  Problème , fi  une  é- 
quation  linéaire  de  l'inconnue  a plus  ou  moins  un  divifëuc 
du  dernier  terme  Vc , ne  ferait  point  un  divifeur  exaél  de 
cette  équation  feinte  : Si  l’on  en  trouvoit  une  qui  fût  un  di- 
vifeur exaét , on  la  mettrait  à part , comme  étant  un  divi- 
feur linéaire  du  dernier  terme  de  la  propofce,  & on  cherche- 
rait de  même  fi  le  quotient  n'aurait  point  de  femblables  di- 
vifeurs linéaires  > ce  qu'on  continuerait  jufqu  a ce  qu’on  trou- 
vât un  quotient  qui  n’eût  plus  de  ces  divifeurs  linéaires . 

Si  le  premier  terme  a 4 de  l’équation  feinte  avoit  un  autre 
coëficient  que  l’unité  , on  fe  fer  virait  du  fécond  Problème 
pour  trouver  les  divifeurs  de  l'équation  feinte  , dans  lefquels 
l’inconnue  a fût  linéaire  . Mais  comme  l’équation  feinte  qui 
fert  d’exemple  n’a  aucun  de  ces  divifeurs  dans  lefquels  a foit 
linéaire,  il  faut  trouver  les  divifeurs  dans  lefquels  a foit  du 
fécond  degré. 

4°.  Pour  les  trouver,  on  y appliquera  la  méthode  du  cin- 
quième Problème  ; c’eft  à dire , fuppofant  que  la  formule 
x*  -4-  nx 3 -4-  pxx  -4-  qx  -4-  r ■=  o,  reprefente  cette  équation 
feinte,  on  fuppofera  n — — b — r,  p — -4-  ibe , q = 

< — b1  — bcc , r = b3c. 

On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  de  h,  p,  q,  r,  dans  la 
réduite  g*  — pg  -4-  nqg+  — qqg  -H  nqrgg  — prrg  -f  r'=  O > 
— rg*  — nnrg — rrgg 
-4-  îprg 

& elle  fera  changée  en  cette  autre  réduite, 
g* — bbg  -4 -b+g+  — b* g1  •fPcgg  — b*ccg  -4-f?V=0. 

— 2 beg  -*•  bbccg 4 — bbc*g  -ï-  bfcJgg  — 2 b7c’g 

•4-  bclg  -4»  tfcg  -4-  b*c*gg 

fr^g 

II  faudra  chercher  les  divifeurs  de  deux  dimenfions  com- 
muns au  dernier  terme  b*c}  de  cette  réduite  , & au  dernier 
terme  b'c  de  l’équation  feinte  r ces  divifeurs  font  bb , bc . Il 
faudra  enfuite  fubflituer  fuccefïivement  ■+■  bb,  — bb>  -4- bc 

Y iij 
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. — à la  place  de  g dans  la  réduite  , & parcequ’on 

trouve  que  la  fubftitution  de  bb  fait  détruire  toutes 
les  quantités  de  la  réduite  par  des  fignes  contraires  , bb  e(t 
une  valeur  de  g,  ceft  à dire  g = bb . 

Il  faut  fubflituer  bb  au  lieu  de  g , & les  valeurs  de  » , 
<7,  r,  à leur  place,  dans  / = ; & l’on  trouvera  f 

= • — c . Subftituant  ces  valeurs  de  / & de  g dans  xx 
•4“  g = o , qui  eft  dans  cet  exemple  aa  h-  fa  •+■  g = o , 
on  la  changera  en  aa  — ca  ■+■  bb  = o , qui  eft  un  di- 
vifeur  exatt  de  la  propofée  ; le  quotient  eft  aa  — ab  -a-  cd 
= o . Ainft  les  divifeurs  de  deux  dimenfions  de  la  pro- 
pofée font  aa  — ac  ■+•  bb , aa  — ab  ■+■  ci. 

Comme  il  n’y  a pas  d’autres  divifeurs  plus  compofés  à 
chercher  dans  notre  exemple , pour  avoir  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  de  la  propofée  , il  n’y  a qu’à  multiplier 
ceux  qu’on  a trouvés  les  uns  par  les  autres , & on  les  au- 
ra tous.  Ce  jjui  étoit  propofé. 

Remarque. 

S1  le  dernier  terme  de  l’équation  feinte  du  dernier  ter- 
me de  la  propofée  , étoit  encore  fort  compofé  , on  ferait 
de  ce  dernier  terme  de  l’équation  feinte,  une  fécondé  équa- 
tion feinte  , & on  en  trouverait  tous  les  divifeurs  , com- 
me on  les  a trouvé  de  la  première  , & ils  ferviroient  en- 
fuite  à trouver  tous  les  divifeurs  de  la  première  équation 
feinte . 

Cette  méthode  n’a  pas  befoia  de  de'monftratioa  après 
celle  du  cinquième  Problème. 
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SECTION  IV. 

« v 

Où  l’on  explique  la  maniéré  àe  refondre  let  équations  qui 
ont  toutes  leurs  racines  égales  , as  qui  en  ont  feulement 
quelques-unes  d'égales  if  commenfurables  , & la  maniéré 
d'abaijfer  à un  moindre  degré  les  équations  qui  ont  quel- 
ques-unes de  leurs  racines  égales  if  incommtnftirables , & 
de  diminuer  le  nombre  de  leurs  inconnues , lorjqu'elles  en 
ont  plujieurs. 

PROBLEME  VL 

7 1 . J^ESOUDRE  une  équation  compofée , dont  toutes  les  raci- 
nes J ont  égales  ; ce  fl  à dire  , trouver  toutes  les  racines  égales . 

Jl  eft  évident  qu’il  fuffit  d’en  trouver  une  feule  ; pour  cela  il 
faut  prendre  la  racine  du  dernier  terme  de  la  propofée  , dont 
l'expofant  foit  égal  à celui  du  degré  de  la  propofée , & elle 
fera  la  racine  de  la  propofée. 

i Par  exemple,  l’équation  xi  — 3 axx  -*■  3 aax  — a>  ==  o , 
contient  trois  racines  égales;  pour  les  trouver,  il  faut  tirer  la 
racine  troifiéme  du  dernier  terme  a ’,  & l’on  aura  a pour  la 
racine  de  la  propofée,  c’eft  à dire  x = a. 

De  mêmefuppofé  qu’on  fçache  que  l’équation  x4 — 4 x'I/i 
■*r  4xxÿ \ — 4x^8  ^-2  = 0,  a toutes  fes  racines  égales  , 
la  racine  quatrième  du  dernier  terme,  qui  eft  t/z}  eft  la  ra- 
cine de  la  propofée,  c’eft  à dire  x = X/i . 

La  démonftration  eft  évidente , fi  l’on  fait  reflexion  que  le 
dernier  terme  de  l’équation  eft  le  produit  de  toutes  les  ra- 
cines . 


PROBLEME  VII. 

7l*  Lorsqu'il  y a plsifseurs  racines  égales  pofstives  dans  une 
équation  compofée  quelconque  , les  trouver  lorsqu'elles  font  com- 
menfurables y if  abaiffer  l'équat  ion  à un  moindre  degré , lorf- 
que  les  racines  égales  font  incommenfurables . 

METHODE  GENERALE. 

. On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  reprefentêe 
par/,  ainfi  x = /,  x . — / ==  o } & xx  — 2 fx  = o. 


/ 
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reprefente  une  équation  de  deux  racines  égales  > x1  — 3 fxx 
-4-  3 ffx  — P — o , reprefente  une  équation  de  trois  racines 
égales;  *4  — 4 fx3  6ffxx  — 4/*  «4-  /+  = o,  en  reprefen- 

te une  de  quatre  racines  égales,  &c. 

2°.  Il  faudra  divifer  ia  formule  generale  des  équations  du 
fécond  degré  , du  troifiéme,  du  quatrième,  &c.  par  xx  — 2 fx 
-4- j/=  o,  lorfque  l’on  cherchera  deux  racines  égales;  il  fau- 
dra divifer  la  formule  du  troifiéme , quatrième  degré  , &c. 
par  x}  — if  xx  -4-  3 ffx  — P — o , Jorfqu’on  cherchera  trois 
racines  égales  > & ainfi  de  fuite . Il  faudra  continuer  la  divi- 
fion  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à un  refte  , dans  lequel  x foie 
moins  élevée  d’un  degré  que  dans  le  divifeur. 

3°.  J1  faudra  fuppofer  chacun  des  termes  de  ce  refie  égal  à 
zéro , & y mettre  1 inconnue  x =/à  la  place  de/. 

Ces  équations  feront  les  formules  generales  propres  à faire 
trouver  les  racines  égales  dans  chaque  degré  , quand  elles  fonc 
commenfurables»  ou  à abaiffer  l’équation  qui  aura  des  racines 
égales  à un  moindre  degré,  quand  elles  font  incommcnfurables . 

Application  de  la  metbode  aux  équation!  du  2' , p , 4* , 5* , 
Ù 6 ' degré  y qui  ont  deux  racines  égales . 

Pour  le  fécond  degré . 

i°.  Jl  faut  divifer  xx  -4-  nx  -4-  p = o , par  xx  — 2 fx  -t-  ff 
= o ; & l’on  aura  le  refie  -4-  nx  -4-  zfx  -4-  p — ff , où  x eft 
d’un  degré  moins  élevée  que  dans  le  divifeur. 

20.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro  t 
& l’on  aura  2/-*-  » = o,  — ff-*p  = o ; il  faut  fubflituer 
dans  ces  équations  x=f , à la  place  de/,  & l’on  aura  2* 
-4-  » = o , — xx  ■+-  p = o ; ce  qui  donne  immédiatement 
la  valeur  de  x dans  le  fécond  degré  : car  x = — £ ; ou  bien 
encore  xx  = p , d’où  l’on  déduit  x = *sp. 

Pour  le  troifiéme  degré. 

i°.  On  divifera  x3  -4-  nxx  px  -4-  q = o , par  xx  — 2 fx 

ff  = o,  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  au  refte  -4-  px  -4-  znfx 

a".  On  fuppofera  chaque  terme  de  ce  refte  égal  a zéro  ; oc 
après  avoir  mis  dans  les  deux  équations  qui  en  naîtront , x à 
la  place  de/,  l’on  aura  $xx  «4-  inx  p = o t & — zxs 
— nxx  -t-  q = o.  Pour 
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Pour  le  quatrième  degré . 

On  trouvera  par  une  femblable  operation  ces  deux  for  mu- 
les  -4-  4*J  -4-  $nxx  -*•  ipx  -4-  4 = o , & — j#4  inxi 
— pxx  >Hr  = o. 

__  Po»r  le  cinquième  degré. 

d/N  trouvera  jrx4  -4-  4 «X*  -4-  3pxx  -4-  24*  -t«  r = o,  & — 4*’ 
< — 3»x4  — 2px3  — qxx  -4-  / = o. 

Pour  le  fixiém:  degré. 

(Jn  trouvera  ces  deux  formules  6x'+  5 «**-4-4^ -4-  34** 

arx  -4-  / = o,  & — 5**  — 4#**  — 3 px+  — 2qx}  — rxx 
•4-  t = O. 

xippli cation  de  la  méthode  aux  équations  qui  ont  trois 
racines  égales . 

_ Po*r  le  troifséme  degré . 

J_L  faut  divifer  x*  -4-  nxx  •+•  px  -4-  4 = o , par  X1  — 3/x* 
3/jfr  — /*  = O , & le  relie  -4-  nxx  h-  px  -4-4  = 0, 

■4-3 fxx — iffx+f 

contenant  xx,  qui  elt  moins  élevée  d’un  degré  que  x3  dans  le 
divifeur  ; on  fuppofera  chacun  des  termes  de  ce  relie  égal  à 
zéro  , & l’on  y fubliituera  x à la  place  de/;  ce  qui  donnera 
les  trois  formules  fuivantes  3*  -4-  » = o , — 3 **  -4-  p = o , 
•4»  X1  -H  q = O. 


Po#r  le  quatrième  degré. 

vJN  trouvera  par  une  femblable  operation  en  divilânt  x* 
•4-  nx> , &c.  par  x*  — 3 /xx  , &c.  le  relie  -4-  6ffxx  -4-  infxx 
*+•  Pxx  — 8/x  — 3»//x  -4-  qx  -4-  3/*  -4-  w/  -4-  r = o;  on  fup- 
pofera chaque  terme  égal  à zéro;  & après  avoir  fubllitué 
x=f&  la  place  de/,  on  aura  les  trois  formules  fuivantes  , 

•4-  6x*  -4-  3 «x  -4-p  = 0,  8x} 3»XX  -4-  q = o , -4-  3X4 

•4-  «X*  -4-  r = o. 


Powr  fe  cinquième  degré . 

JiN  divhânt  xs  -4-  «AT4,  &c.  par  x3  — 3/x*,  &c.  on  trouvera 
le  relie  -4-  10/xx  — iy/^x  -4-  6/* 

-4-  ônffxx  — Snfx  3 np 

3 Pfe*  — 3 Pff*  Pp 

•4-  jxx  -4-  rx  -4-  / Z 
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dont  on  fuppofera  chaque  terme  égal  à zéro , & on  fubfti- 
tuera  x = / à la  place  de/,  dans  les  trois  équations  qui  en 
viendront  ; ce  qui  donnera  les  trois  formules  fuivantes, 

J or*  *4-  6nxx  *4»  3 px  -4-  q = o. 

— I5*+  — 8 nx1  — ipxx  -h  r = o 
6#5  inx*  -4-  px*  *+*  s =r  o 

Piwr  le  fsxiéme  degré . 

*Rn  divifant  x*  -4-  «a:5,  &c.  par  — 3/**,  &c.  on  trouve- 
ra le  relie  -*■ 15 f*x#  — 34/*  -4-  10 /* 

«4»  10» / xx — bnf1 

«4-  6p(fxx  — Spfx  ipf* 

•4-3^/atx  —stffx 

r##  «4*  /*  •+•  r 

on  foppofera  chaque  terme  de  ce  relie  égal  à zéro  ; & après 
avoir  lubftitué  x = /,  à la  place  de  /,  dans  les  trois  équa- 
tions qui  en  viendront , on  aura  les  trois  formules  fuivantes  , 
15X4  •+•  10 nx1  •¥•  6 pxx  ■+■  34*  r = o. 

— 24*'  — I5»x* — Zpx1 — -4-  j = o 

t *4-  lOPf*  -4-  6w#5  -4-  IpX*  -4-  qx1  -4-  f = O 

Avertissement. 

^^N  trouvera  par  de  ferriblables  operations,  en  divifant  lei 
formules  generale*  x*  *4-  nx1,  &c  x 1 -4-  nx*,  &c.  x*-*“nx\  &c. 
par  — 4 /x}  6j/«rx  • — 4/**  -♦-/*  = o,  les  formules  pour 

trouver  les  quatre  racines  égales  des  équations  du  .4%  5*,  & 6* 
degré  ; & ainli  de  fuite . 

, On  pourrait  trouver  les  mêmes  formules  , fi  on  élevoit  l’é- 
quation qui  reprefente  les  racines  égales  au  degré  de  la  propo. 
fée,  en  la  multipliant  par  une  autre  équation  indéterminée, 
& comparant  enfuite  les  termes  de  ce  produit  avec  ceux  de 
la  formule  generale  du  même  degré. 

Remarque  fur  1er  formules  qui  doivent  fervir  à trouver 
les  racines  égales  d’une  équation. 

73-  IjES  deux  formules  quon  a trouvées  dans  chaque  degré 
pour  découvrir  les  racines  égales , lorlqu’il  y en  a deux  dans 
une  équation  , 11e  font  chacune  que  l’équarion  même  donc 
les  termes  font  multipliés  de  fuite  par  les  termes  d’une  pro- 
grelfion  arithmétique,  qui  va  en  diminuant,  le  premier  terme 


Digitized  by  Googl 


Livre  IV.  <i7? 

de  l’équation  par  le  premier  de  la  progreflion , le  fécond  par 
le  fécond  , & ainfi  de  fuite. 

Le  premier  terme  de  la  progreflion  arithmétique  , qui  fait 
trouver  la  première  formule  dans  chaque  degré  , eft  toujours 
égal  à l’expofant  de  la  puiflance  de  l’inconnue  dans  le  premier 
terme  » dans  le  fécond  degré , où  l'expofant  de  la  puiflance  xx 
dans  le  premier  terme  cft  z , le  premier  ternie  de  la  progref 
fion  arithmétique  eft  2 ; dans  le  3e  degré  , c’eft  3 ; dans  le  4e, 
c’eft  4 i & ainû  de  fuite  : d’où  l'on,  voit  que  chaque  terme  de 
la  progreflion  arithmétique  , qui  fait  trouver  la  première  for- 
mule , eft  égal  à l’expofant  de  la  puiflance  de  l'inconnue  x , 
dans  le  terme  de  l'équation  qu’il  doit  multiplier,  & que  zéro 
fo  trouve  fous  le  dernier  terme.  Ainfi  dans  le  fécond  degré  , 
la  progreflion  arithmétique  pour  trouver  la  première  formule, 
eft  2 y r,  o;  dans  le  3*  degré , 3 , z,  1,  o;  dans  le  4*  de- 
gré, 4,  3,  z,  1,  03  & ainfl  de  fuite. 

La  progreflion  arithmétique  qui  fait  trouver  la  féconde  for- 
mule , eft  dans  le  fécond  degré  — 1 , o , h-  1 > dans  le  3* 
degré,  -j.^1,0,+  1 ;dans  le  4%  — j,  — 2 , — 1 , o, 
1 ; dans  le  5*,  — 4,  — 3,,  — z,  — i,  o,  •+•  1 > dans 
le  ér,  — y , — 4 , — 3 , — 2 , — 1 , o , ■+*  1 . 

Les  trois  formules  qu’on  à trouvées  pour  découvrir  les 
racines  égales  des  équations,  lorfqu’il  y en  a trois , font  aufti 
les  termes  de  l’équation  même  de  chaque  degré , multipliés 
de  fuite  par  les  termes  du  produit  de  deux  progrefflons  arith- 
métiques. Pour  la  première  formule  du  3*  degré,  les  deux 
progrefflons  font  3,  2,  r,  o. 

z , 1 , o , — r. 

Leur  produit  eft  5,  2,  0,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  2 , l’on  a 3 , 1 , 0,0. 

Pour  la  fécondé  formule  du  3e degré,  les  deux  progreflions 
arithmétiques  font  3,  2,  i,  o. 

— i,o , •+*  1 , «4»  2. 

Leur  produit  eft  — j,  o,  -4-  r,  or 

Pour  la  troifiéme  formule  du  3*  degré,  les  deux  progreflions. 
arithmétiques  font  2,  i*  o, — 1. 

1 , o , — 1 , — 2. 

Leur  produit  eft  2,0,  o,  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l'on  a r , o,  o,  x. 
ri  * • . • *.  • Z.  ii 
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Pour  la  première  formule  du  4e  degré , les  deux  progref- 
fions arithmétiques  font  4,  1,  i,  o. 

3>  2,  *>  o>  — *- 

Leur  produit  eft  12,  6,  2,0,  o, 

Divifant  chaque  terme  par  2 , l’on  a 6 , 3 , 1 , o , o. 

Pour  la  fécondé  formule  du  4*  degré  , les  deux  progref- 
fions font  4 , 3 > 1 » 1 » o. 

— 2,  — 1,0,-»-  1,  <4-  2. 

Leur  produit  eft  — 8 , ■ — 3,0, -4-1,  o. 

Pour  la  troiüéme  formule  du  4'  degré  , les  deux  progrefi 
fions  font  3,  2,  i,  o,  — i. 

2,  1 , o,  — 1,  — 

Leur  produit  éft  6,  2,  a,  o,  •+•  2. 

Divifant  chaque  terme,  par  2,  l’on  a 3,  1,  °>  o,  r. 

Pour  la  première  formule  du  5*  degré  , les  deux  progref- 
fions  font  5>  4>  3>  2>  I»  °- 

4 » 3 » 2 * 1 » °» 

Leur  produit  eft  20,  12,6,2,0,  a 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a 10,  6,  3.»  1,0,0. 

Pour  la  fécondé  formule  du  y degré , les  deux  progrès 
fions  font  5,  4,  3,  2,  i,  o. 

■ 3,  2,  l y o»  1 , *+*  2. 

Leur  produit  eft  — 15,  — J,  — 3,  °»  °- 

Pour  la  troifiémc  formule  du  5e  degré,  les  deux  progreC 
fions  font  4,  3,  2,  1,  o,  — r- 

3,2,  r,o,—  1,  — »• 

Leur  produit  eft  12,6,  2,  o,  o,  •*“  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2 , l’on  a 6 , 3,  1 , °>  *• 

Pour  la  première  formule  du  6 ' degré  , les  deux  progref* 
fions  font  6,  5,  4,  3,  ï,  x,  o. 

i.  4»  h 2>  ’>  °'  r’ 

Leur  produit  eft  30,  ao,  12,  6 , 2,  o,  o. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a ry,  10,  6 , 3,  * » °> 
Pour  la  fécondé  formule  du  6e  degré , les  deux  progref- 
fions font  6,  5,  4,  l>zt  1 > a 

— 4.  — 3,—  2,— 

Leur  produit  eft  — 24,-15, — 8,  — 3, 0,  1,  o. 
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Pour  la  troifiéme  formule  du  6'  degré,  les  deux  progrcf' 
fions  font  5,  4,  3»  2>  It  °>  — *• 

4>  3>  a>  *>  °>  * • 

Leur  produit  eft  20,12,6,  2,  o,  o,  h-  2. 

Divifant  chaque  terme  par  2,  l’on  a 10,  6,  3, 1 , o,  o,  1 . 

S’il  y avoir  quatre  racines  égales  , on  trouveroit  quatre 
formules  pour  les  découvrir  dans  chaque  degré , dont  cha. 
cune  ferait  le  produit  des  termes  de  l’équation  propoféc, 
par  les  termes  du  produit  de  trois  progreiïïons  arithméti- 
ques . 

S’il  y avoit  cinq  racines  égales,  on  trouveroit  cinq  formules 
pour  les  découvrir  dans  chaque  degré»  chacune  de  ces  formu- 
les ferait  le  produit  des  termes  de  l'équation,  par  les  termes 
du  produit  de  quatre  progreffions  arithmétiques  ; & ainfi  de 
fuite . Il  eft  facile  de  les  trouver  par  la  méthode . 

Application  de  la  metbode  à des  exemples , ce  fl  à dire  , aux 
équations  particulières  qui  ont  plufeeurs  racines  égales . 

Exemple  I. 

T /équation  *}-t-3**  — $*-4-5  = 0,  a deux  racines 
égales,  pour  les  trouver,  il  ny  a qu’à  fubftituer  dans  les  deux 
formules  du  troifiéme  degré , 3**  -4-  2 nx  -4-  p = o,  — ix 1 
— nxx+q=  o,  les  valeurs  de  n,p,q;  ou  bien,  ce  qui  eft 
plus  court,  il  n’y  a qu’à  multiplier  les  termes  de  la  propofee 
par  les  termes  de  la  progreflion  arithmétique  3, 2, 1,  o;  ou  bien, 
ce  qui  eft  la  même  chofe,  multiplier  chaque  terme  de  la  pro- 
pofée  par  le  nombre  qui  eft  l’expofant  du  degré  où  l’inconnue 
* eft  élevée  dans  ce  terme , & le  dernier  terme  où  * rt’eft  poinc 

rar  zéro;  & l’on  aura  3**  -t-  6xx  — çx  = o»  qui  Ce  réduiit 
ixx  -4-  6x  — p = 0,  qui  peut  encore  être  divifée  par  3,  & 
l’on  aura  xx-^ix  — 3=0. 

11  faut  enfuite  multiplier  les  termes  de  la  propofee  par  les 
termes  de  la  progreflion  arithmétique  — z,  — r,  o,  -4-  1 ; & l’on 
aura  — 2x’ — $xx  j = o . 

Pour  trouver  enfuite  la  racine  égale  de  la  propofee , il 
n’y  a qu’à  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
de  ces  trois  équations , fçavoir  la  propofee  *?  -4-  jxx  — - px 
•♦-5=0,  & les  deux  autres  qu’on  vient  de  former , **  -4-  2* 
■ — 3 = o,  — 2xl  — 3-r*  *4-  J = o ; l'on  trouvera  que  — x 

Z iij 
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ou  bien  a* — 1 = 0,  elt  ce  plus  grand  divifeur 
commun;  aïoli  x = i , & t elfc  la  racine  égale  quon  cherche. 

Exemple  IL  , 

P ou  R trouver  les  racines  égales  de  *+  — 4*  3 = o, 

qui  en  contient  deux , on  multipliera  chaque  terme  par  l’ex- 
pofant  de  x , & le  dernier  terme  par  zéro  s & l’on  aura  4** 

— 4*  = o,  qui  fe  réduit  à 4*’  — 4 = 0;  divifaot  par  4,. 
Ton. aura  x3 — 1 = 0;  d’où  l’on  déduit*  = 1 : ainû  il  cil 
inutile  de  multiplier  la  propofée  par  l'autre  progreffion  arith. 
metique  ■ — 3, — a, — i,o,«+«  1,  puifque  la  racine  au  on 
cherche  eft  * = 1 ; & l’on  trouvera  que  * — 1 = o , eft  un 
divifeur  commun  de  la  propofée,  & de  xJ  — 1 = 0. 

Exemple.  III. 

P o U R trouver  chacune  des  trois  racines  égales  que  contient 
l’équation  **  — 6**  •+■  8x  — 3 = 0,  on  la  multipliera  par  les- 
termes  du  produit  des  deux  progreffions 

4»  3>  2>  *>  °* 

?.  2,  i,  o,  — r . 
qui  eft  . . . 11,  6,  2,  o,  o, 

ou  plûtôt  par  la  moitié  de  chaque  terme  de  ce  produit,  qui 
étant  divifé  par  2,  fe  réduit  à 6,  3,  1,0,  o;  & l'on  aura  à*'* 

— 6xx  = o,  qui  fe  réduit  à **  — 1 = 0,  d’où  l’on  déduit 
*=  i ; ainfi  1 eft  la  racine  égale  qu’on  cherche. 

Si  l’on  n’avoit  pas  trouvé  d’abord  la  racine  égale  qu’on  cher- 
che, on  auroit  multiplié  la  propofée  par  les  termes  du  produit 
des  deux  progreffions  4,  3,.  2,  1,,  o. 


greffions.  3,  2,  r,,  o, — i~ 

3 » °»  — *>  — 

qui  eft  ► . 6,  2,  o,  o,  H-  2 , 

ou  plûrôt  par  les  termes  de  la  moitié  de  ce  produit , qui 

font  3,  1,0,0,  1 .. 

Il  auroit  enfuite  fallu  chercher  le  plus  grand  divifeur 
commun  de  la  propofée,  & de  quelqu’une  des  trois  équa- 
tions formées  par  le  produit  des  progreffions  arithmétiques; 
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ou  , ce  qui  eft  quelquefois  plus  facile  > il  auroit  fallu  trou- 
ver le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux  de  ces  troÎ3 
équations , & il  auroit  fait  coanoure  la  racine  qu'on  cher- 
che . 

Démonflration  du  Jeptiéme  Problème , 

Pour  rendre  cette  démonftration  plus  claire,  on  l’appli- 
quera à un  exemple  du  troifiéme  degré.  On  fuppofe  que 
x'  .+•  nxx  px^q  ■=■  o , reprefente  une  équation  qui  a deux 
racines  égales  pofitivcs  commenfurables,  & que  xx  — 2 fx 
ff  = o,  reprefente  l'équation  compose  de  ces  deux  raci- 
nes égales  > ainfi  / reprefente  chacune  de  ces  racines  égales , & 
x =/,  ou  bien  x — /=  o . 

i°.  Il  eft  ■évident  que  quand  la  propofée  contient  deux 
racines  égales  commenfurables  , xx  — ifx  *r  ff=  o,  divilè 
la  propoiée  fans  refte;  par  conlcquent  le  relie  $ffx  — 2/ 

■+•  infx  — nff 
»+•  px  q 

■eft  égal  à zéro  ; & de  plus , chaque  terme  de  ce  refte  eft  égal  à 
zéro  , autrement  la  divifion  ne  fe  feroit  pas  fans  refte  , contre 
la  fuppefition . 

2.  Il  eft  donc  clair  que  fi  l’on  coaçoit  la  grandeur  commen- 
furable  que  reprefente /,  mile  à la  place  de  f,  dans  les  deux 
équations  du  refte  iff  •+■  inf  ■+■  p=  o , — if'  — «//-*-  q 
s=  o;  ou  , ce  qui  eft  la  même  choie  , ytx  2 ttx  -4-  p = o , 
— 2x 1 — nxx  -*rq  — o ; toutes  les  quantités  de  chacune  de 
ces  équations  fe  détruiront  par  des  lignes  contraires  : Donc  x 
moins  cette  grandeur , eft  une  équation  linéaire  qui  divilè 
exaéiement  l’une  & l’autre  . Par  la  fuppofition  , cette  équa- 
tion linéaire  divife  aulfi  la  propofée  ; par  confcquent  la  propo- 
fée & ces  deux  équations  ont  un  divifiwr  commun , qui  eft 
une  équation  linéaire  laite  de  x t moins  la  grandeur  réprefeo 
ttée  par/,  = o : Il  eft  donc  évident  qu’en  cherchant  le  divi- 
feur commun  de  la  propoiée  & de  ces  deux  équations,  on  au- 
ra la  racine  qu’on  cherche . Ainfi  la  méthode  fait  trouver  ne- 
cellairement  la  racine  égale  commenfurable  quon  cherche. 
Ce  qu'il  falloi:  démontrer . 

Ce  même  raifonnement  peut  s’appliquer  à tous  les  degrés , 
& à toutes  les  racines  égales  que  peut  contenir  chaque  de- 
gré. 
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Corollaire. 

J L fuit  de  là  que  quand  on  ne  trouve  point  de  divifeur  com- 
mun, Ja  racine  égale  eft  incommenfurable . 

Dcmonflration  du  cas  où  Us  racines  égales  font 
incommenfurabies  : 

5 u P P os  e'  que  ■+•  nxi  -4-  pxx  -+•  qx  -4-  r = o,  reprefente 
une  équation  qui  a deux  racines  égales  incommenfurabies , 

6 que  / reprefente  chacune  de  ces  racines  égales  ; l’on  aura 

x — /= o;  & xx  — o,  reprefentera  l’équation 

compofée  de  ces  deux  racines  égales  ; *’  — 3 fxx  3 ffx  — P 

= o , en  reprefentera  une  compofée  de  trois  racines  égales , 
&c.  Il  eft  évident  que  fi  la  grandeur  incommenfurable  repre- 
fentée  par  /,  étoit  mife  à fa  place  dans  xx  — 2 fx  +-ff =0, 
la  propofée  feroit  divifée  fans  refte  par  cette  équation  ainfi 
changée  ; par  confequent  le  refte  4/*  ■+■  $nffx  2 pfx^-qx 
— 3/4  — 2nf  — pff  , feroit  égal  à zéro , & chaque  ter« 
me  égal  à zéro , puifqu 'autrement  la  divifion  ne  feroit  pas  fani 
refte . Si  donc  l’on  conçoit  que  la  grandeur  incommenfurable 
reprefentée  par/,  eft  fubftituée  dans  4/*  ■+■  inff  ■+■  2 pf*rq 
= 0,  & — 3 /+  — 2nf>  — pff  •+•  r =0 ; ou , ce  qui  revient 
au  même , dans  4*J 3 »**-+-  ipx  ■+■  q =0, — $x*  — mx* 
■ — pxx  ■+■  r = o,  il  eft  certain  que  les  quantités  de  chacune 
de  ces  deux  équations  fe  détruiront  par  des  lignes  oppofés  : Les 
deux  équations  reprefentées  par  4*'  3 nxx  ■+•  2px-t-4  = o , 

ôc — 3jt+  — înx1  — pxx r = o , ont  donc  une  racine  com- 
mune , quoiqu’elle  foit  incommenfurable , laquelle  eft  aulfi 
une  racine  de  la  propofée . 

La  méthode  du  feptiéme  Problème  fait  donc  trouver, 
quand  une  équation  a des  racines  égales  incommenfurabies , 
une  équation  abaiflèe  à un  moindre  degré,  qui  a neanmoins 
pour  une  de  fes  racines , une  des  racines  égales  de  la  propofée. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire. 

U A N D il  y a deux  racines  égales  dans  une  équation , on 
la  peut  abaifler  à une  équation  d’un  degré  moindre  que  la 
propofée;  quand  il  y en  a trois  on  la  peut  abaifler  à une  équa- 
tion moindre  de  deux  degrés  que  la  propofée;  & ainfi  de  fuite. 

Avertissement  . 
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Avertissement. 

CyüAND  les  racines  égales  étant  commenfurables , on 
^^abaiflc  l’équation  qui  les  contient , en  la  divifant  par 
Icquation  compofée  des  racines  égales , il  eft  évident  que 
l’équation  abaiflée  contient  les  autres  racines  de  la  propofée: 
Mais  quand  elles  font  incommenfurables , l’équation  abaiflee 
a encore  la  racine  égale  qui  lui  eft  commune  avec  la  propofée; 
mais  il  ne  s’enfuit  pas  quelle  contienne  les  autres  racines  de  la 
propofée . 

giutre  démonflration  de  T ufage  des  progreffons  arithmétiques  , 
pour  découvrir  les  racines  égales  des  équation s compofées . 

THEOREME. 

74.  Lorsqu  'UNE  équation  n'a  que  des  racines  égales  pofsti- 
ves , fton  multiplie  de  fuite  [es  termes  par  ceux  d'une  progrëjfion 
arithmétique  quelconque , le  produit  fera  une  équation  qui  aura 
encore  toutes  les  racines  égales  de  la  première , excepté  une  feule. 

Ainfi  lorfqu’une  équation  eft  compofée  de  deux  racines  éga- 
les pofitives , le  produit  aura  encore  une  de  ces  racines  ; fi  elle 
eft  compofée  de  3 , le  produit  en  aura  2 ; fi  elle  l’eft  de  4 , le 
produit  en  aura  3 ; & ainfi  de  fuite. 

D’où  il  fuit  que  quand  l'équation  eft  compofée  de  trois  raci- 
nes égales,  fi  on  multiplie  de  fuite  Ces  termes  par  ceux  de  deux 
progreffions  arithmétiques  quelconques > ou , ce  qui  eft  la  mê- 
me chofe , par  les  termes  du  produit  de  deux  progreffions 
arithmétiques  quelconques,  l’équation  qui  en  viendra  aura  en- 
core une  des  racines  égales  de  la  première. 

Si  elle  eft  compofée  de  quatre  racines  égales,  & quon  mul- 
tiplie de  fuite  fes  termes  par  trois  progreffions  arithmétiques 
quelconques , ou  par  les  termes  de  leur  produit , l’équation 
qui  en  viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  premiè- 
re; & ainfi  de  fuite . 

Démonstration. 

Pour  le  démontrer,  il  n’y  a qu’à  prendre  les  équations 
xx  — ifx-*-ff  = o,x*  — ifxx  iffx  — p — o , &c.  qui 
reprefenrent  toutes  les  équations  compofées  de  deux , de 
trois  racines  égales , &c.  & multiplier  les  termes  de  fuite  de 

Aa 
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ces  équations  par,  ceux  de  la  progreflion  arithmétique  a, 
&c.  qui  reprelente  en  general  toutes  les 
progreffions  arithmétiques;  & divifer  par  x — f — o , l’équa- 
rion  qui  viendra  du  produit  de  la  première  xx — 2fx+-  ff=o\ 
divifer  par  xx — 2 fx  o,  celle  qui  viendra  du  produit 

de  la  féconde  x1  — 3 fxx,  &c.  & ainfi  de  fuite;  & l’on  trouve- 
ra que  la  divifion  fe  fera  exactement. 

Par  exemple,  fi  on  multiplie  x 1 — tfxx  •+■  3 ffx — p —ot 
par  . . . . a,  a -*•  b,  <»■+■  2b,  a •+■  %b 


on  aura  le  produit  . . ax!  — ^afxx^r^affx — afs  =ip; 

• — 3 bfxx^r  6 b ffx  — ibp 

divifant  ce  produit  par  xx  — 2fx  •+•  ff  =o,on  trouvera  qutf 
la  divifion  fe  fait  exactement , & que  le  quotient  exact  eft 
ax  — af — 3 bf. 

De  plus , le  produit  eft  toujours  une  équation  ; car  en  fub- 
ftituant/à  la  place  de  x dans  le  produit,  tous  les  termes  fc 
détruifent  par  des  lignes  oppofés. 

Si  on  multiplioit  les  termes  du  produit  par  la  même  pro- 
greffion  arithmétique  generale , ou  par  quatre  des  termes  de 
cette  progreflion  pris  de  fuite,  le  produit  qu’on  trouverait, 

( qui  ferait  le  même  qu’on  aurait  trouvé  en  multipliant  d’abord 
l’équation  x>  — tfxx  , &c.  par  les  termes  du  produit  des 
deux  progreffions , terme  par  terme)  fe  pourrait  divifer  exa- 
ctement par  x — f = o . 

Et  comme  les  formules  des  équations  des  racines  égales  font 
generales  , & que  l’expreffion  de  la  progreflion  arithmétique 
eft  auffi  generale,  il  eft  évident  que  la  démonftration  eft 


generale. 


Corollaire  I. 


Si  fous  les  termes  d’une  équation  xx  — 2fx*-ff=ot 
xs  — 3 fxx  •+■  3 ffx  — p = o,  &c.  qui  n'a  que  des  racines 
égales , font  multipliés  par  une  même  grandeur  quelcon- 
que c , & qu’on  multiplie  les  termes  du  produit  exx  — 2cfx 
cff=  o , par  les  termes  d’une  progreflion  arithmétique , il 
eft  évident  que  le  produit  qui  en  viendra  , fc  pourra  divifer 
exactement  par  le  même  divifeur  * — /=  o . 

THEOREME. 

Une  équation  qui  contient  des  racines  égales , & des 
racines  inégales , peut  être  conçue  comme  étant  le  produit  de 
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l’équation  compofée  des  feules  racines  égales,  par  l’équation 
compofée  des  feules  racines  inégales.  Par  exemple,  une  équa- 
tion du  cinquième  degré  qui  contiendra  deux  racines  égales, 
& trois  inégales , peut  être  conçue  comme  le  produit  de  xx 
— 2 fx  -H  ff—  o , par  x‘  «+•  nxx  •+•  px  q =.  o. 

Ce  produit  peut  être  conçu  diftingué  en  quatre  parties,  com- 
me  on  le  voit  ici  : 

XX  ■ — tfx  -4- /T  X x’  = X1  ifx+  Première  Partie . 

xx — ifx^-ff  x nxx  — ■+■  /tx*  • — iafx'  nffxx  Seconde  Partie. 

xx  — zfx+ff  X fx  — ■+ m fx*  —•  îffxx pffx  Troificme. 

xx  — 2/*  «t-Zf  X j — -4»  qxx  -+-  gff  Quatr. 

*>  * H-  « “4“  1 b,  « «4-  ji,  • 4^.  » -+-  j t 

Si  on  multiplie  les  termes  de  fuite  de  l'équation  du  cinquiè- 
me degré,  qui  eft  le  produit  des  deux  autres,  par  la  progref- 
fion  arithmétique  generale  a,  a^b,  &c.  il  efl  évident  que  les 
trois  termes  de  la  première  partie  feront  multipliés  par  les 
trois  termes  a,  a *+•  b,  a*-  ib\  les  trois  termes  de  la  fécondé 
partie  par  a + b,  a*- 2b,  a •+•$>■,  les  trois  termes  de  la  troi- 
sième, par  a^-ib,  a-*-  ib,  les  trois  termes  de  la  qua- 

trième , par  <j-4- $b,  a+^b,  a-*-  jb . 

II  eft  évident,  par  le  premier  Corollaire,  qu’aprés  ces  mul- 
tiplications, le  produit  de  chaque  partie  pourra  fe  divifer 
exaftement  par  x — /=  o;  par  confèquent  l’équation  en- 
tière fe  pourra  divifer  exactement  par  x — f=o. 

Corollaire  IL 

(^E  quon  vient  de  démontrer,  fait  voir  clairement  que 
quand  une  équation  a des  racines  égales  , & des  racines 
inégales,  fi  on  en  multiplie  les  termes  de  fuite  par  ceux  d’une 
progreflîon  arithmétique  quelconque , l’équation  qui  viendra 
du  produit  aura  encore  toutes  les  racines  égales  de  la  premiè- 
re, excepté  une.  r 

On  prouvera  de  même  que  fi  une  équation  a trois  racines 
égales,  avec  des  racines  inégales,  & qu’on  en  multiplie  les 
termes  par  ceux  de  deux  progreffions  arithmétiques  quelcon- 
ques , ou  par  les  termes  de  leur  produit , l’équation  qui  en 
viendra  aura  encore  une  des  racines  égales  de  la  première  > & 
ainû  des  autres  cas. 
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TJf âge  des  progressons  arithmétiques , pour  refondre  les  équations 
qui  ont  aes  racines  égales  , ou  pour  les  abaiffer 
d un  moindre  degré. 

y)  u and  par  la  nature  du  Problème  onconnoîtra  qu’une 
équation  compofée  a des  racines  égales , fi  elle  en  a deux, 
il  faut  multiplier  les  termes  par  ceux  d’une  progrelfion  arith- 
métique arbitraire  : On  pourra  encore  les  multiplier  par  les  ter- 
mes d’une  autre  progrelfion  j les  équations  qui  viendront  de  ces 
multiplications  auront  une  racine  commune  entr  elles  & avec  la 
propofée;  ainfi  il  faudra  chercher  leur  commun  divifeur,  qu’on 
trouvera  toujours  fi  la  racine  eft  commenfurable  : & fi  elle  eft 
incommenfurabIe,ilyaura  quelqu’équation  parmi  celles  qu  or» 
a trouvées,  qui  fera  d’un  moindre  degré,  & qui  aura  encore 
parmi  lès  racines,  la  racine  égale  de  la  propofée. 

S’il  y avoir  dans  la  propofée  trois  racines  égales,  on  trou  re- 
roi t des  équations  en  multipliant  les  termes  de  la  propofée  par 
ceux  de  deux  progreffions  arithmétiques  arbitraires , qui  au- 
raient encore  une  des  racines  égales  de  la  propofée . 

S’il  y avoit  quatre  racines  égales , il  faudrait  fe  fèrvir  de  trois 
progrelfions  arithmétiques  arbitraires  ; & ainfi  de  fuite. 

Il  faut  choifir  parmi  les  progrelfions  arithmétiques  , celles 
qui  donneront  une  équation  plus  facile  à rélbudre. 

On  remarquera  que  quand  il  y a des  termes  évanouis  dans 
l’équation  qui  a des  racines  égales , comme  dans  l’équation 
a-4 -*» o*' ■+•  o.v.r  — 3=0,  il  faut  remplir  par  des  zéros 

les  termes  évanouis,  afin  qu’en  fe  fervant  de  la  progrelfion 
arithmétique,  onypuilfe  diftinguer  les  termes  qui  doivent 
multiplier  ceux  de  la  propofée  qui  leur  répondent. 

Application  de  la  méthode  precedente  à des  exemples  de  Ceosnp- 
trie  ; cefl  à dire  , à des  équations  quon  trouve  en  refolvant 
des  Problèmes  de  Geometrie , dont  la  réfolsstion  donne  la  ré - 
folution  de  ces  Problèmes . 

AVERTISSEME  NT, 

Jl  y a plufieurs  Problèmes  de  Geometrie  qu’on  réfout  pat 
cette  méthode  des  racines  égales  ; car  la  réfolution  de  plu- 
fieurs Problèmes  dépend  fouvent  de  ce  qu’en  fuppofant 
qu’une  des  inconnues  de  l’équation  du  Problème  a deux  ou 
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plufieurs  valeurs  égales , ou  que  deux  inconnues  ont  deux  ou 
plusieurs  valeurs  égales,  il  arrive  qu'en  multipliant  les  termes 
de  l’équation  par  ceux  d'une  ou  de  plufieurs  progreffions  arith- 
métiques , on  peut  par  le  moyen  des  équations  nouvelles  qui 
en  viennent , déterminer  la  valeur  de  celle  des  inconnues  qui 
donne  la  réfolution  du  Problème  , ou  faire  évanouir  une  ou 
plufieurs  des  inconnues  de  l'équation  du  Problème  ; ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  qui  réfout  le  Problème. 

Exemple  I. 

O a l’équation  x>  — ayx  = o,  qui  exprime  un  Pro- 
blême  de  Geometriej  on  demande  la  valeur  de  x,  Iorfque  * 
a deux  valeurs  égales  dans  cette  équation . 

Il  faut  multiplier  les  termes  de  l’équation  par  ceux  de  la 
progreffion  3 , 2 , 1 , o , ou  chaque  terme  de  l’équation  par 
l’expofant  de  la  puiffance  de  x dans  ce  terme, 

xs  o xx  • — ayx  *+•  y*  =0, 

32  10 

3*’  " . — ayx  = o. 

L’on  trouve  l’équation  nouvelle  33c1  — ayx  — o , ou  bien 
$xx  — ay  j d’où  l’on  déduit  y = ^ , & f — ; met- 

tant ces  valeurs  dey , ÿ , dans  la  propofée , elle  fe  change  en 
celle-ci , x J — $xl  ■+■  ^ = o ; ou  bien  2yxs  — 2 aJ  = o ; 
d’où  l’on  déduit  x = = ja^2  . Ce  qui  étoit  propofé . 

On  trouvera  auffi  y = 7*1/4  , en  mettant  la  valeur  de  x 
dans^  = *2?  • 

On  détermineroit  de  même  les  valeurs  de  x & de  / , en 
multipliant  la  propofée  x1  — ayx  ■+■  y'  =o,  par  la  pro- 

012  3 

- — 2 ayx  -H  3/  — 0 j 

greffion  o , r , a , 3,  car  Ton  auroit  la  nouvelle  équation  — layx 
*+■  y1  — 0 , ou  bien  — 2 ax  -H  3 yy  = O:  en  fe  fervant  des 
deux  équations  $xx  — ay  = o,  & — a ax  3 yy  =0,  dans 

lefquelles  x doit  avoir  une  même  valeur , on  auroit  par  la 
première  xx  = ; & par  la  fécondé , x = ; donc  xx 

= = -j-  j d’où  l’on  déduit  /}  = ~ , & / = 7*^4  Y 

A a iij 


Digitized  by  Google 


'IÇO  ANALŸSE  DEMONTRE' E. 

fubflituant  cette  valeur  de  y dans  x — ni } l’on  aura  x 

— ?a\/2  , comme  on  lavoir  déjà  trouvé. 

Enfin  on  trouveroit  les  mêmes  valeurs  de  x & de/  par  la 
méthode  du  plus  grand  commun  divifeur  > car  puifque  la 
propofée  x1  — ayx  ■+•  y1  = o , & chacune  des  deux  nouvel- 
les équations  trouvées  par  le  moyen  de  la  progreffion  arith- 
métique , jx*  — ay  = o , — 2 ax  *4-  yy  — o > ont  une 
racine  commune  , on  doit  trouver  cette  racine  commune  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur  de  x ' — ayx 

— o , & de  laquelle  on  voudra  des  deux  autres  ; par  exem- 
ple , de  3**  — ay  = o , jufqu  a ce  qu’on  foit  arrivé  au  di- 
vifeur  — iax  ■+■  $yy  = o , dans  lequel  * efl  linéaire , qui 
ièra  un  divifeur  exafl  , en  fuppofânt  égal  à zéro  le  refie 
qu’il  fait  trouver , 27/  — 4^  = o , dans  lequel  * n’efî 
plus;  car  l’équation  du  refie  donne y,=  ~-  ouy= 

& fubflituant  cette  valeur  dans  le  divifeur  où  ^ efl  linea- 
re  , — iax  377  = o , l’on  trouve  .*  = \aÿ 2 , com- 
me on  l’avoit  trouvé. 

Avertissement. 

On  a mis  ces  trois  maniérés  de  déterminer  les  valeurs  de  x 
&■  de  y , lorfque  x a deux  racines  égales  % afin  d’en  faire  con- 
cevoir le  rapport . 

R E M A R E. 

Jl  faut  remarquer  gu  on  ne  peut  fuppofer  que  le  dernier 
divifeur  où  x efl  linéaire  , foie  un  divifeur  exafl  , en  fài- 
fant  le  refie  qui  ne  contient  plus  x , égal  à zéro  , que  quand 
il  y a une  ou  plufieurs  indéterminéts  dans  ce  refie  ; car  s’il 
n’y  .avoit  que  des  grandeurs  déterminées  dans  le  refie  , orf 
ne  pourroit  pas  les  fuppofer  toutcs  enfcmble  égales  à zéro, 
à moins  qu  elles  ne  fe  détruififïent  par  des  lignes  oppofés  : 
mais  quand  il  y a des  indéterminées  dans  le  refie  , elles  fe 
déterminent  par  cette  fuppofition  , que  le  refie  efl  égal  à 
zéro , ou  que  chacun  des  termes  du  refie  efl  égal  à zéro 
de  maniéré  que  les  valeurs  des  indéterminées  trouvées  par  la 
fuppofition  du  refie  égal  à zéro  , étant  fubflituées  à leur 
place  dans  la  propofée  , & dans  le  divifeur  où  x efl  linéai- 
re , ce  divifeur  ainfi  déterminé  , efl  neceflkirement  un  di» 
vifeur  exafl  de  la  propofée . 


Digitized  by  Google 


Livre  IV. 
Exemple  il. 


191 


,30 1 T 1 équation  ax — yy— o,  & x =s — y/rr — tt 2 îy y y) 

en  fubftituant  la  valeur  de  x , prife  dans  la  fécondé , dans  ax 
— jy  — 0 > aPr^s  avoir  ôté  les  incommenfurables  , on  trou- 
vera l’équation  fuivante  , f — zaïyy-t-zaaty  ■+*  aau  — 0; 

H-aayy  — aarr 

■+■  aatt 

on  fuppofe  que  x,y,  r,  font  des  inconnues,  & que  a,  s,  t}  font 
connues. 

i*.  Il  s’agit  d’abaifler  l’équation  précédente  y* — iaiyy  t &c. 

■+■  aayy 

à un  moindre  degré  , & de  trouver  les  valeurs  de  y par  les 
feules  grandeurs  connues , en  fuppofant  que^  a deux  valeurs 
égales  dans  l’équation  y* , &c. 

Il  faut  multiplier  les  termes  de  l’équation,  chacun  par  l’ex- 
pofcnt  de  la  puiflance  de  y,  qui  eft  dans  ce  terme  ; c’eft  à di- 
rç,  par  4,  3,  2,  i,  o,  _ 


y*  * — 2asyy  2 aaty  *+-  aau  = o; 

■+■  aayy 

— aarr 

■+■  aatt 

4,  3 t », 

1,  0 

& l’on  aura  le  produit  4;*  — 4 aiyy  •+•  zaaty  = o , 

-*■  2 aayy 

ou  bien  2 yi  2 asy  aat  = o , qui  eft  une  équation  du 

■+•  aay 

troifiéme  degré , par  laquelle  on  peut  déterminer  la  valeur 
J > parcequelle  ne  contient  que  des  grandeurs  connues 
avec  l’inconnue  y\  ainfi  l’on  a trouvé  l’équation  proposée . 

20.  En  fuppofant  à pre/ênt  qu’il  n’y  a dans  l’équation  préce. 
dente  y*  2 aiyy  zaa/y  •+■  aass  =0,  que  la  grandeur  a 
+-aayy  — aarr 

■+■  aatt 

de  connue  , & que  toutes  les  autres  font  inconnues  , il  s’agit 
de  trouver  la  valeur  de  t,  qui  ne  contienne  d’inconnue  que 
en  fuppofônt  qne>  a trois  valeurs  égales  dans  l’équation  pré* 
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Il  faut  dans  ce  cas  multiplier  lequation  proposée  pat 
les  termes  des  deux  y*  * — raryy*  i aaty  <+*  aast  = o , 
progrefîions  arithmeti-  -4 •aayy  — aarr 

ques  ici  marquées,  aatt 

4,  3,  »,  r,  o, 

»,  i > ° > — * > *~~  » » 

& l'on  aura  le  produit  8 y*  — taaty  — ° » 

qui  fe  réduit  à 4/  — = o » d’où  l’on  déduit  t — 

Ce  qui  étoit  propofé . 

30.  En  fuppofant  que  toutes  les  lettres  de  la  même  équa- 
tion font  des  inconnues  , excepté  la  grandeur  a , & que  7 
a trois  valeurs  égales  ; il  faut  trouver  une  équation  qui  ne 

contienne  pour  inconnues  que  / & r,  & que  toutes  les  autres 

inconnues  ne  s'y  trouvent  point . 

Il  faut  multiplier  l’équation  * — 1 asyy  «+■  2 aat  y ■*-  aatt 


=0,  par  les  termes  des  deux 

*+aayy  • — 

aatt 

progrefîions  arithmétiques  ici 

4>  3»  °» 

marquées, 

0 » 1 » »,  3 • 4» 

& l’on  trouvera  l’équation 

0 — 8^/77  6aaty=o, 

qui  fe  réduit  à — 4 asy  ■+• 

-4-4  aayy 

laat  = 0 ; d’où  l’on  déduit 

•+*  2 aay 

y = T^vrr  = » fuppofant , pour  abréger  le  calcul , 

4 / — 2a  = 4V  ; c’eft  à dire  , j — \a  = t>  , l’on  aura 
7 = = llî  j d’où  l’on  déduira  f — ***;*'  i mettant 

cette  valeur  de  / dans  4 y'  — aat  — o , qu’on  a trouvée 
dans  le  fécond  article , l’on  aura  — aat  = o , qui  fe 
réduit  à 27 att — 16^  = 0,  qui  efl  l’équation  qu'on  cher- 
choit  : car  en  mettant  s — \a  = v , à la  place  de  v dans 
2 y att  — 161^—0,  l’on  aura  27  att  — i6/J  ■+•  24  an  — naas 
*+-  z a}  = o. 

On  trouverait  cette  même  équation  en  cherchant  le  plus 
grand  divifeur  commun  des  deux  équations  4/  — aat  = o , 
& — ^aiy  -4-  z aay  -4-  laat  = o , trouvées  par  les  progref- 
fions  arithmétiques , & continuant  la  recherche  jufqu’à  ce 
que  l'inconnue  7 ne  fut  plus  dans  le  refie  ; car  on  trouverait 
le  refie  27 att  — i6rJ  *4-  24 a:i  — 12 aat  *4-  la'  = a 

I 
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■ ANALYSE  COMPOSÉE. 

OU 

ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  réduilè'nt  à des  équations 
compolécs . 

LIVRE  V. 

De  la  réfolution  des  équations  compofées  en  particulier. 

SECTION  I. 

De  la  réfolution  des  équations  du  fécond  degré . 

Avertissement. 

On  a déjà  donné  deux  maniérés  de  réfoudre  les  équations 
du  fécond  degré  mais  on  a remis  le  détail  de  tout  ce  qui  *6,  & 41: 
Regarde  ces  équations  à cet  endroit,  qui  en  eft  le  lieu  propre;  Remarr,t  ^ 
c’eft  pourquoi  on  va  expliquer  ici  une  méthode  generale  de  ,x,m% 
• trouver  les  deux  racines  de  toutes  ces  équations , & on  lap- 
. pliquera  à tous  les  cas  poflibles. 

On  fuppofe  dans  ce  cinquième  Livre , que  les  équations 
font  fans  fractions  & fans  incommenfurables . 

PROBLEME  L 

76'  7° ROUVE  R les  deux  racines  de  toute  équation  du  fécond degré . 

Méthode  generale. 

ON  fuppofera  que  l’équation  generale  xx  ■+■  nx  p 
==o;  reprefente  toutes  les  équations  du  fécond  degré  ; 
de  maniéré  ( comme  on  l’a  déjà  dit  plufieurs  fois ) que  n 

Bb 


Digitized  by  Google 


*94  Analyse  demontre'e, 
reprefente  le  coëficient  du  fécond  terme  avec  fon  ligne , & 
zéro  , fi  le  fécond  terme  eft  évanoui  > & -*■  p reprefente  le 
dernier  terme  avec  fon  figne:  Ce  qu’il  faudra  toujours  enten- 
dre dans  le  3*,  4*  degré  , &c.  Onfuppofera  enfuite  que  le- 
quation  linéaire  x—f  + g — o,  reprefente  par  fes  îndétcr- 
minées/,  g , celle  des  deux  équations  linéaires  qui  contient 
la  première  racine  : Ainfi  *-f  — g reprefente  la  première  ra- 

Pour  trouver  cette  première  racine  & la  fécondé  , on  fe 
fervira  de  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  fuivantes . 
i*.  On  fuppofera  que  la  fécondé  équation  linéaire  eft  x — / 

s — o;  on  multipliera  * — /-+- g = o , par *— /— g 

==  o & on  comparera  chaque  terme  du  produit  xx  — zfx 
— o f excepté  le  premier  terme  , avec  le  terme  corref- 

— gg  * • 

pondant  de  l’équation  generale  **  nx  *+■  p = o { ce  qui 

donnera  ces  deux  équations  particulières  — a/—  ».  ■+“// 

, gg  />;d’oil  l’on  déduira /=  — 7,  &g=v/Jir  — pi 

mettant  ces  valeurs  de  / & de  g dans  les  deux  équations  li- 
néaires indéterminées  x • — /■+•  g = o , x — / — g = 0 . el- 
les feront  changées,  la  première  en.  **-7-+-  ✓tt  — P = °î 

la  fécondé  en  x 7 — \/-^r — P — °\ 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  Tacme  fera  x — 
__  * y/jiî. . p • Ja  formule  generale  de  la  fécondé  racine 

fera  * = — 7 -*V ^ — P-  . 

20.  Ou  bien  on  divifera  l’équation  generale  xx  nx  -4-  ^ 

= o,  par  l’équation  linéaire  indéterminée  * — /•+■£  = °> 
& continuant  la  divifion  jufqu’à  ce  que  x ne  foit  plus  dans 
le  refie , on  trouvera  le  refte  gg  — ng  p ^=o,&le 

- »f 

-+-// 

quotient  x *4“  n = o : En  fuppofant  ce  refte  égal  à zéro , & 
» ' 

—-g 

fon  fécond  terme  auffi  égal  à zéro  , l’équation  indéterminée 

x f*.  g — o,  fera  un  divifeur  exaft  de  la  propofée;  & 

le  quotient  x •+■  n = o fera  exaét. 

—g 
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Or  par  la  fuppofnion  de  ce  refte  égal  à zéro , Ton  a deux 
équations  particulières , fçavoir  la  première  if  = — n ; doit 
l’on  déduit  f — — î » la  fécondé  gg*  p = o , dans 

■+•  nf 

■+■  ff 

laquelle  fubftituant  — £ à la  place  de  f , l'on  trouve  gg 

— -T"  ■*“  P — doîl  l on  déduit  g=\/  — p>  fubftituant 

ces  valeurs  dans  le  divifeur  x — jf  -*■  g = o , & dans  le  quo- 
tient x •+•  « ■+•/ — g = o,  l’on  trouve  pour  Je  divifeur  x -t- 
» ■+■  y/-^ p=°t  & P°ur  Ie  quotient  x -4-  i — V^f~—p 

Ainfi  la  formule  generale  de  la  première  racine  fera  x = 

— \n  — — p ; & la  formule  generale  de  la  féconde  fc* 

ra  * = — f#  — p. 

Application  des  formula  de  la  rêfolut  ton  generale  aux  équation» 

• particulières  du  fécond  degré  - 

Exemple  I. 

So  1 T 1 équation  xx  • — • ah  = o , dont  il  faut  trouver  lès 
deux  racines. 

Pour  appliquer  l’équation  generale  **  -♦•»#  h-  p =0 , à 
cette  équation  particulière,,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , 
l’on  fuppofèra  n = o , p = — ab  > ainfi  dans  les  deux 
formules  des  racines  on  fuppofèra  n = o,  ôc  p = — ab. 
Subftituant  donc  — ab  an  lieu  de  -4-  p dans  les  deux  formu- 
les generales  des  racines  , la  première  racine  de  la  propoféc 
fora  x = — f n — y/y-  — p = — ySab  ; la  fécondé  fera 
*■=  — f » -*•/—  — p=^i^ab.  Ce  qu'il  falloit  trouver . 

* Exe  m l e IL 

Pou  R trouver  les  deux  racines  de  l’équation  xx  — 2 Sx 
•+*  cc  — o,  on  fuppofèra n— — ib , & -4- p =-+-«■;  on 
fubftituera  dans  les  deux  formules  des  racines  les  grandeurs 
reprefentées  par  »,  pr  & la  première  racine  de  la  propofée  fe- 
ra * = — f « — — p = *4-  b • — Sîb  — cc  i & la 

fécondé  fera  x = — -f  n--+->/-~  —^p  — -h  Æ -♦«  —77-  - 

Cf  qu'il  f allât  trouver ^ 

Bb  ii 
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Exemple  III. 


Pour  trouver  les  racines  de  xx  ix  — 2=0,  on  fup- 
pofera  -*•»  = ■*-  1,  & -*-p= — 25  on  fubftituera  ces  valeurs 
de  « , p,  à leur  place  dans  les  formules  des  racines , & la  pre- 
mière racine  fera  x — — \ n — V p= — t — 

— — I — y/Y—  — 2 . La  fécondé  racine  fera  x=~-jn 
— p =—r  =■*—  t ■*-✓*=-*!>  ainfi 

l’une  des  racines  de  la  propofèe  eft  la  pofitive  * = «+•!,  & 
l’autre  eft  la  négative  * = — 2 .Ce  qui  était  propofé . 

Exemple  IV. 

Pou  R trouver  les  deux  racines  de  l’équation  xx — 2x-t*  3 
= o , on  fuppofera  n = — 2 , p =■+■  3 ; on  fubftituera  ces 
valeurs  de  »,/>,  à leur  place  dans  les  formules  generales  des  ra- 
cines , & la  première  fera  x = — ■;»  — p — 1 

— v^i  — 3 = -t-  1 — — 2;  la  fécondé  fera  x^=  — \n 

-t-y —^~p  = + 1 •+”>/ 1 — 3 = -*■  1 ■+■  ^ — 2 ; d’où 
l’on  voit  que  les  deux  racines  de  la  propofée  font  imaginaires. 

* Démonflration  du  premier  Problème. 

77*  L’EQUATION  linéaire,  dont  * eft  l’inconnue , qui  divhê 
exactement  une  équation  du  fécond  degré,  reprefentée  par  1 é- 
quaticn  generale  xx  *+•  nx  ■+■  p = o , contient  une  de  fes  raci- 
nes , & le  quotient  exaCt  contient  l’autre,  par  la  nature  des  e-  # 
*16.  & j j. quations.  * Or  l’équation  linéaire  que  l’on  trouve  par  la  me- 
? ' thode  du  premier  Problème  , divife  exactement  Féquation  ge- 
nerale du  fécond  degré , puifque  le  refte  de  la  divifion  eft  égal 
à zéro , & que  ce  n’eft  que  par  cette  fuppofîtion  quelle  eft  dé- 
terminée} & le  quotient  eft  aufli  exaCt:  l’équation  linéaire  qu’on 
trouve  par  la  méthode,  contient  donc  une  racine  de  l’équation 
generale  du  fécond  degré,  le  quotient  contient  lavtre;  Ton  a 
donc  par  la  méthode  les  formules  generales  des  deux  racines 
de  toute  équation  du  fécond  degré.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Remarques. 

J. 

78.  L°  R S QU  E le  fécond  terme  eft  évanoui,  & qu’il  y a ■+• 

' * comme  dans  l’équation  xx  -t-  p = o , les  deux  racines  font 
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imaginaires,  puifque  la  première  eft  * = — ✓ — p ; & la 


fécondé  , #=-4-*/ — p. 


II. 


Lorfqu’il  y a.+  f dans  une  équation  du  fécond  degré , 
& que  p furpafje  le  quarré  de  la  moitié  de  » ; c’eft  à- dire  t 
lorfque  p furpaffe  7 nn , les  deux  racines  font  encore  imagi- 
naires , puifque  J ~nn  — p eft  la  racine  d'une  grandeur  né- 
gative . * 

Lorfqu’il  y a — p dans  une  équation  du  fécond  degré , les  ra- 
cines font  toujours  réelles  > ca»  alors  la  grandeur  7 nn  -4-  p,  qui 
eft  fous  le  figne  radical , eft  toujours  poficive.  ’ 

Il  fuit  de  la  fécondé  & troifiéme  remarque  , qu’il  ne  peut  y 
avoir  de  racines  imaginaires  dans  une  équation  du  fécond  degré 
qui  a tous  fes  termes,  que  quand  il  y a -4-p;c’cft  à dire,  quand 
les  deux  racines  font  toutes  deux  pofitives,  ou  toutes  deux  né- 
gatives; & quelles  font  toujours  réelles , quand  l’une  eft  pofi* 
tive  & l’autre  négative. 

IV. 

Quand  l’inconnue  a plus  de*  deux  dimenfions  dans  le  pre- 
mier terme  d’une  équation  du  fécond  degré , comme  dans 
x*  -4-  nxx  -4-  p = d , ou  en  general  dans  **“  -4-  nxm  -4-  p = 0, 
(m  reprefentan.t  un  nombre  quelconque  entier  & pofitif,  ) 
quoiqu’il  n'y  ait  que  deux  racines  en  la  confiderant  du  fécond 
degré,  qui  font  xx  ■=  — 7 » — V knn  — P t xx  = — i * 
H- y/ 7 nn- — py  ou  en  general  xm  = — 7 » — >/~nn  — p, 
xm  = — \ n -4-  7 nn  — p;  cependant  chacune  de  ces  raci- 

nes, ou  chacune  des  équations  {impies  formée  par  ces  raci- 
nes, xx  •+■  7 n >/  7 nn  — p = O',  xx  -4-  7 » — y/  7 nn  — p 
===  o : ou  bien  en  general  x“  •+■  7 n -4-  ^ 7 nn  — p = o , 
xm  -4-  7 » — y/  \nn  — p = o , pouvant  encore  être  confide- 
rée  comme  une  équation  compofée  , on  peut  dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  fimples  contient  encore  autant  de 
racines,  que  l’expofant  a de  la  plus  haute  puiffance  de  l’in- 
connue xx , ou  l’expofant  m de  l’inconnue  .r“  , contient 
d’unités  : car  l’inconnue  x a autant  de  valeurs  dans  ces 
équations  plus  fimples,  dont  l’équation  du  fécond  degré  eft: 
compofée , que  cet  expofant  de  l’inconnue  a d’unités . Ce 
qu’il  faut  remarquer  pour  les  cas  femblables  des  autres  de^ 

Bb  iij 
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grés  reprefêntés  en  general  dans  le  troifiéme  degré  par  x,m 
•+•  ■+■  px*  -t-  q = o ; dans  le  quatrième  degré  , par 

•**  nx>a  -+-  px*m  •+■  qxm  + f = o;  & ainû  des  autres. 

V. 

St  l’on  ôte  Séparément  les  incommenfùrajîles  de  chacune 
des  équations  linéaires  x £ n J \ nn  — ~p  — o,  a:-*-  f » 
•—V^nn — p = 0 , qui  contiennent  les  racines  de  l’équa* 
tion  propofée,  il  en  viendra  une  même  équation  , qui  eft  la 
propoféc  xx  “4"  tix  p :=  o j ce  qui  peut  Servir  en  quelques  ren- 
contres à connoître  Si  une  équation  linéaire  contient  une  des 
racines  de  la  pro|x)fée  y lorfqu’elle  a des  grandeurs  incom* 
menfurables. 

Vt 

La  méthode  de  refoudre  les  équations  peut  Servir  à dé- 
terminer  une  grandeur  oit  il  y a une  ou  plusieurs  inconnues 
avec  des  connues , quoiqu’elles  ne  forment  pas  une  équation  », 
on  en  a déjà  vû  un  exemple  en  refolvant  le  6*  Problème  du 
4^-3'  Livre*;  en  voici  un  autre,  l’on  a * = è-H y/aa — yy — by,' 

11  s’agit  de  déterminer  les  cas  où  la  valeur  de  * eft  réelle, 

& ceux  ou.  elle  eSt  imaginaire  . Il  n’y  a qii’à  fuppolér  que  yy 
by  = aa  ; & reSolvant  cette  équation  , on  trouvera  qufe  la 
valeur  de  y eftj'  = — ~ b *t*V  \ bb  •+•  a a\  Ainfi  quand -y  eSl 
égale  à cette  grandeur , ou  moindre  que*  cptte  grandeur  , 
y/  aa — yy — b)  eSl  zéro,,  ou  poSitive,  & la  valeur  de  x eft  réel, 
le  : mais  quand  y furpafle  cette  grandeur — bb-*ââ 
alors  f aa  — yy  — by , eft  la  racine  d’une  grahdeur  négative,'  ' 
& la  valeur  "de  x eft  imagir^irc. 

; , • 

s.  E Ç T I Q NIL 

De  la  réfolution  des  équations  du  troifiéme  degré  ^ 
Averti  s semen  t . 

P ou  R abréger  & faciliter  le  calcul,  on  fuppofera  que  le 
fécond  terme  eft  évanoui  dans  toutes  les  équations  du  troisiè- 
me degré  qu  on  veut  refoudre . On  a donné  la  méthode  de  le 
faire  évanouir , dans  l’ufage  des  transformations,  dans  le  troiSié- 
*4r.me  Livre.  * AinSl  l’équation  generale  x*  px  •+•  q ■=■  o , re- 
prefentera  toutes  les  équations  du  troisième  degré  , dont  le  fc- 
cond  terme  eft  évanoui  .. 


\ 
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Il  faut  remarquer  que  quand  le  fécond  terme  efl  évanoui, 
il  y a dans  lequation  deux  racines  pofitives,  & une  racine  né- 
gative égale  aux  deux  pofitives  ; ou  bien  deux  racines  négati- 
ves, & une  pofitive  égale  aux  deux  négatives . * *19,1 1, 

Corail, 

.PROBLÈME  U 

y 9,  TiETERMINER,  quand  te  fécond  terme  des  équations  du 
troijiérqe  degré  efi  évanoui , I*,  les  cas  où  tes  deux  racines  pofitives 
vu  négatives  font  égales , ceux  où  elles  font  inégales  ; 2*,  les  cas 
où  t étant  Inégales , les  trois  racines  font  réelles , ceux  où  il  y en  a 
deux  d'imaginaires  ; ùbtrouver  les  racines , lorfque  les  cfeùx 

pofitives  ou  négatives  font  égales , & encore  lorfq  -e  les  trois  raci- 
nes , quoiqu  inégales  font  commcnfurahjes , ou  lorfquil  y en  a 
quelqu'une  de  commenf  arable . . • 

METHODE  GENERALE. 

?o  N.  fuppofera^  lorfqu’il  y a deux  racines  pofitives, que 
la  première  eft  / — g,  h fécondé /■+■ g;  & leur  fomme  2/ fe- 
ra la  racine  negative;  & on  fera  les  trois  équations  linéaires 
* — f-*-g  = o,  x — f — g = o,  x*-if=o. 

. Lorfqu’il  y.  a deux  racines  négatives  , que  la  première  efl: 

■ — /-4-g  » la  fécondé  — f — g } & leur  fomme  — 2 f fera,  la 
racine  pofitive  , en  changeant  fon  figne  — , & fuppcfânt 
■*-  2 fi  & on  fera  les  trois  équations  linéaires  *•*■/ — g =0, 
*-*■/•♦■£  = o , x — 2 /=  o.  On  fuppolë  que  f efl  plus 
grande  que  g;  car  autrement  f — gnelèroitpas  pofitive,  & 

— : / *+“  g ne  fer01t  pas  négative . 

a°.  On  multipliera  les  trois  premières  les  unes ‘par  les  au- 
tres , & l’on,  aura  le  produit  x}  * — 3 ffx  -b  2f>  = o , qui 
. • . A — ggx  — iggf 

eft  l’équation  indéterminée  qui  reprefente  les  équations  du 
troifiéme  degré , dont  deux  racines  font  pofitives  , & la 
troifiéme  eft  négative»  & égale  à la  fomme  des  deux  pofiti- 
ves . On  multipliera  de  même  le  trois  autres  équations  linéai- 
res les  unes  par  les  autres,  & leur  produit 

fi  x}  * — iffx  — 2 P =0, 

— gg*  ■*“  *ggf 

reprefentera  les  équations  du  troifiéme  dfgrê , dont  deux  rad- 
nes  font  négatives,  & la  troifiéme  pofitive,  & égale  à la  Tom- 
me des  deux  négatives. 
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. Remar  qjj  e. 

O N peut  remarquer  que  le  troifiémc  terme  de  ces  deux 
’ équations  a toujoutsle  (igné  — , & eft  une  quantité  réelle  né- 
gative i quand  les  trois  racines  font  réelles  ; par  confequent  (i 
le  troifiéme  terme. a le  figne  ■+■ , ou  s’il  eft  zéro , il  y a neceflfai- 
rement  deux  racines  imaginaires  ; ainfi  dans  la  formule  gene- 
rale p doit  avoir  — , lorfque  les  trois  racines  font  réelles  , & 
elle  doit  être  — px  rt  q = o , fçavoir  q , quand  deux  ra- 
cines font  pofitives,  & — q>  fi  deux  font  négatives 

3°.  On  comparera  les  termes  de  chacune  _ de  ces  deux 
équations  indéterminées  A & B , avec  les  termes  correfpon- 
dans  de  l’équation  generale  x 3 — px  h q = o , excepté  le 
premier  terme  . #L’on  aûra  par  le  moyen  de  l’équation  A ces 
deux  équations  particulières  iff  ■+■££  = ■*■?,  •+■  ifi. 

— 2 ggf  = ■+•  q ; & par  liquation  B , -♦«  iff  gg  = p, 

— 2 fi  2 ggf  = — q i d’où  l’on  déduira  pour  l’une  & l’au«* 

tre  ff -+-«=•+-  L j & pour  l’équation  A,  fi  ■ — ggf = 
■+•  f ; & pour  l’équation  B,  — fi  ■+•  ggf  = — | » Elévant 

= L h la  troifiéme  puiflknce,  l’on  aura  ^fi+ggfi 
•4-  £ ff  -il  = -KL  , pour  l’équation  A&c.  pour  l’équation  B. 
Elevant  auflî  fi — ggf  = + t au  quarré;  l’on  aura  pour 
l’équation  A,  fi  — iggfi  ^rg+ff  = -*f  - Elevant  de  même 
— f ■+■  ggf=  — -1  au  quarré , l’on  aura  pour  l’équation  B, 
fi  — 2 ggf*  g*ff = -îL , qui  eft  la  même  que  celle  de  l’équa- 

tion A . Retranchant  à prefent  chaque  membre  de  l’équa- 
tion fi  — 2 ggfi*mg+ff=-¥-,  du  membre  correfpondant 
dé  l’équation  fi  ggf  * ■+■  CS.  JL  = , l’on  aura  l'équa- 
tion iggfi a?#  jL  = n. , qui  conviendra  à l’é- 

quation A & à l’équation  B . Or  chaque  membre  de  cette  équa-, 
tion  eft  pofitif,  car  3 ggfi  furpafle  • — jg*ff  > puifqu’en  di- 

vifant  l’une  & l’autre  par  ggff , le  quotient  3 ff  furpalfe  le 
quotient  — f gg,  car  on  a fuppofé  que/  furpafloitg.  Tout 
cela  fuppofé,  le  Problème  eft  facile  à réfoudre. 


i°.  Quand  — - p3 = ^ qq,  les  deux  racines  pofitives  où  négatives 

font  égales . 

, O u AND  les  deux  racines  pofitives  ou  négatives  font  éga- 
* les. 
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!cs , g eft  égale  à zéro  dans  les  équations  linéaires  x — f+*g 
==0  ,x  f g = o , x-4-  2 f = o;  & dans  les  autres 
— °»  x*-f  + g = o,  * — 2/  = o ; par  con- 
fequent  chaque  grandeur  du  premier  membre  de  lequa- 
tion  3ggf  — ulS^.sL  = jL.  — <at  eft  égale  à zéro . Donc 
Ji  — v — o;  donc  tV  f — 

2°-  Qgund  les  troii  racines  font  inégales  & réelles, 

Q±T  P*  furpaffe  i qq. 

ü A N D les  trois  racines  font  inégales  & réelles , le  premier 

membre  de  l’équation  3ggf*  — h-  il.  = _£!_ y . 

eft  pofitif;  le  fécond  membre  IL  — y ' eft  donc  autfi  polit  if} 
& par  confequent  iL  furpafte  v . * 


3*.  Quand  rrÿejl  moindre  que  ± qq,  il  y a deux 
racines  imaginaires  : 

^ 3 • C A R & ^es  racines  étoient  toutes  réelles  , on  vient  de  dé- 
montrer que  tV  P'  ferait  égal  à ^ qq , ou  furpafferoit  ^ qq . 

40.  T router  let  racines,  lorfque  les  deux  pofstives  ou  les  deux 
négatives  font  égales . 

84'  Quand  les  deux  racines  pofitives,  ou  les  deux  négatives 

font  égales,  g eft  zéro  dans  les  équations  linéaires  x f-*-g 

—zo>  &c.  par  confequent  l’équation  particulière  qui  vient  de 
la  comparaifon  des  troisièmes  termes  iff**-  ço  = -t-p  Ce 
réduit  à 3 ff=  p ; d'où  l'on  déduit  -t-  ff  = L . Par  la 

même  raifon  , l'équation  2p  — 2ggf=  h-  q-  ou  2p  -h  2 ssf 
= -q , fe  réduit  à a/>  = q ; d'Sù  l'on  déduit /il.  §' 

v.ûnt  le  premier  membre  de /?  = i , par  le  premier  membre 

üe  Ji  — 7 » & le  fecond  par  le  fécond  , l'on  trouve  jr-L=f 

= ff’  C!î?CvUîle  de,s/?cincs  éêa,es  reprefentées  par  /,  eft  donc 
= -sf  ; d où  Ion  déduit  cette  réfolution. 


Réfolution . 

& S*  u A ND  une  équation  du  troifiéme  degré,  dont  le  fecond 
ferme  eft  évanoui , a deux  racines  égales;  il  faut  divifer 
le  triple  du  dernier  terme  q , par  le  double  du  coëficient  p du 
fécond  terme , & le  quotient  fera  une  des  racines  égales . 

La  troifiéme  racine  eft  égale  à deux  fois  la  racine  égale. 
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5°.  Trouver  les  racines  d'une  équation  du  troifiéme  degré  , dont 
Je  fécond  terme  e fl  évanoui,  lorfqu' elles  font  commenfur  allés , 
ou  qu'il  y en  a quelqu'une  de  commenfurable . 

S 6 . S 1 1,00  °tc  la  grandeur  P * Teprefentée  par  3 ff  ■* “gg  —p , 
de  4/f  quarré  de  la  grandeur  2 /,  qui  reprefente  la  racine  qui 
eft  égale  à la  fomme  des  deux  autres , le  relie  ff — gg  eft 
un  divifeur  exa&  de  la  grandeur  -*-  q , reprefentée  par 

2/ 2ggf=+-q , pour  lequation  A;  & fàifânt  la  divifion, 

le  quotient  eft  2/,  qui  eft  la  racine  du  quarré  qff. 

Le  même  relie  ff — gg  eft  aufti  un  divifeur  exaét  de  — q , 
reprefentée  par  — 2 f}  ■+■  2 ggf=  — ? , pour  l’équation  B ; & 
failant  la  divifion,  le  quotient  eft  — 2/,  qui  eft  aufti  la  racine 
du  quarré  4 ff.  On  déduit  de  là  cette  première  réfolution. 

Première  Réfolution. 

Ç J uand  la  racine,  reprefentée  par-*- ou — 2/,  qui  eft 
égale  à la  femme  des  deux  autres , eft  commenfurable, 
il  y a toujours  un  quarré  parfait  plus  grand  que  p,  duquel 
ôtantp,  & divifant  q par  le  relie,  la  divifion  fe  fait  exaéte- 
ment  ; & il  vient  pour  quotient  exaét  ■*-  ou  — 2/,  qui  eft  la 
racine  de  la  propofée,  égale  à la  fomme  des  deux  autres,  & 
qui  eft  à meme  temps  la  racine  quarrée  jufte  du  quarré  parfait 
qu’on  a pris  plus  grand  que  p. 

De  même  fi  l’on  prend  le  quarré  de  l’une  des  racines  poli- 
tives  ou  négatives , f — g , ou  — f+“g,  qul  eft  ff — 2 gf  *-gg, 
& qu’on  ôte  ce  quarré  de  3 ff*-ggr=  p,  on  aura  le  relie  2 ff 
2gf,  qui  eft  un  divifeur  exaét  de  2 f — iggf  = •*-  q , 
pour  l’équation  A;  & de  — if  -*-  iggf— — ? > P°ur  liqua- 
tion B\  & faifant  la  divifion,  le  quotient  fera  dans  le  premier 
cas-*-/ — g,  & dans  le  fécond,  — /"♦"£»  donc  chacun  eft 
la  racine  du  quarré  parfait  ff — 2gf  -*-&g,  qu’on  a pris  moin- 
dre que  p.  On  trouveroit  la  même  chofe  en  fe  fervant  de  l’au- 
tre racine  reprefentée  par/-*- g,  ou — / — g \ d’où  l’on  dé- 
duit  la  fécondé  réfolution. 

Seconde  Réfolution  . 

On  and  les  deux  racines  pofitives  ou  négatives , font 
commenfurables , on  peut  toujours  trouver  un  quarré 
parfait  moindre  quep,  tel  qu’étant  retranché  dep,  le  relie 
foit  un  divifeur  exaét  de  -*•  ou  — q\  & failânt  la  divifion , il 
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vient  un  quotient  exatft , reprefenté  par  -4-/ — g , ou  — f-*-g, 
qui  eft  une  des  deux  racines  pofitives  ou  négatives  de  la  pro- 
pofée,  & qui  eft  à même  temps  la  racine  exaéle  du  quarré 
qu’on  a pris  moindre  quep. 

R E M A R Q_U  E. 

S7*v^yÜAND  on  aura  trouvé  une  des  racines  d’une  équation 

du  troifléme  degré,  en  divifant  l’équation  par  *-4-ou 

cette  racine  , le  quotient  qui  fera  une  équation  du  fécond  de- 
gré , contiendra  les  deux  autres,  & on  les  trouvera  en  refol- 
vant  cette  équation  du  fécond  degré.  Ou  bien  en  fuppofant 
que  la  racine  trouvée  Toit  a,  fi  ceft  la  racine  égale  à la  Tomme 
des  deux  autres,  elle  fera  le  coêficient  du  fécond  terme  de 
l’équation  du  fécond  degré  qui  les  contient  ; & le  dernier  ter- 
me q de  la  propofée,  diviféc  par  cette  racine  a , c’eft  à dire 
\ , fera  le  produit  de  ces  deux  autres  racines,  par  la  formation 
des  équations  : Ainfi  1 équation  du  fccond  degié,  qui  contient 
les  deux  autres  , féra  xx  — ax-^-i  — o,  quand  elles  font  pc- 
fitives  ; la  première  fera  donc  x = i a -4-  y/  ~aa  — -2  ; & la 
féconde  t x=±  a — ~aa  — V. 

L’équation  du  fécond  degré,  qui  contient  les  deux  autres, 
fera  xx  -4-  ax  ■+-  J = oj  quand  elles  font  négatives  ; la  pre- 
mière fera  donc  x = — ^ a ^ feC0nde, 

x = — — Y~aa  — i . Mais  fi  la  racine  découverte  a 

eft  une  des  deux  pofitives  ou  négatives , elle  fera  aufti  le 
coêficient  du  fécond  terme  de  l'équation  du  fécond  degré,  qui 
contient  les  deux  autres,  puifque  ce  coêficient  eft  l'excès 
de  la  racine  égalé  a la  femme  des  deux  pofitives  ou  né- 
gatives , fur  celle  qui  refle  à découvrir  ; & que  la  racine 
découverte  eft  aufti  ce  même  excès,  & i eft  le  produit  des 
deux  qui  relient  à découvrir:  Ainfî  l’équation  qui  contient 
les  deux  autres , dont  une  eft  toujours  pofîtive , & l’autre 
négative , fera  xx  ax  — 2 = o . Il  y aura  «4-  ax , quand 
la  racine  decouverte  fera  pofîtive  , & — ax , quand  elle 
féra  négative  . La  première  racine  fera  donc  x = ï;4 
"*"V i 44-4-  2 ; & la  fécondé  fera  x=+  ~ a — 4-1. 

Il  y aura  — {a,  quand  la  racine  découverte  fera  pofîtive;  & 
t at  quand  elle  fera  négative. 

Ce  ij 
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Application  du  fécond  Problème  à des  exemple! . 
Exemple  I. 

O N propofe  de  trouver  les  racines  de  x*  — I2*-+- 16  = 0j 
pour  y appliquer  la  réfolution , on  fuppofera  , afin  que  la  for- 
mule generale  x*  — px  q = o , reprefente  la  proposée  , 
que  — p = — 12,&.  q = 16.  Or  tL  = 64,  & ± qq  — 64.  « 
Cela  fait  connoître  que  la  propofée  contient  deux  racines 
égales. 

Pour  trouver  chaque  racine  égale , on  fe  forvira  de  la  for- 
mule f = if  = =-t>2i  ainfi  la  racine  égale eft  x = rt 

la  racine  inégale  eft  donc  x— — 4. 

Exemple  II. 

Pour  trouver  les  racines  de  ^ — 27 aax  -*-544*  = o, 

18  abx — 54 aab 
• — ibbx  •+■ 18 abb 
— zb> 

H faut  fuppofer — p= — 27 aa  + 18 ab  — 3 bb , &?=$4^ 

, ’j^aab  18 abb  — 2 by\  & fàifent  le  calcul , on  trouvera 

que  ~ p*  = ~ qq\  ce  qui  fait  connoître  qu’il  y a deux  raci- 
nes égales. 

La  formule  f=  -ff  , fora  trouver,  en  divilànt  le  triple  du 
dernier  terme  par  le  double  du  coëficient  du  troifieme  terme  t 
le  quotient  3 a — b:  ainfi  la  racine  égale  eft  #=34 — b x ÔC 
la  racine  inégale  eft  x= — 6a+~2b. 

Exemple  II L 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  x1 . — 7**+“  6 =0, 
on  fuppofera  que  la  formule  generale  qui  reprefente  cette 
équation  eft  x 1 — px  q ~ o;  & p = -*“  7 > q 6 i 

2l=  t i qq  — 9 . Comme  JL  furpaffe  f qq  , cela  fait 

connoître  que  les  trois  racines  font  réelles  & inégales;  & le  der- 
nier terme  -4-  6 — <7  étant  pofitif,  cela  fait  connoître  qu’il  y a 
deux  racines  pofitives,  & une  négative  qui  eft  égale  aux  deux 
pofitives , puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui  . 

Pour  trouver  la  plus  grande  racine  qui  eft  égalé  aux  deux 
pofitives , on  prendra  un  quarré  parfait  plus  grand  quep  = 7: 
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or  le  premier  quarré  plus  grand  que  p = 7 efl  9 . On  ôtera 
p = 7 du  quarré  9 , & l’on  aura  le  relie  2 . On  divifera  4 
= 6 par  ce  relie  2,  & le  quotient  3 étant  la  racine  quarréc 
du  quarré  9 qu’on  a pris  , c’eft  la  racine  négative  qu’on 
cherche  ; ainlî  x = • — 3. 

On  trouvera  les  deux  autres  en  divifant  la  propofée  par 
x -t-  3 = o , car  l’on  aura  pour  quotient  l’équation  du  fé- 
cond degré  xx  — 3#  2 = o , qui  les  contient , & on 

trouvera  en  refolvànt  cette  équation  du  fécond  degré , que 
l’une  ell  x = 1 , & l’autre  x = z . Ou  bien  nommant  a 
la  racine  trouvée  3 , l’une  des  deux  politives  fera  x = 4 <* 
h-  Sjaa  — / ' = j /f  — t = -»-*,&  l’autre  fera 

= >/kaa  ?■  ===  i ■ — 7 — !■ 

Si  l’on  vouloit  commencer  la  réfolution  par  une  des  deux 
racines  politives  , il  faudrait  prendre  un  quarré  parfait  , 
comme  4,  moindre  que  p = 7;  & après  avoir  retranché  ce 
quarré  4 de  p = 7 , divifer  par  le  relie  3 le  dernier  terme 
q = 6 i & le  quotient  2 étant  la  racine  du  quarré  4 qu’on  a 
pris  , c’ell  auffi  une  des  racines  politives  de  la  propofée; 
ainlî  x = 2 ell  une  des  racines  pofitives  de  la  propofée. 

On  trouvera  les  deux  autres  par  la  méthode  dont  on  s’eft 
fervi,  après  avoir  trouvé  la  racine  négative  x = — 3. 

Exemple  IV. 

On  propofë  de  trouver  les  racines  de  l’équation  x 1 — ix 
■+-6=0,  qui  ell  reprelèntée  par  l’équation  generale  x1 
— P*  ■+•  4 — o;  de  maniéré  que  p = 1 , & 4=6  . Mais 
étant  viliblc  que  —p*  moindre  que  ~qq  = 9 , l’on 

ell  alluré  * que  la  propice  a deux  racines  imaginaires  . On*  83; 
en  donnera  la  réfolution  après  la  démonllration  du  Problème . 

__  Dimonfiration  du  Problème . 

V^iJAND  les  trois  racines  d'une  équation  du  troifiéme 
degré , qui  a le  fécond  terme  évanoui  , font  réelles , il  ell 
évident  que* — */-+■£=  o , x — / — g=o,  x-+-  2/=o, 
reprelentent  d’une  manière  generale  les  trois  équations  li- 
néaires dont  cette  équation  eft  le  produit,  lorfqu’il  y a deux 
racines  politives;  & leur  produit  xJ  * — 3 ffx  -*•  2 f =0, 

Ce  iij 
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reprcfente  d’une  maniéré  generale  cette  équation  du  troiGéme 
degré . 

Mais  quand  l’équation  a deux  racines  négatives , il  faut  fe 
fervir  des  trois  équations  linéaires  x-t-  / — £ = 0,  x •* • f 
-t-g  = o,  x — 2/= o;  & leur  produit  x*  * — 3/jfx — 2 f 

— gÿf  ■+•  iggf 

= o,  reprefentera  d’une  maniéré  generale  l’équation  du  troi- 
fiême  degré. 

D’où  il  fuit  que  ce  quon  découvre  par  ces  équations  indé- 
terminées , convient  à toutes  les  équations  du  troiGéme  degré 
qu’elles  repre /entent . 

Quand  les  deux  racines  , poGtives  ou  négatives  , feront  éga- 
les , il  e/l  évident  que  g fera  égal  à zéro , & qu’en  effaçant  les 
quantités  où  fe  trouve  g , dans  les  deux  produits , ils  repre/èn- 
teront  l’équation  qui  aura  deux  racines  égales. 

La  formule  generale  x{  — px  q = o repre  fente  auffl 
d’une  maniéré  generale  la  même  équation  du  troiGéme  degré, 
lorfque  deux  de  fes  racines  font  poGtives  , & x* . — px  — q 
= o , lorfque  deux  de  fes  racines  font  négatives. 

Ce  que  l’on  découvre  par  les  équations  particulières  qui 
nai/fent  de  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  des  pro- 
duits & de  la  formule  generale,  convient  donc  auffi  aux  équa- 
tions du  troiGéme  degré  , repre/èntées  par  les  produits  & pat 
la  formule  generale* 

Corollaire. 

S 9*  Lo  RSQu’e  n cherchant  la  racine  qui  eft  égale  à la  femme 
des  deux  autres , c’e/l  à dire  la  plus  grande  des  trois  racines, 
011  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  qui  /bit  tel  , que  retran- 
chant p de  ce  quarré  , & divifant  q par  le  reffe  , il  vienne  un 
quotipntexaél  qui  foit  la  racine  du  quarré  qu’on  a pris  ; la 
plus  grande  racine  eft  incommenfurable.. 

De  même  G en  cherchant  une  des  deux  moindres  racines  , 
on  ne  trouve  aucun  quarré  parfait  moindre  que  p,  qui  foit  tel, 
que  ce  quarré  étant  retranché  de  p , & q étant  divifé  par  le 
reffe  , il  en  vienne  un  quotient  exaft  qui  foit  la  racine  du 
quarré  qu’on  a pris  ; les  deux  moindres  racines  font  incom- 
menfurables.. 
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R E M A R Q_U  E. 

S>o,  P A R le  Problème  precedent , on  trouve  toujours  les  racines 
d’une  équation  du  troifiéme degré  , lorfqu’il  y en  a deux  de- 
gales,  & lorfque  les  trois  font  réelles,  & qu’elles  font  commen- 
furables , ou  du  moins  une , 

Mais  quand  elles  font  toutes  trois  réelles  & inégales,  ce  qui 
arrive  * lorfque  -fjjé  furpafle^ , & quelles  font  toutes  in- -s:. 
commenfurables  : on  n’a  pas  juiqu’à  prefent  trouvé  de  manié- 
ré de  les  exprimer  exactement  par  Algèbre  ; c’eft  à dire  , on 
n’a  pas  pû  trouver  d’expreffion  Algébrique  réelle  qui  les  expri- 
mât d’une  maniéré  incommenfurable , avec  le  ligne  radical,  & 
c’eft  ce  cas  qu’on  appelle  le  cas  irréductible  du  troifiéme  degré: 

On  les  trouve  cependant  par  approximation  , & on  les  trouve 
exactement  par  la  Geometrie. 

* 

PROBLEME  III. 

9 1 • 7* ROUVER  la  racine  réelle  commenfurable  eu  incommmju- 
rable  d une  équation  du  troifiéme  degré  , dont  le  fécond  terme 
efi  évanoui , & dont  deux  racines  font  imaginaires . 

Méthode. 

jQjA  méthode  eft  fomblable  à celle  du  Problème  précèdent  ; 
il  faut  feulement  remarquer  que  les  équations  du  troifiéme  de- 
gré ont  deux  racines  imaginaires  dans  ces  trois  cas  > i° , quand 
il  y a +px  * ; 2“  , quand  il  y a — px,  & que  frf  eft  moin-*8o. 
dre  que  -qq  *;  30,  quand  le  fécond  & le  troifiéme  terme  font  * g . 
évanouis  * comme  dans  x>  q — o.  Dans  ce  dernier  cas , s 
la  racine  reelle  eft  a?  — y q . Dans  le  premier  cas,  l’équa- 
tion  generale  eft  **  h-  px  q = o;  & dans  le  fécond , I’équa- 
tion  generale  eft*>  — px  +q  = o. 

, °n  ^Ppolêra  pour  le  premier  & fécond  cas , que  les  trois 
équations  linéaires , dont  la  propofée  eft  le  produit  font 

=\°>  x+f-J-m  =0,  x — 2/=o;  ' 

oc  en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres  , on  aura  le  pro- 

UIt  xl  3 ffx  — 2f*  = o,  qui  reprefente  les  rapports  des 

t1  T 32X*  — 6Sif 

racines  de  la  formule  x}  — px  — q — o,  lorfqu’ilya — px 
q , en  fuppofant  f plus  grande  que  g ; mais  ce  produit 


Digitized  by  Google 


ao8  Analyse  demontre'e. 

reprefentera  les  rapports  des  racines  de  la  formule  xl  px 
— q = o,  en  fuppofant  f moindre  que  g . 

On  fuppofera  encore  que  les  trois  équations  linéaires  font 

* — / — 3 Ü=°»  *—f—  v — = o* *■+■  a/ 

= o ; & en  les  multipliant  les  unes  par  les  autres  , on  aura 
le  produit  x* — iffx  -4-  ip  ==  o,  qui  reprefente  les  rapports 
B -4-3 &&*+• 

des  racines  des  équations,  dont  les  formules  font  x]  — px  ■+■  q 
= o,  en  fuppofant /■  plus  grande  queg-j  mais  il  reprefentera 
les  rapports  des  racines  des  équations  dont  la  formule  eft  ar1 
-+>  p*  -4-  <7  = o , en  fuppofant  f moindre  quejz. 

On  a fuppofé  dans  les  équations  linéaires  que  la  grandeur 
imaginaire  eft  y/  — 3 gg,  quoique  cela  foit  arbitraire  > mais 
cette  expreflion  fcrvira  dans  Je  calcul  qu’on  va  faire  , à trou- 
ver plus  facilement  les  formules  des  résolutions. 

On  comparera  erifuite  les  termes  correfpondans  des  produits 
des  formules  ; excepté  le  premier  ; & l’on  aura  les  équations 
particulières , qui  fuivent , Iorfque  la  racine  réelle  2/ eft  po fi* 
rive;  c’eft  à dire,  dans  l’équation  A:  ire,  — 3 ff-b  3 gg  = + p; 
d’où  l’on  déduit  ff  — g g = -4.  t : a*  — if  — 6 ggf  = — q: 
d’où.  l’on  déduit/1  -4-  3 gçf  = ■+■ 

Et  Iorfque  la  racine  réelle  — 2/ eft  négative  ; c’eft  à dire  , 
dans  l’équation  B , on  aura  les  deux  équations  : ire , — jff 
-4-  3££  = 7+7 p;  d’où  l’on  déduit//" — gg  = ^ ^ : 2' , -4-  2/1 
■4*  6ggf  = -4-  q;  d’où  l’on  déduit  f 3 ggf = 

Réfolution  des  équations  du  troifiémt  degré  , dont  deux  racines 
font  imaginaires , Iorfque  la  racine  réelle  eft  commenfurable . 

9 S1  l'on  prend  le  quarré  pofitif  4/jf  de  la  racine  réelle,  & 
qu’on  lui  ajoute  ^ p = — 3 ff  jgg,  la  fommc  fera  ff-r-  3 gg. 

Si  l’on  divife  -4-  ? = 2/1  -4-  6 ggf,  par  ff  + 3$g  ==  4-ff  + P , 
le  quotient  fera  la  racine  réelle  2 f ; d’où  l’on  déduit  cette  ma- 
niéré de  trouver  la  racine  réelle  , quand  elle  eft  commenfu- 
rable. 

Il  faut  prendre  un  quarré  pofitif,  & ajouter  + p au  quarré 
parfait  qu’on  a pris  ; c eft  à dire  , quand  il  y a — p , il  faut 
ajouter  — p négatif  au  quarré  ; & quand  il  y a -4-  p , il  faut 
ajouter  -4-  p pofitif  au  quarré . 11  faut  divifer  -4-  q par  la  fem- 
me qu’on  vient  de  trouver  j & fi  la  divifiou  le  fait  exacte- 
ment. 
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ment , & que  le  quotient  foit  la  racine  du  quarré  qu'on  a pris; 
c’eft  la  racine  réelle.  Si  l’on  ne  peut  pas  trouver  un  tel  quarré  , 
la  racine  réelle  eft  incommenfurable.  Voici  la  maniéré  de  la 
trouver. 

Si  l’on  éleve  l’équation  ff — gg  = £ à la  3*  purflànce  ; 

4’on  aura  f*  3 ggf  +>  3 g+ff — g*  = (L,  Si  l’on  éleve 

aufli  l’équation  f •+■  3 ggf  — i au  quarré  , l’on  aura  f* 

6ggf  çgff  = JJ-,  Si  l’on  ôte  à prefent  la  première 
de  ces  deux  équations  de  la  fécondé  , l’on  aura  -+-  çggf* 
g*  = -**•  -/V  • Tirant  la  racine  quarrée  de  cha- 

que membre,  on  aura  3 gff  -*-gî  = 'Jju.  Si  l’on  ajoute 
cette  équation  à l’équation  / 1 -t-  3 ggf  = -J,  l’on  aura  f1  ■+•  ^gff 

3 ggf  -*-g»  = /-**-  **{j . Tirant  la  racine  cubique  de 

chaque  membre , on  aura . 

Di  vifant  l’équation  ff  — gg  = a*  £ par  la  précédente , le 
premier  membre  par  le  premier  membre,  le  fécond  par  le 
fécond,  l’on  aura  pour  quotient 
-fi  < 

f-s= 

— . Ji**  'Z -£7  , 

h-nfin  ajoutant  les  deux  équations  qu'on  vient  de  trou- 
ver, on  aura  la  racine  réelle  if  = •+•  y/ 

•fa  - + " 

Quand  il  y a — p*  dans  l’équation  generale  x*  — px  <j 

7=  °, la  grandeur  -f  p aura  le  figne  -h,  & la  grandeur  aura 
le  ligne  — . . 1 

Ainfi  quand  l’équation  generale  eft  x1  — px  q = 0 
la  formule  generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft 

a 7 P 

; ,j£ 

Quand  l’équation  generale  eft  *1  px  + * = 0 la  for. 
mule  generale  qui  marque  la  racine  réelle  eft. 

*/=,?wIps? — U . 

*v/ïîf--ÎT^ 
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La  grandeur  $gg  qu’on  a prife  pour  reprefenter  la  grandeur 
imaginaire , fera  égale  à tff  + p,  car  — 3 ff  zgg  = 

ajoutant  h-  3ff  à chaque  membre,  on  aura  3//—  3//*- 

= + 3gg>  ainfi — 3^  =/  — iff  — P- 

On  déduit  de  là  cette  réfolution. 


Réfolution  des  équations  du  troifiéme  degré , dont  deux  racines  font 
imaginaires , lorfque  la  racine  réelle  eft  incommenftirable  . 

•9  3 . AND  l’équation  generale  eft  x1  — px^q  = °>  ^ &ut 
ôktJL  de  \qq\  & après  avoir  tiré  la  racine  quarrée  du  rcfte , 
l’ajouter  à \q , & tirer  la  racine  cubique  de  fa  fomme  , & ce 
fera  la  première  partie  de  la  racine  réelle . . 

Il  faut  divifer  p par  le  triple  de  la  première  partie  de  la 
racine  , & ajouter  le  quotient  à la  première  partie  , & la 

fomme  fera  la  racine  réelle  z/=  -♦■v'*?? — irP1 

9- ^ 


ïjl+.y/iqq  — -ijp1 

Quand  1 équation  eft  x>  + px  1*Lq  =*o  , on  trouvera  de 
même  les  deux  parties  de  la  racine  réelle  , excepté  qu’on 
ajoutera  fjp1  à ~qq  ; mais  on  retranchera  la  fécondé  par. 

tic  de  la  première , & l’on  aura  a/=  t tP' 


P 

•MW  - “ ‘ "*  ~~  « 

T?  _ 

Application  du  Problème  à des  exemples. 
Exemple  I. 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  x}  — xx  6 = o , dont 
deux  racines  font  imaginaires , pareeque  -^p  = eft  moin- 
dre  que  ~qq  — -9  ; on  prendra  le  quarré  pofitif  -i-  4 , & on  lui 
ajoutera  — 1,  & la  fomme  fera *4- 3:  on  divifera  q = 6 par  3, 
& le  quotient  z étant  la  racine  du  quarré  4 qu’on  a pris , c’eft 
au  (fi  la  racine  réelle  de  la  propofée , qui  eft  négative , parce- 
qu’il  y a une  radne  négative  dans  la  propofée , puifqu’il  y a 

»+.  6 au  dernier  terme.  V1  • 

La  grandeur  imaginaire  fera  >/  • — 3 “4“ 1 '==  2‘ 

Exemple  II. 

Pou  R trouver  la  racine  réelle  de  x!  +•  ix  — * iz  = o,dont 
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les  deux  autres  racines  font  imaginaires , le  troifiéme  terme 
•+•  2*  = -t»  px  ayant  le  figne  -4-,  on  prendra  le  quarré  parfait 
•♦"4,  auquel  on  ajoutera  -4- p = «4»  2 ; & Ion  divi/èra  par  la 
fomme  -+•  6 le  dernier  terme  q = 12 , & le  quotient  2 étant 
la  racine  du  quarré  4 qu’on  a pris>  c’eft  aufli  la  racine  réelle 

de  la  propofée  , qui  eft  x — 2. 

La  grandeur  imaginaire  eft  v"  — 3 — a = ✓ — 5. 


Exemple  II L 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  x!  — 6x  — 16  — 0 , 
qui  a deux  racines  imaginaires  , pareeque  ~qq  = 64  fur- 
pafte  = 8 ; il  faut  ôter  = 8 de  ^qq  = 64,  & la 
racine  quarrée  du  refte  56  eft  v/  56.  11  faut  ajouter  cette 
racine  à 7?  = 8 , & tirer  la  racine  cubique  de  la  fomme 
qui  eft  ^8  , & elle  fera  la  première  partie  de  la  racine 

qu’on  cherche . Il  faut  divifcr  p — e par  le  triple  de  la  pré- 
féra la 


xniere  partie  3\K8 -+-►^'56  , & le  quotient 
fécondé  partie  de  la  racine  réelle . 


•+•^56* 


Ainfi  la  racine  réelle  eft  * = 56 


^8  ■*“►^5  6. 

La  démonftration  de  ce  Problème  eft  la  même  que  du 
precedent , puifque  la  méthode  eft  la  même  . 

Corollaire. 

V^u  a N D fa  racine  réelle  eft  découverte  , fi  Ion  veut  avoir 
les  deux  autres  qui  font  imaginaires,  il  n’y  a qu'à  divilér  la  pro- 
pofée par  a:  -t-  ou  — la  racine  réelle  qu’on  a trouvée,  met- 
tant -4-  quand  elle  eft  négative , & — quand  elle  eft  poli- 
tive:  Le  quotient,  qui  fera  exadt , fera  une  équation  du  fé- 
cond degré  qui  contiendra  les  deux  autres  racines  qui  font  ima- 
ginaires. 


Seconde  metbode  generale  de  refoudre  les  équations  du  troifiéme 
, t degré  dont  le  Jecond  terme  ejl  évanoui . 

94.  A ou  T E S les  équations  du  troifiéme  degré , dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui  , peuvent  le  reprefenter  par  ces  deux  for- 
mules  generaJes  *»  — px  + q = o , -t-  px  ±_q~o-t  la 

leconde  contient  toujours  deux  racines  imaginaires  , * &*g0 

Dd  ij 
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une  racine  réelle , qui  eft  pofitive , quand  il  y a — ?>  & né- 
gative quand  il  y a f . La  première  contient  trois  racines 
8î- réelles,  quand  -fj-p1  furpafle  ÿq , * dont  deux  font  poûtives, 
& la  troifiéme,  qui  eft  égale  à leur  Tomme,  eft  négative, 
quand  il  y a ■*-  q;  mais  les  deux  moindres  font  négatives , & 
la  plus  grande  pofitive , quand  il  y a — q i t$L  elle  contient 
deux  racines  imaginaires  & une  réelle  quand  ijf  eft  moin- 
83. dre  que  \qq.  */ 

On  fuppofera  qu’une  des  racines  eft  égale  à / -h  g pour  la 
première  formule,  & à f—  g pour  la  fécondé;  & l’équatioa 

lineane  x f g = o , reprefentera  une  des  trois  équa- 

tions  linéaires,  dont  toute  équation  du  3*  degré,  que  la  pre- 
miere  formule  reprefente,  eft  le  produit. 

L’équation  linéaire  * —/*♦*£=  ° > fervira  pour  la  Te- 
conde  formule. 

On  divifera  la  première  équation  generale  xJ  — px  f 
= 0,  par  at  — f — g=  o;  & la  féconde  x*  P x J±.  ? = o, 

par  x / -t-  g = o & on  continuera  la  divifion  jufqu’à 

ce  qu’on  ait  un  refte  dans  lequel  x ne  Toit  plus,  comme  oa 
le  voit  ici . 


AVERTISSEMENT. 

* fit '“fi*  ?“*  f* 

fraudeur  ci  cette 
marque  [t  trouve, 
eft  tranchée  far  an* 
Ugn*t 


Pour  la  première  formur#’.' 

* r»  — * fx  i.  q tx  — J —t 

H*  * /**"+*  r If*  ~~  ff  l**  * 

r¥  * gxx^r  r ifs*  — Pt  V t+pr+fl 

rt-  * ggx  **•  P r+'fc 


•+■  ifit 


•—  t g*x~  * ifgx 
H»  * ggx 


Pour  1»  fécondé  formule. 

— 1 f*  — f ***  t 

/***♦*  r ff*  *+Pf  f xx-Cffx  ■+*  P 

f,  V 

ifft  +U 

+■  iftg 

ta— 

Iî  eft  évident  que  chaque  quotient  fera  exaéf  , & que  fe 
divifeur  x — f—g  = 0,  oui  —f+g=o,  fera  la  dr- 
vifion  fans  refte,  en  fuppofant  chaque  refte  égal  a zero_ 

Le  premier  peut  ainû  s’exprimer  /*  -*-  gy  3 fe  * f’*m& 

px  f -*-g’+L  f = 0;  & le  fécond  yf — g’-*"  x f"+~S 

Fout  déterminer  chacune  des  deux  indéterminées/  & g. 2 
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on  fera  deux  équations  particulières  de  chaque  refie  , de 
cette  maniéré . Pour  le  premier  relie;  i",  ■*.  g 0 • 

a’>  p.*'f+r&  = o ; & pour  le  fécond 

refie,  f —g>  _±q  = 0i  2',  -h  ifgx—f+.g—p 
* — / ■+-£  = o . Chacune  des  fécondés  équations  donnera 
3fg  —P  > & / = , & p = J fubflituant  la  valeur  de/’ 

dans  chacune  des  premières  équations  , on  aura  pour  le  pre- 
mier relie  g»  ÿ = o , qui  fc  réduit  à g6  qg1  -h  -tL 
= 0,  qui  efl  une  équation  du  fécond  degré  , dont  les  deux 
racines  font  g’  = + j q -f  yf  j w = 

— i î?  — iV/*  î doit  l’on  déduit  pour  abréger, 

bubftituant  de  même  la  valeur  de  f 1 dans  la  première 
équation  du  fécond  relie , on  aura  — g*  q = o , qui 

fe  réduit  à — g*  ÿgJ  -*■  17-  j5’  = 0 > & par  tranfpolirion  , 

g*  ^ qg  — ~T  P = o , quI  une  équation  du  fécond 
degré  , dont  les  racines  font  g1  ■=  •+•  { q -v-y^  i qq  P** 
& g’  — rt.il  — V i ??•** T7  P1  » d’où  l’on  déduit  pour 

abréger  , g = V ±_  i 1 rt  V î n ■+•  k¥ . 

11  faut  à prêtent  fubllituer  la  valeur  de  g* , qui  convient  au 
premier  relte  , dans  la  première  équation  = 

& Ton  aura  f*  -t\l  t.Vjl1  — TTP,  = °i  doit  l'on  déduit 

f=V  7Î  ï '/ïn  — ïr'p'- 

11  faut  de  même  fubllituer  la  valeur  de^’ , qui  convient 
au  lecond  relie  , dans  la  première  équation  du  fécond  relie 

/'  —ÿ  rt  1 =oi  & Ion  aura  f1  rtrl  + Vill  + k P’ 

= o j d’où  l'on  déduit  f — >/  Hh  il  il1^"Tr¥- 

Les  deux  indéterminées  f & g étant  connues , la  racine 
qu’on  cherche  ell  connue , qui  ell  pour  la  première  équation 

*'  —r*^1=0>r^f+g=V  + il+Vil1—ÏTPi 
+ '-q^y/Tti^-k  P'  - 

Pour  la  fécondé  équation  x*  pu  rt.1  — o , la  racine  *= 

y îi— pf —y*  ii  ±.vîïî+‘kpi- 

Quand  une  des  racines  ell  découverte , les  deux  quotiena 

D d iij 
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qu’on  a trouvés  en  faifant  les  divifions  de  la  première  & de  la 
fécondé  formule , feront  chacun  une  équation  du  fécond  de- 
gré, laquelle  après  y avoir  fubflitué  les  valeurs  dcfôc  deg, 
contiendra  les  deux  autres  racines , dont  on  trouvera  les  for- 
mulcsen  refolvant  ces  deux  équations  du  fécond  degré  , fans 
en  ôter  les  indéterminées/ & g. 

On  trouverait  les  formules  de  l'art,  çj,  de  la  valeurde  *,qui 
eft  ici  =f‘ £ g,  fi  on  fubftituoit  la  valeur  de  g 3 = qui 

fc  tire  de/=-£-,  changée  en  g = dans/1  -4-^r  ^ — o,. 

&enfuite  la  valeur  de/,  qu’on  en  déduirait,  dans  - 

Démonstration. 

T iA  méthode  fait  trouver  des  valeurs  de/  & de  g,  qui  font 
telles , qu  après  les  avoir  fubftituées  dans  l’équation  linéaire 
* — / — g ==  o , ou  x — f-*g  — o , cette  équation  linéaire 
ainfi  changée  eft  un  divifour  exadt  de  la  propoiée , puifque  le 
refie  de  la  divifion  eft  zéro;,  elle  fait  donc  trouver  une  racine 
* y y.  de  la  propofée.  * 

Application  du  problème  à det  exemples  . 

Exemple  I. 

P OU  IL  trouver  par  cette  méthode  une  racine  de  l’équa- 
tion x3  — 7#  6 = o , reprefentée  par  la  formule  x3  — px 

p = o,  dont  les  trois  racines  font  réelles,  puifque  —■  f 
= LLi  furpaffe  — on  fe  fervira  de  la  formule  x =f 

=y — t i—y/in— ttp'  T?-*vTf 

dans  laquelle  mettant  les  valeurs  de  p,  f,  la  racine  fera 
*=/—  3 — ig  -4- 3 sT—  W;  parceque^f 

==9.=  ^,&^P1=-^iainfiiîf-1V^==W  — W1 

1 o o 

»7  * 

On  verra  dans  les  remarques  la  manière  de  débarafter  la  ra- 
cine réelle  qu’on  vient  de  trouver , des  expreffions  imaginaires 
& incommenfurables,  lorfqu’elle  eft  commenfurable. 

Comme  la  formule  x=  — — p1 

iq+V  iff — Ty  P1  eft  double,  & qu’elle  fe  réduit  à 
ces  deux  formules  : i'\x—f-4rg—ÿ  — 'Z  + ff — Tït* 

j q yUi  — rrVi 
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Seconde,  x =/-H  g = -4-  gg  — JL"# 

— v'iîî—  T7/),i  eft  libre  de  prendre  la- 
quelle on  voudra  , en  remarquant  que  s’il  y avoir  dans  la  pro- 
pofée  — q , il  faudrait  mettre  dans  chacune  *+•  \ q y au  lieu 
de  — iq. 


Exemple  II. 

P ou  R trouver  par  cette  méthode  la  racine  réelle  de 
i équation  x*  — ix  •+•  6 = o , dont  deux  racines  font  imagi- 
naires , puifque  ttP,  = ty  eft  moindre  que  \qq  — 9\on 

fuppofera  que  cette  équation  eft  reprefentée  par  x! px 

•+•  q ==  o , ainG  la  formule  de  la  racine  eft  x = f 9 

on  fubftitu,era  les  valeurs  de p,  q,  dans  cette  formule,  & 0ti 
trouvera  la  racine  x = J — 3 — v/^ÿ1  -♦*/  — 3 -+-/ 


Exemple  III. 

Pour  trouver  la  racine  réelle  de  l’équation  xJ^ix 12 

= o , dont  deux  font  imaginaires , puifqu'il  y a px  , on 
fuppofera  que  cette  équation  eft  reprefentée  par  x1  -w  px 

'■+—  q — o ; ainG  la  formule  de  la  racine  eft  x = f ? 

= 

on  fubftituera  les  valeurs  de  p , q,  dans  cette  formule  , & on 
arouvara'la  racine  x — J/  6 -+->/  y 


Remarques, 


I. 

Jl  faut  bien  remarquer,  fur  les  Ggnes  des  formules  de  la 
racine , i°,  que  chaque  équation  generale  x’  — px  ±_q  — o 
x1  +px  ±L  f — °,  marquant  deux  formules , la  première 
où  il  y a-+-  p la  fécondé  où  il  y a — y,  le  premier  des  deux 
Ggnes  qui  précédé  7 7 dans  la  formule  de  la  racine  , a rapport 
au  premier  figne  ^ de  chacune  des  deux  équations  généra* 
les  i & le  fécond  a rapport  au  fécond  figne  — a de  chacune 
des  équations  generales. 

AinG  quand  il  y a -+•  \ q dans  la  formule  de  la  racine , 
■cela  veut  dire  que  quand  il  y a ^ dans  l’équation,  il  doit 
J avoir  — i q daus  la  formule  de  la  racine  j & quand  il  y a 
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— q dans  l’équation , il  doit  y avoir  **-\q  dans  la  racine  > & 
ainfi  des  autres. 

Il  faut  bien  remarquer  , 20,  qu’il  y a deux  lignes  qui  préce- 
dent  dans  la  formule  de  la  racine , la  grandeur  >/~^qq — ttP1* 

. Cela  vient  de  ce  qu’il  a fallu  refoudre 
une  équation  du  fécond  degré  , pour  avoir  les  valeurs  de/3  & 
d eg’ , & par  confequent  de/ & de  g : ainfi  la  réfolution  don- 
ne deux  valeurs  de/,  &deux  valeurs  de  g . On  les  a jointes 
enfemble  pour  abréger , & c’eft  ce  qui  eft  caufe  que  les 
deux  fignes  precedent  la  grandeur  >/  \qq — tyP*  * ou 
^ i Je  premier  de  ces  deux  fignes  marque  la  pre- 

mière valeur  de /ou  de  g , & le  fécond  marque  la  deuxième 
valeur. 

Dans  l’ufege  il  faut  obferver , fi  Ton  fe  fert  du  premier  li- 
gne dans  la  valeur  de/,  defeferviraulfi  du  premier  ligne  dans 
celle  de  g ; & fi  l’on  fe  fert  du  fécond  ligne  dans  la  valeur  de/, 
de  fe  fervir  du  fécond  ligne  dans  la  valeur  de  g;  pareeque  ce 
font  ces  valeurs  qui  ont  rapport  l’une  à l’autre . 

IL 

Quand  les  trois  racines  font  réelles;  c’eft  à dire,  quand  il  y 
a — p dans  l’équation  , & que  p 1 furpafle  ^ qq,  il  eft  évi- 

dent que  l’exprelfion  de  la  racine  réelle  contient  une  imaginai- 
re dans  chaque  partie  de  la  formule  de  la  racine  ; Ainfi  quand 
les  trois  racines  font  réelles , l’exprelfion  de  la  racine  qu’on 
cherche  contient  des  grandeurs  imaginaires. 

Cela  fait  voir  que  cette  méthode  n’eft  d’ufage  que  pour  les 
équations  où  il  y a deux  racines  imaginaires  ; car  dans  ce  cas 
l’exprefiion  de  la  racine  réelle  contient  des  grandeurs  qui  font 
toutes  réelles , & aucunes  imaginaires. 

Il  y a encore  cet  incon  vendent , que  quand  la  racine  quon 
cherche  eft  commenfurable , on  ne  la  trouve  que  fous  une 
exprelfion  incommenfurable  , ainfi  dans  ce  cas , il  eft  bien 
plus  court  de  fe  fervir  des  méthodes  du  fécond  & troifiéme 
Problème. 

Cependant  quand  la  racine  qu’on  cherche  eft  commen- 
furable , quoiqu’elle  foit  exprimée  fous  une  forme  incora- 
menfurable , & qui  contient  même  des  imaginaires  quand 
les  trois  racines  font  réelles , on  peut  réduire  fon  expreffion 

incommenfurable 
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incommenlûrable  à une  grandeur  commenfurable , par  la  mé- 
thode fui  vante,  & trouver  la  racine  commenfurable. 

Méthode  pour  changer  l'exprefion  incommenfurable  de  la  racine 
réelle  qu'on  a trouvée  par  la  méthode  precedente , en  une  autre 
exprejfton  commenfurable , lorfque  la  racine  qu'on  a trouvée  efl 
commenfurable . 

O a trouvé  dans  le  premier  exemple  qu’une  racine 
réelle  de  x}  ■ — 7*  «4-6=0,  étoit*=y — 3 — J . — hff 

H-  y — 3 •*•>/ — ±rf  • Pour  changer  cette  expreflion  incom- 
menfurable , & qui  contient  des  grandeurs  imaginaires , en 
une  autre  toute  commenfurable , on  fuppofera  — b — 1/  — i 

t==/— 3— ✓— w — ; 

On  élevera  chaque  membre  à la  troifiéme  puiflance  > & 
pour  ôter  toute  confufion,  on  fera  l’operation  pour  la  feule 

première  partie  — b — ✓ — i =jf — 3 — Ele- 
vant chaque  membre  à la  troifiéme  puiflance  , on  aura  — b[ 

« — 3 bb  v'  — * -4-  3 & -♦-  i ^ — i = — 3 — yl  — 'iS*. 

On  fuppofera  les  grandeurs  commenfurables  — b3  ibi 
égales  à la  grandeur  commenfurable — 3,  & les  grandeurs 
incommenfurables  — $bb  \S  — i i\/  — i égales  à la  gran- 
deur incommenfurable  — >/ — & l’on  aura  les  deux 

équations  fuivantes  : ire,  — b3-^^bi  = — 3 ; i',  — 3 bb  y'  — j 
14-  i 1/  — i — — y/  ~~ 

On  élevera  chacune  au  quarré , & l’on  aura  b*  — 6b*i 
*+■  9 bbii  = — 9 b+i  ôbbii  — p = . — . 

On  ôtera  la  fécondé  équation  de  la  première  , & l’on  aura 
b*  3 b*i+  ibbii+P—  9 = 3^±. 

On  tirera  la  racine  cubique  de  chaque  membre,  & l’on  aura 
bb  •+■  i = 2.  t d’oîi  l’on  déduit  < = j — bb. 

On  mettra  cette  valeur  de  i dans  la  première  équation 
* — b3  ibi  — — 3,  & l’on  aura  — 7 b — 3b3  = — 3, 

qui-fe  réduit  z 4b1  ■ — 7 b — 3=0;  d’où  Ion  déduit  b3—!  b 

”~t?  a°  * 

Pour  ôter  les  fractions , on  fuppofera  b = £ , & l’on  aura 
la  transformée/  — 28/  — 48  = o. 

Ee 
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On  rcfoudra  cette  éouation  par  le  fécond  Problème  ;• 
c’eft  à dire,  on  prendra  le  quarré  36  plus  grand  que  28  , & 
apres  en  avoir  ôté  28,  on  divifera  le  dernier  terme  48  par 
le  relie  8 , & le  quotient  6 étant  la  racine  du  quarré  qu’on 
a pris  , eft  auflî  la  racine  de  l’équation  f — îîy  — 48  = o; 

ainfi  y = 6.  ' 

Subftituant  cette  valeur  dan sb=$,  l’on  aura  £=£=f, 
d’ob  l’on  déduira  bb—\. 

On  fubftituera  cette  valeur  dans  i = 7 — bb , & l’on  aura 
; x » — -i~ 

t — ~ j 4 i a * 

Par  confequent  — b — ✓ — i = — î — ^ — rr  = 

y 3 — / — *ïf,  qui  eft  la  première  partie  de  la  racine  de 

la  propofée. 

On  trouvera  par  une  femblable  operation  que  — h •+* 

>/—»=/— 3 ■+V  — tt>  eft  égale  à — l+v' — tt>& 
c’eft  la  fécondé  partie  de  la  racine  de  la  propofée. 

On  ajoutera  ces  deux  parties,  & l’on  aura  la  racine 
qu’on  avoit  trouvée  fous  la  forme  incommenfurable  x=. 

Ce  qui  était  propofi , 

On  trouvera  de  même  dans  le  fécond  exemple  *’• — 1# 
■*•6  = 0,  que  la  racine  réelle  qu’on  a découverte  , x = 

J — 3 — v/^ÎV  , eft  égale  à — 1 —v** 

— 1 -*»►''  j = — a. 

Pour  le  trouver  par  une  operation  femblable  à la  précé- 
dente , on  fuppofêra  que  — b — g eft  égale  à la  première 

partie  de  la  racine /-3-7Wi  & — b h-  g eft  égale 

à la  fécondé  partie  y — 3 ■+■  \/  Wi  & en  faifant  l’operation 
comme  ci-deffus,  on  trouvera  les  deux  parties  de  la  racine 
qu’on  vient  de  marquer  , qui  étant  ajoutées  enfemble,  font  la 
racine  * = — 2. 

On  trouvera  de  même  dans  le  troifieme  exemple  & •+■  2x 
— 0 } que  la  racine  réelle  qu’on  a découverte,  * = 

— y — fgak 

On  le  trouvera,  dis-je,  en  fuppofant  b^ri^i 

— £-+■>''' /=; — — ,&fai- 
fant  l’operation  comme  ci-deftus . 
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On  peut  safTurer  que  la  méthode  qu’on  vient  de  donner 
rêuffira  toujours , quand  la  racine  réelle  de  la  propofee  eft 
commenfurable,  en  appliquant  la  méthode  à la  formule 
generale  de  la  racine , qui  eft , par  exemple , 

car  en  fuppofant  pour  la  première  partie  de  la  racine h 

✓ — i=Y— t?  — /???— TïF,  on  aura — — 3 hh 

K — i %bi  i \S  — / = 7 q — y/  ~qq — ~p*  jd  OÙ  l’on 

déduira  , l°, — h> $hi  = — \q,  & h6  — 6h*i  ■+•  çhhii 
= i qq  ; d’où  l’on  déduira , i°,  — 3 hh  — i h-  < ✓ — i — 

— V' iîî — Tt P1  » & — 9h*i+-6bhii — P — Lqq—f-.pJ; 
ôtant  la  fécondé  de  la  première , on  aura  b6  ih+i  3 hb'n 
+“i3  =’*‘rrP,'>  donc  bh-*-/  = fp  , & i = j p — bh: 
fubftituant  cette  valeur  de  i dans  la  première  — h'  \hi  == 
— 7 q,  on  aura  — b -*-ph  — $b>  = — ± q,  qui  fe  réduit  à 
h ' — f q — o. 


Suppofant  à prefent  h = £ , l’équation  Ü — £ h — \q 
==o,  fera  transformée  en^J  — 4 py  — 8?  = o. 

Mais  fi  la  propofee  x * — px-*-q  — o,  ou  x5 — px  — q 
— o,  ( cette  derniere  n’étant  que  la  première , * dont  la  plus  * Jo; 
grande  racine  pofitive  eft  la  racine  négative  delà  première,  lt 
& les  deux  autres  négatives  font  les  pofitives  de  la  première:) 

Si,  dis. je,  l'équation  xJ — px  — q — o,  a fa  plus  grande 
racine  commenfurable,  la  plus  grande  racine  de  y * — y>y 
• — 2q  — o , doit  aufli  être  commenfurable;  car  il  eft  évident 
que — 4 py  — 8q==o,  eft  la  transformée  de  **  — px — j 
= o,  & que  les  racines  de  la  première  font  les  racines  de  la 
fècqpde  multipliées  piar  2;  ainfi  2 x—y,  ou  # = fî  On 
trouvera  donc  la  racine  commenfurable  de  y'  — $py  — 8q 
==o,  par  le  fécond  Problème  i & par  confcquent  on  aura 
A=£  = r,&*'=jp—  bb. 

£n  fuppofant  pour  la  fécondé  partie  de  la  racine , 

*** tf — i ? j 11  — - tt  pl , que  — £•+•  ^ — / = -4-» 

& kM — TT  P*»  & faifânt  la  même  operation 

qu  on  a faite  pour  la  première  partie  , on  trouvera  l’équation 
— t.  b- — t 1 = 0 j & fuppofant  h = z , on  aura  la  même 

£ e ij 
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transformée/  — qpy — 89  = 0,  dont  la  racine  fera  com- 
menfurable  , fi  x elt  commenfurable  dans  xl — px — 9=0, 
puifque  y =■  2x  : Ainfi  on  trouvera  par  le  fécond  Problème  la 
valeur  commenfurable  de  y . 

On  aura  donc  encore  b = ^=  ^ , &/  = ÿp  — bb. 

Les  deux  parties  — b — — »,  — b + 1/ — /,  quon 

trouve  par  les  operations  precedentes , font  donc  — ib  =s 

~ = — xi  car  les  deux  valeurs  qu’on  trouve  de  — 

K — »,  ■+■  — » , fe  détruifont  par  des  fignes  oppofés . 

On  peut  appliquer  le  même  raifonnement  aux  autres  for-' 
mules  generales  de  la  racine . 

D’où  l’on  voit  que , dans  le  cas  où  les  trois  racines  de 
l’équation  font  réelles  & incommenfurables , on  ne  fçauroit 
dégager  la  racine  réelle  des  exprcûions  incommenfurables  ôç 
imaginaires. 


Troifséme  metbode  generale  pour  réfoudre  par  transformation 
les  équations  du  trot  fié  me  degré , dont  le  fécond 
terme  ejl  évanoui . 

O N fuppofora  que  toutes  Tes  équations  du  troifiéme  degré 
font  repre/cr,tées  par  ces  deux  formules  x 1 — px  q = o, 


x1  px  q = o . 

On  fuppefera  pour  transformer  la  première  x=y4“£ 
= i & pour  transformer  la  féconde  *•  =j  — y — ■"  ~ 
y fera  l’inconnue  de  la  transformée,  & f une  indéterminée. 

On  fubflituera  dans  la  première»  à la  place  de  x , x*,  les 
valeurs  de  x Pi  *r,  & Pon  aura  la  transformée  de  la  première 

/ ■+■  3 îf  + iffyy  +P = 0 • 

. — 0*  — mi  ! 

On  fubflituera  de  même  lès  valeurs  de  x & xr  dans  Ta 
féconde  x’  •+■  px  + ? — 0 , & Ion  aura  la  transformée  de 
la  féconde  y*— tfy+  + sffyy  —f = o . 

—pf/y 

On  fuppofora  dans  chacune,  pour  déterminer  l’indéter- 
minée/, que  le  fécond  terme  elt  égalàzcro;  «Selon  aura 
pour  Pune  <Sc  l’autre  3 f—p,  ou  / = j , & fy  = ; d’où 

il  s’enfuivra  que  le  quatrième  terme  •+•  3 ffyy — pfyy  = o, 
puifque  p=  3 f. 

Subftituant  la  valeur  de  f dans  chaque  transformée,  la 
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première  fera  y*  + ?>J  ■+■  ttP’  = o , & 1»  feconde  A 

f>J brŸ  — °-  . 

On  refoudra  ces  deux  transformées , qui  ne  font  que  du 
fécond  degré  ; & après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  y par  leur 
moyen , on  fubftituera  ces  valeurs  dans  les  équations  fuppo- 
£cs  x = y -î , x=y  — -jt  félon  quelles  leur  convien- 
nent > & après  la  fubftitution  on  aura  la  valeur  de  x , ou  la 
formule  generale  d’une  racine  de  la  propofée. 

Cette  méthode  eft  démontrée  par  la  démonftration  des 
transformations,  * mais  elle  a les  inconveniens  de  la  pre'ce-*jtf. 
dente , qui  font  de  donner  dans  le  cas  oïi  les  racines  font  toutes 
réelles  & incommenfurables  , la  valeur  de  la  racine  qu’orr 
cherche  , avec  des  expreffions  imaginaires  , & avec  des  ex- 
preflions  incommenfurables , lorfqu’ellc  eft  commenfurable . 


Avertissement. 

58-Si  Ion  vouloie  une  formule  generale  qui  exprimât  la  racine 
d’une  équation  qui  auroit  tous  fes  termes,  comme  x ’ ^ nxx 
tÿ»  px  f = o , on  pourroit  la  trouver  de  cette  maniéré. 

On  ferox  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  generale 
qui  précédé  , en  fuppofant  x = y + jn . L’on  chercheroit 
par  la  fécondé  méthode  generale  la  formule  qui  exprime  la 
racine  de  la  transformée:  & après  l’avoir  trouvée  , il  eft  évi- 
dent qu’en  mettant  audevant  de  cette  formule  de  la  racine  de 
la  transformée  , la  grandeur  j»,  on  auroit  la  formule  de 
la  ïaeine  de  la  propofée  égale  à x 

Mais  cette  formule  auroit  les  mêmes  inconveniens  que  cel- 
le de  la  féconde  méthode  , à l’égard  des  équations  dont  les 
racines  font  commenfurables  , & de  celles  dont  toutes  les  ra- 
cines font  réelles  & incommenfurables  ; & elle  ne  ferviroic 
que  pour  les  équations  qui  auroient  deux  racines  imaginaires , 
& une  réelle. 


Ee  üj 
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SECTION  III. 

De  la  réfolution  des  équation s du  quatrième  degré . 
PROBLEME  IV. 

99*  j Distinguer  parmi  les  équations  du  quatrième  degré 
celles  qui  ont  des  racines  égales , & trouver  ces  racines  égales. 

Avertissement. 

V^jjand  une  équation  du  quatrième  degré  a des  racines 
égales,  elle  peut  les  avoir  toutes  quatre,  ou  feulement  trois, 
ou  enfin  feulement  deux;  & quand  elle  n'en  a que  deuxéga> 
les,  les  deux  autres  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires. 

Premier  cas  quand  les  quatre  racines  font  égales. 

i*.  On  fera  évanouir  le  fécond  terme  de  l’équation  fi  elle 
en  a un  , & on  fuppofera  que  l’équation  eft  reprefentée  par 
Iequation  generale  x 4 •+■  pxx  qx  ■+•  r — o. 

2°.  On  fuppofera  que  chaque  racine  égale  eft  reprefentée 
par  l’indéterminée  f ; ainfi  les  équations  linéaires  feront 

X / = O , x — f =o,  x-*-/=o,  X f—O,  Se 

leur  produit  fera  x * — i//*x  -+-/♦  = o;  d’où  l'on  voit  que 
quand  il  y a quatre  racines  égales , & qu’il  n’y  a pas  de  fé- 
cond terme  , deux  doivent  être  pofitives  & deux  négatives  ; 
que  le  troifiéme  terme  a le  ligne  — ; qu’il  n'y  a pas  de  qua- 
trième terme;  & que  le  cinquième  terme  a toujours  : ainfi 
l’équation  eft  x+  — pxx  r = o. 

2°.  On  comparera  les  termes  du  produit  avec  le»  termes 
corrcfpondans  de  l’équation  j & l’on  aura  iff  = P y f*  = r; 
d’où  l’on  déduit  ff  = L , i par  confequent 

Ainfi  l’on  connoîtra  que  les  quatre  racines  font  égales  » 
quand  = r;  & de  plus  l’équation  ne  fera  que  du  fécond 
degré:  chaque  racine  fera  x = / = our=/=^r. 

Second  cas  quand  trois  racines  font  égales. 

On  fuppofera  de  même  le  fécond  terme  évanoui , & que 
chaque  racine  égale  eft  reprefentée  par  f ; & fi  les  trois 
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font  pofitives,  leur  produit  fera  x»  — tfxx  -4-  3 ffx  — f>  — o; 
fi  elles  font  négatives  , leur  produit  fera  x]  qfxx  3 ffx 

-*•/•  = o . II  faudra  multiplier  le  premier  par  * -t-  3/=  o , 
& le  fécond  par  x — if  — o ; & l’on  aura  le  produit  x * 

— 6ffxx  8/>x  — 3/*  = o , quand  les  trois  racines  égales 

font  pofitives  i & ar* — (î/jx* — 8/1* — 3/^  = 0,  quand 
elles  font  négatives  ; & l'équation  generale  pour  l'un  & l’au- 
tre cas , fera  x 4 — pxx  qx  — r—  o. 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux  de 
l’équation  generale  qui  leur  répondent,  & l’on  aura  les  trois  é- 
quations  fuivantes:  1",  6 ff—  p ; 2*,  8 p = q;  3*,  3/*  = r. 

L’on  déduira  de  la  1",  /f  =£,&/*=  #-;  de  la  fécondé, 
f=.\\  de  la  troifiéme , p = j. 

Ainfi  quand  trois  racines  font  égales , jV=T,  ou  ”T—n 
& la  racine  égale  fera  x — f—i^Tgt  ou  x = f=ÿj. 

Troifiéme  car  quand  deux  racines  font  égales. 

On  fuppofera  toujours  le  fécond  terme  évanoui,  & que 
chaque  racine  égale  eft  reprefentée  par/;  ainfi  les  deux 
équations  linéaires  des  racines  égales , quand  elles  feront  po- 
fitives,  feront  x — /=  o,  x — f = o , & leur  produit 
fera  xx  — ifx  ■+■  ff  = o;  & quand  elles  feront  négatives  , 
leur  produit  fera  xx  2 fx  ff=o. 

Les  deux  équations  des  deux  racines  inégales  feront  x -*-/ 

— é = o , x -+»/-♦-  b = o , quand  elles  feront  toutes  deux 
négatives,  & alors/ furpaffera  é,  & fi  l’une  eft  pofitive  & 
l’autre  négative  , b furpaffera  / ; & leur  produit  fera  xx 
*♦»  î/x  ■4“  ff  = o. 

*>b 

Mais  fi  elles  font  pofitives , les  équations  linéaires  feront 
* — / — &=  o,  x — f>+*b  — o,  &/furpaffera  6;ou  fi 
l’une  eft  pofitive  & l’autre  négative  , b furpaffera/;  & leur 
produit  fera  xx  — ifx^rff  = o. 

• — bb 

Quand  les  deux  racines  differentes  des  deux  racines  éga- 
les feront  imaginaires  , leurs  équations  linéaires  feront  x — / 

— v*  — bb—  o,  x — /-+-  ^ — bb  = ot  & Ieurproduit 
fera  xx  — 2 fx  -*-//=  o ; ou  bien , fi  on  les  conçoit  r.égati* 

bb 


Digitized  by  Google 


214  Analyse  démontré' e. 

vcs  , elles  feront  x -4-/  — — bb  = ot  x *4-/ — hb 

= o ; & leur  produit  fera  xx  -4-  ifx  -4-  ff  = o. 

-4-  bb 

On  multipliera  l’équation  des  deux  racines  égales  par 
l’équation  des  deux  autres  racines  réelles , propre  à faire  éva- 
nouir  le  fecond  terme  du  produit } ceft  a dire , xx  — ifx 
-H//=0,  par  **  -4-  ifx  -4-//=  Oi  & AAf  -4-  2 fx  -4-  ff—  O, 

— bb 

par  xx ifx+ff  = o;&  l’on  aura  le  produit  x+  — iffxx 

bb  — bbxx 

zfbbx  -H  f*  — O , lorfque  les  deux  racines  égales 
— ffbb  ' 

feront  pofitives  : On  aura  le  produit  — iffxx  — ifbbx 

— bbxx 

f-  — o,  lorfque  les  deux  racines  égales  feront  négatives. 

— ffbb 

L’équation  generale  fera  dans  le  premier  cas  x*  — pxx 
•+*  qx  r = o , 6c  dans  le  fecond  cas  *+  — pxx  — ‘{x'+Lr 

— °- 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  ceux 
de  l'équation  generale  qui  leur  répondent  , ce  qui  donnera 
les  trois  équations  particulières  qui  fuivent  : i”  , xff  ■*"  bb 

= Pi  = r,  = L?  Klmr° 

donnera  bb  = p — tff:  Subftituant  cette  valeur  de  bb  dans 
la  troifiéme  , on  auraf  — pff + a , qui  fe  réduit 

à y* l ff  o : Et  refelvant  cette  équation  du  fécond 

degré  /on  aura  les  deux  valeurs  de  ff , fçavoir  ff  — £ 
y/fî-  +L  t , Jf  = 4 d’où  r°n  déduira /= 

✓f  iv'fr  ^ T- 

D’où  l’on  déduit  la  maniéré  de  connoître  fi  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  , dont  toutes  les  racines  font  réel- 
les , a deux  racines  égales , & le  moyen  de  les  trouver  : car 
l'équation  linéaire  qui  contient  la  racine  égale  fera  * -4-  / 

Dans  I’ufage  il  faudra  fubflituer  les  grandeurs  de  1 équa- 
tion propofée  dans  la  formule  x ^ '/Ç  7 = 0; 

& enfuite  divifer  la  propofée  par  cette  équation  linéaire 
ainfi  changée  i 6c  fi  la  divifion  eft  exafte , la  propofée  aura 

deux 
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deux  racines  égales , que  l’on  aura  à même  temps  trouvées , 
Les  deux  autres  racines  fc  trouveront  enfuite  facilement. 

Quand  les  deux  racines  différentes  des  deux  racines  égales 
feront  imaginaires,  on  multipliera  l’équation  des  deux  ra- 
cines égales  par  l’équation  des  deux  imaginaires  propre  à 
faire  évanouir  le  fécond  terme  du  produit  > c’eft  à dire,  on 
multipliera  xx  — ifx  =.  o,  par  xx  •+•  ifx  ff—  o, 

■+■  bb 

& xx  2 fx  +*ff =0,  par**  — ifx  **ff — o;  & l’on  aura 

^fbb 

le  produit  *+  — 2//**  — ifbbx  =0,  quand  les  deux 

bbxx  ffbb 

racines  égales  feront  pofitives:  on  aura  le  produit  x4  — iffxx 

bbxx 

ifhbx  ■+■  f*  —o,  quand  les  deux  racines  égales  feront 
+ffbb 

négatives:  & comme  kh  peut  être  moindre  que  *fft  ou  fur- 
paflèr  2 ffy  le  troifîéme  terme  pourra  avoir  •+■  ou  — , félon 
que  l’un  ou  l’autre  arrivera . 

L’équation  generale , lorfque  les  deux  racines  égales  fè- 
ront  pofitives,  fera  x+ï*.pxx  — qx  m-  r — o;  & x4  + pxx 
h-  f*  -4-  r = o , quand  elles  feront  négatives . 

On  comparera  les  termes  de  chaque  produit  avec  les  termes 
correfpondans  de  l’équation  generale  , & Ion  aura  les  trois 
équations  particulières  qui  fuivent  : 1",  — iff  ***hh= 

2*,  2 fhb  = q;  3 f>+-ffhh  = -+r. 

La  première  donnera  hh  = ^_p  ■+-  iff:  fubffituant  cette 
valeur  de  hh  dans  la  troifiéme  , l’on  trouvera/4  +1  pff  2f* 
==  r,  qui  fe  réduit  à f*  Lff — ^ = o>  & refolvant  cette 
équation  du  fécond  degré  , on  trouvera  ces  deux  valeurs 
de  fft  fçavoir/f  = ^ ^ ï7: 

il  y aura  — £ > quand  la  propofée  aura  <+pxxi  & il  y aura 
* » quand  la  propofée  aura  — pxx. 

L’on  déduira  de  ces  équations /—  y/  ^ 
par  confequent  l’équation  linéaire  * ÿ/  = Oj  deviendra 

* S t •+"  j = o. 

Dans  l’ufâge  , pour  connoître  fi  une  équation  propofée 
contient  deux  racines  égales , & les  deux  autres  imaginaires , 

Ff 
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on  remarquera  , i° , que  quand  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui & qu’il  y a il  y a des  racines  imaginaires  dans 
•ip.i’équation  : * mais  ii  y en  peut  auffi  avoir  quoiqu’il  y aie 
li'  Cor,—~  pxx. 

a*.  On  fubftituera  les  grandeurs  de  la  propofée , repre- 
fentées  par  p,  r,  à leur  place  dans  l'équation  linéaire 

V + l ± /#-■*•  y = o;  & on  divifera  la  propofée  par  le- 
quation linéaire  qui  viendra  de  la  fubftitution:  fi  la  divifion 
fe  fait  fans  refte  , la  propofée  contient  deux  racines  égales 
chacune  à celle  que  contient  l'équation  linéaire , & les  deux 
autres  font  imaginaires. 

Comme  ce  Problème  eft  facile  à concevoir , il  eft  inutile 
d’en  apporter  ici  des  exemples. 

La  démonftration  eft  la  même  que  celle  dont  on  s’eft 
fèrvi  pour  démontrer  le  fécond  Problème . 

PROBLEME  V. 

ioo.  l^ESOUDR  E les  équations  du  quatrième  degré  , ceft  à 
dire  , en  trouver  les  quatre  racines . 

Pour  abréger  le  calcul , on  fuppofèra  que  le  fécond  terme 
eft  évanoui. 

I.  Lorfque  toute t les  racines  font  contmenfirables , 
ou  qu'il  y en  a quelqu'une. 

T iA  méthode  generale  du  premier  Problème  du  quatrième 
Livre  eft  la  plus  courte;  c’eft  à dire , il  faut  divifer  l’équation 
par  l’inconnue  x linéaire  plus  ou  moins  chaque  divifeur  du 
dernier  terme  de  la  propofée;  & lorfque  la  propofée  aura 
fes  racines  commenfurabîes  , on  les  trouvera  toujours  par 
cette  méthode,  c’eft  à dire,  on  trouvera  toujours  les  équa- 
tions linéaires  de  x <+■  ou  — un  divifeur  du  dernier  terme,  qui 
divifèront exactement  la  propofée;  & fi  l’on  ne  trouve  aucu- 
ne de  ces  équations  linéaires  qui  divife  exactement  la  propo- 
fée , elle  n’aura  aucune  racine  commcnfurable  : fi  elle  n’en 
avoit  qu’une  de  commenfurable  , en  divilânt  la  propofée  par 
l’équarion  linéaire  qui  contient  cette  racine , on  réduiroit  la 
propofée  'à  une  équation  du  troifiéme  degré,  qu’on  refoudroit 
•par  les  Problèmes  de  la  Seétion  précédente. 
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Avertissement. 

T iORSQü*UNE  équation  duquatriémedegré  n'aaucunede 
fes  racines  com  menfu  râbles,  on  la  peut  concevoir  comme  com- 
pofée  de  deux  équations , dont  chacune  eft  du  fécond  degré  , 
& fuppofant  que  xx  fx  g = o,  reprefente  l’une  de  ces 
deux  équations;  ou  bien  le  coëficient  du  fécond  terme  repre- 
fenté  par  f,  fera  commenfurable;  ou  bien  le  dernier  terme  re- 
prefenté  parg,  fera  commenfurables  ou  bien  enfin  l’un  6c  l’au- 
tre feront  incommenfurables.  On  va  donner  la  méthode  de 
trouver  dans  le  premier  cas,  le  coëficient  reprefenté  par  f,  & 
le  dernier  terme  reprefenté  par  g;  comme  auffi  de  les  trouver 
dans  le  fécond  & troiûéme  cas,  quand  les  réduites  où  l’on  ar- 
rivera dans  ces  cas , ne  feront  pas  coraprifes  dans  le  cas  irré- 
ductible du  troifiéme  degré  ; & l’on  aura  une  des  équations 
du  fécond  degré , dont  la  propofée  eft  compofee.  La  méthode 
qu’on  va  donner,  fera  trouvera  même  temps  l’autre  équation 
du  fécond  degré  , qui  avec  la  précédente  , compofe  la  propo- 
fée. Il  ne  faudra  plus  que  réfoudre  chacune  de  ces  équations 
du  fécond  degré  par  le  premier  Problème  , 6c  l’on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofée . 

II.  Lorfque  le  coëficient  du  fécond  terme  d'une  des  deux  équa- 
tions du  fécond  degré  , qui  compofent  la  propofée  , eft  com- 
menf  urable,  ou  du  moins  fa  fécondé  puijfance  ; ou  bien  l orf- 
qrse  le  dernier  terme  de  la  meme  équation  du  fécond  degré  eft 
commenfurable. 

Méthode. 

i o i On  fuppofêra  que  l’équation  generale  x+  -h  pxx  +•  qx-*-  r 
==  o,  reprefente  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  : 
On  fuppofêra  auffi  que  xx  fx  g = o , reprefente  une 
des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  l’équation 
du  quatrième  degré . 

^On  divifera  x*  -*pxx  -4-  qx  r ==  o , par  xx -ffx  -h  g 
— o , 6c  on  continuera  la  divifion  jufqu*à  ce  qu’on  ait  un 
refte  dans  lequel  l'inconnue  x foit  linéaire  . Le  quotient  féra 
**  fXm*“P  ==  o;  & le  refte  fera  — f*x  H-  2 fgx  — pfx 
—g 

'Zff 

V — JTg+’gg  — fg ’*“>’•  On  fuppofêra  chaque  terme  de 

Ff  ij 
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ce  refie  égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  deux  équations 
particulières  qui  fuivent , qui  ferviront  à déterminer  les  in- 
déterminées / & g. 

»'*»  — f*  + 1 — 2',-ffg-*ggz=  o. 

— Pf  ~Pg 

**•  r 

Ou  bien  en  tranfpofant, 

p — 2gf  — q = o;  te,  gff  — gg  = o. 

Pf  ■+■  Pg 

— r 

On  trouveroit  les  mêmes  équations , en  fuppofânt  les  deux 
équations  indéterminées  du  fécond  degré  xx  •+•  fx  **  g = o, 
xx  — fx  •*-  b = os  &en  comparant , après  les  avoir  mul- 
tipliées , les  termes  du  produit  avec  les  termes  correfpon. 
dans  de  l’équation  generale  *4  -t-  pxx  •+■  qx  r = o , on 
aurait  trois  équations  particulières  , par  le  moyen  defquelles 
dégageant  l’indéterminée  b , on  trouveroit  les  deux  mêmes 
équations  qui  précèdent. 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations , en  prenant  / pour  l'inconnue  , & on  continuera 
l’operation  jufqu’à  ce  qu’on  trouve  un  refie  dans  lequel  / 
ne  Ce  trouve  plus  : ce  refie , qui  ne  contiendra  aucune  autre 
inconnue  queg,  étant  mis  en  ordre  par  rapport  à g,  & fuppufé 
égal  à zéro,  fera  £*• — pg? — rg4-*»  2 prg* — rrgg — prrg  r * 

= 0.  — qqg' 

Ce  fera  la  réduite  qui  fervira  à faire  trouver  le  dernier 
terme  g de  l’équation  xx  ■+*  fx  •+■  g = o , Iorfqu’il  efl  com- 
menfurable.  On  mettra  à part  le  dernier  divifeur  — ggf 

■*“  rf 

— qg  =0,  qui  a fervi  à trouver  la  réduite;  ou  plutôt  on 
prendra  la  valeur  de  / dans  ce  divifeur,  qui  efl  /=  » 

& onia  mettra  à part:  elle  fervira  à faire  trouver/,  quand 
on  aura  découvert  la  valeur  de  g. 

On  cherchera  de  même  une  réduite  qui  n’ait  point  d’au- 
tre inconnue  que  / j & pour  la  trouver , on  ordonnera  les 
deux  équations  / — 2 gf  — f = o,  gff  — = o, 

p f ’+'Pg 

— r 
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par  rapport  à l’inconnue  £ ; & l’on  aura  ces  deux  équations, 
l*,gg—ffg  + '=<>i  a*i  2fg — /i  = 0. 

— PS  —ff 

. * "*■* 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  ces  deux 
équations , & on  continuera  l’operation  jufqu’à  ce  qu’on  foit 
arrivé  à un  refte  qui  ne  contienne  plus  l'indéterminée  £ : ce 
refte,  qui  n’aura  plus  d’autre  inconnue  que/,  étant  mis  en 
ordre  par  rapport  if,  & fuppofé  égal  à zéro , fera  f -t-  ipf* 
•+■  ppff — qq  = o . Ce  fera  la  réduite  qui  fervira  à faire 

-4 'ff  ' 

trouver  le  coëficient  / de  l’équation  xx  •¥•  fx  -H  g — o , 
lorfqu’il  eft  commenfurable , ou  du  moins  lorfque  fa  fécondé 
puiflance/f  eft  commenfurable. 

On  prendra  la  valeur  de  g dans  le  dernier  divifeur  qui 
a donné  la  réduire  pour  refte,  qui  eft  2 fg  — / = 0;  cette 

-Pf 

■4-  q 

valeur  fera  g = , & on  la  mettra  à part , pour  s’en 

fervira  trouver  la  valeur  de  l’indéterminée  £,  quand  on  aura 
découvert  la  valeur  de/ par  le  moyen  de  la  réduite. 

Ces  deux  réduites,  dont  l’une  des  indéterminées  / ou  g 
eft  l’inconnue  , avec  les  valeurs  de  l’autre  indéterminée  / 
ou  g , qui  répondent  à chacune  des  réduites  , ferviront  a 
trouver  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré, 
dont  une  équation  propofée  du  quatrième  degré  , qu’on 
veut  refoudre,  eft  compofée  ; & le  quotient  xx — /*-*-p 

— 0 , fervira  à trouver  l'autre . ff 

La  manière  Je  trouver  les  quatre  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  par  les  formules  precedentes. 

‘“■‘•■O  N fubftituera  dans  laquelle  on  voudra  des  deux  rédui- 
tes , les  valeurs  de  -4-  p , -t-  q , r , prifes  dans  l’équation  qu’on 
veut  réfoudre,  en  remarquant  que-t-^  marque  le  coëficient 
du  troifiéme  terme  de  la  propofée,  avec  fon  ligne ou  — : & 
ainfi  des  autres . 

20.  On  divilêra  la  nouvelle  réduite  qui  en  refultera  par  g 
**“  011  — chaque  divifeur  du  dernier  terme , quand  on  fe 

Ff  iij 
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fert  de  la  réduite  où  eft  g;  & alors  H ne  faut  fe  fervir  que 
des  divifeurs  communs  au  dernier  terme  de  la  réduite , & au 
dernier  terme  de  la  propofée  : & fi  c’cft  la  réduite  dont  / eft  l’in- 
connue, on  la  divifera  par  H-  ou  — chaque  divifêur  du  der- 
nier terme  de  la  réduite,  qui  n’aura  que  deux  dimenfions  quand 
la  propofée  eft  littérale  & homogène. 

Si  les  grandeurs  reprefemées  par  ff  & g de  l’équation 
xx  **~fx  -h  g = o , font  commenfurables , on  trouvera  tou- 
jours une  équation  faite  de  ff,  ou  de  g plus  ou  moins  un  divi- 
fêur du  dernier  terme  de  la  réduite,  qui  fera  la  diviiion  fans 
refte;  & l’on  aura  par  ce  moyen  une  valeur  d e/  ou  de  g. 

Si  la  nouvelle  réduite  qu’on  trouve,  après  avoir  fubftitué 
dans  la  réduite  dont  /eft  l’inconnue  > les  valeurs  de  p,  q,  r,  étoit 
abaiflée  d’un  degré,  une  valeur  de  ff  ferait  zéro. 

3®.  On  fubftituera  la  valeur  de  / ou  de  g , qu’on  vient 
de  découvrir,  dans  l’équation  de /ou  de  g linéaire,  mife  k 
part  > & les  valeurs  de  /&  de  g étant  ainli  découvertes  , on 
les  fubftituera  dans  xx  fx  g — o , & Ton  aura  la  pre. 
miere  des  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent 
la  propofée  : On  fubftituera  encore  les  valeurs  découvertes 
de/&  de  g , & celles  de  p;  dans  le  quotient  xx — /*  -+*  p 

— g 

-ff 

=o , & l’on  aura  la  féconde  équation  du  fécond  degré  qui 
compofe  la  propofée. 

4®.  On  trouvera  les  racines  de  ces  deux  équations  du  fécond 
*7 6%  degré,  * & l’on  aura  les  quatre  racines  de  la  propofée. 

Avertissement. 

i o 3 . 0 N mettra  ici  avant  les  exemples , toutes  les  formules  dont 
on  a befoin  pour  les  refoudre . 

L’équation  generale  eft  x 4 pxx •^qx-^r—o. 

La  première  des  deux  équations  du  fécond  degré  dont 
elle  eft  compofée,  eft  #*■♦-/*  = la  fécondé  eft  xx 

• — fx  p=o. 

-*-// 

La  réduite  pour  trouver  /,  ou  ff,  eft  /*  2 pf*  ppff 

—Vff 

T-qq  — o. 
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• Quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  ff  & de  f par  cette 
réduite,  la  formule  pour  trouver*,  eft  £ = — IL 

■+■  4 !f  > ainfi  x x+fx'+g  = o , = + JL+,1. 

if  = Oi  & XX — fx  p = O,  — XX fx  Â.  ^.L 

•H  JjT  = °.  jf 

La  formule  pour  trouver  £ , quand  g eft  commenfurable  , 
e*1  &*  — AS*  — *%*•+•  V>rg'  — — prrg  -+-  r»  = o. 

« , ~ 

Quand  oa  aura  trouvé  la  valeur  de^  par  cette  réduite, 
la  formule  pour  trouver/,  eft/=  -J#-  . 

On  remarquera  que  le  calcul  eft  plus  court  en  fefervant  de 
la  formule  de  la  réduite  , dont  / eft  l’inconnue  , qui  n’eft  que 
du  troifiéme  degré  , & par  laquelle  on  trouvera  toujours  la 
valeur  de/,  quand  la  grandeur  repre/entée  par / eft  commen- 
furable} ou  quand  même/ étant  incommenfurable,  ffett com- 
menfurable ; & que  le  calcul  eft  plus  long  fi  l’on  fe  fert  de  la 
formule  de  la  réduite,  dont  g eft  l’inconnue  , qui  eft  du  fixié- 
me  degré  , & qu’on  ne  peut  refoudre  que  quand  g eft  com- 
menfurable. 

Exemple  I. 

Pour  trouver  les  quatre  racines  de  l’équation  x 4 —iax* 

*****  — 2a'x  •*-  a*  = o,  on  ôtera  d’abord  le  fécond 
• — ccxx  • ■ 

terme  de  cette  équation , en  fuppofimt  x = y i.  * • £c 
fobftituant  1a  valeur  de  * dans  la  propose  , on  ‘aura  y* 

T4*  i aayj  — a'y  "♦‘tV  *+  = O,  qui  n’a  pas  de  fécond  terme. 

— ccyy  — accy — ^aaeç  • 

Afin  que  l’équation  generale  x*  pxx  qx  -4-  r = o ; 

reprefente  cette  équation,  on  fuppofera  p =z  -*•  {aa ce 

**1  — — a’  — acc,+*r  = + -^a*  — 2.  aacc.  * 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  p , q,  rt  dans  la  réduite  f 

— Vf*  + nfj—  H — o;  & l’on  aura  la  réduite, 

f* +*  aaf+  — a*ff — tâ  — q. 

2Ccf*  >4-  C*ff 24+CC 

— AAC* 

Oa  divifera  cette  réduite  par  ff—  aa  — cc — o,  (44  +st 
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eft  un  divifeur  du  dernier  terme , ) & la  divifion  fe  fâifant 

fans  refie , on  aura  ff  — aa  •*“  cc;  &/  ==  y/ aa  -t-  cc. 

On  fubflituera  ces  valeurs  deff&c  def,  dans  g ~ 

— -{jr-,  & l’on  trouvera  g ={  aa  {ce  *4-  {aa  — {cc 

«■  m ««  = iaa  + * » x V“+I‘=±aq+La  x 

iVMit  4 t*'~+cc 

y/aa  •+*  cc . On  fubflituera  les  valeurs  de  / & de  g dans  ** 
_t-  fx  g — o i & on  fubflituera  les  mêmes  valeurs  & celle 
de  p,  dans  xx  — /*-*-/>=  o,  où  l’on  fuppofera  que  * repre- 
— g 

"*~ff  ■ - » ^ 

fente/,  & l’on  aura yyjarj_y/aa  +•  cc  {aa  «4*  {a  y/ aa  -+*  ce 

— o;  6c  yy  — y Vaa  •+•  w {aa  — ~ a y/  aa  cc  = o: 
ce  font  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent 
y*  *♦*  \aayy , &c. 


— ccyy 

Enfin  on  trouvera  par  le  premier  Problème  les  racines 
de  ces  deux  équations  du  2'  degré  , & l’on  aura  les  quatre 
racines  de/4  +-{aayy,  &c.  qui  font  la  ire,  y — — Waa  "*■  cc 

—ccyy  _ 

.»•  y/ — 744  «4- — 74  s/aa-^cc\  la  2*,  y=  — Waa  *4- cc 

— y/ {aa^-{cc — {qy/aa  + cc-,  la  3*,  /=  aa  •+•  « 

y— 144^- -*■  7* y/â^cc7,  la 4e, 

. — y' — <7-44 ^{a^aa^rcc, 

Subflituant  les  valeurs  de  7 dans  x =/  \a , on  aura  les 
quatre  racines  de  la  propofée  : i”  , x = {a  — 7 Vax  •+•  cc 

■y»  . — {aa  ■** {cc — {a\/aa-*‘CC\  z',x  = {a — 7 y/aa  -4-^ 

__y t H {aa^{cc — 7 as/ aa ^-cc\j%x={a—{y^aa  •+-  cc 
y f—{aa+‘{cc+‘\a  'aa  + cc;  $\x~{a  *4-7/44  ■+■  cc 

. — >/  — {aa+m{cc**{ay/aa’+cc. 

Exemple  II. 


Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  x+'  3 ixx 

■4-  12  = 0,  on  fuppofera  •*•}>  = • — 3*>  ^z=~’*mS>  ■J*r7= 

•+•  1 2 . On  fubflituera  les  valeurs  de  p , q , r , dans  la  réduite 
dont  f eft  l'inconnue  ; & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la 

propofée  , 
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propose,  25  =o.  On  divifera  cette 

réduite  par/f -**-ou  — un  divifeur  exaél  du  dernier  terme  25 

& on  trouvera  que  la  divifion  fè  fait  fans  refte  par  ff 2 5* 

= 0;  d’oît  l'on  déduit //=  2 j , &/=y.  Subftituant  cette 

valeur  de  f dans  g = -Œ-  t .y  y 1 en  trouve  g = -il 

— -“r tV  = — tt  = — 4.  Subftituant  ces  valeurs  de / 

& de  g dans  xx  +*fx  = o,  & dans  xx  — fx  -4-  p — o, 

— £ 

on  aura  pour  la  première  des  deux  équations  du  fécond  degré 
qui  compofent  la  proposée , xx+-  5*  — 4=0;  & pour  la  fé- 
condé xx — 5 jt  — 3 = 0. 

En  refolvant  chacune  de -ces  équations,  on  trouve  que 
les  quatre  racines  de  la  prnpofée  font  x = . — i »/  ü. 

j— *=■»-£— * 

Exemple  IIL 

JP  o ü R trouver  les  racines  de  — 1 8**  -4-  24*  — 3 = oj 

on  fuppofera  -4-p  = — 18,  -H  4 = -♦-  24  , -f-r  = a. 

On  fubftituera  ces  valeurs  de  p , 4,  r,  dans  la  réduite  dont  / 
eft  l’inconnue , & l’on  aura  pour  la  réduite  de  la  propofee, 
f6  — 3 33 tff — 57*  — o.  On  divifera  cette  réduite 
par  ff — ou  -4- chaque  divifeur  du  dernier  terme,  & l’on 
trouvera  que//  — 12  = 0,  fait  la  divifion  fans  reûe;  doit 
l’on  déduira  ff—  12 , & /=  »/  12.  Subftituant  cette  valeur 
de  f dans£  = £-•*•  L — on  trouvera  g = l* — 

— ^7=—  3—  7ÏÏ-=—  3— #r-  Or  ^=^4* 

— ^ 12  ;ainfig  = — 3 — 1/  12.  Subfiituantles  valeurs de/& 
de  g famxx~'rfx4rg—o,  &dans  ** — /*•*•  p—o,  l’on 

— S 
•*“ff 

aura  xx  *•  * 1^12 — 3 =0,  ôcxx  — 3 = 0, 

— ^12  -4-1/12 

pour  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  pro- 
pofee . On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  pre- 
mier Problème . * # 

r-  7*' 

Exemple  IV. 

Pour  trouver  les  racines  de  x*  -4-  4**  — 4#  -4-  14  = o, 
on  fuppofera  -*-/  =-4-  4,  -h  4 = — 4,  -4- r = -4-  15.  On 

Gg 
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fubftituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans  la  réduite  dont  l’in- 
connue eft/,  & l’on  aura  la  réduite  de  la  propose  f 
— 44 ff- — 16=0:  on  divjfera  cette  réduite  par  ff — ou -4- 
chaquc  divifeur  du  dernier  terme,  & on  trouvera  que  ff 
. — 4 = 0,  fait  la  divifion  fans  refte;  d’où  l’on  déduira  ff=  4, 

& f — 2 , Subftituant  la  valeur  de /dans  g =#  •+•  L 

on  trouvera  g = î î -♦*  * = 5 . Subftituant  les  valeurs 
de  /&  de  g dans  xx  fx  g — 0 , xx  — /*■•+■/>  = o , 


—g 

’+’ff  ? 

on  aura  xx  tx  *4-  5 =0,  & — 2* -t-  3 = o.  Ce  font 

les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  compofent  la  propofée  . 
On  en  trouvera  facilement  les  racines  par  le  premier  Problê- 
• 7 6.  pie , * qui  font  toutes  imaginaires. 

La  démonflration  de  ce  cinquième  Problème  a déjà  été  don- 
, * ?7-  née  dans  la  quatrième  Seélion  du  quatrième  Livre.  * 

Dcmonflrn- 

lion  du  5*  III.  Lorfque  le  efficient  reprefenté  par  f dans  Tiquation  XX 
Proh  lime . . -4-fx-t-g=0,Ô’  le  dernier  terme  g , font  incommenfurables . 

104.  OICI  une  niethode  pour  refoudre  ce  cas  dans  plufieurÿ 
rencontres  : On  fuppofera  les  deux  équations  du  fécond 
degré , qui  représentent  par  leurs  indéterminées  les  deux 
équations  qui  compofent  la  propofée  ; on  les  fuppofera , 
dis-je , avec  des  incommenfurables  au  fécond  & au  dernier 
terme  ; par  exemple,  la  première  fera  xx  — x^f’+g—o, 

*+■ 

& la  fécondé  xx  ■»-  x y'f-^g  — o:  on  les  multipliera  l une 

+ yf 

pat  l’autre , & l’on  aura  le  produit  x ♦ — fxx  + 2 fx  gg =0: 


•*"  2gXX  — f 

L’équation  generale  fera  x* pxx ~ï£qx*lr=  o. 

On  comparera  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  équa- 
tions , & l’on  aura  les  trois  équations  particulières  qui  fui- 
rent: 1”,  — f — d’ou  l’on  déduira  g = ^t±-f; 

,*/=  f./=  V>  3%  ’+gg  — /=  ± r- 
L’indéterminée  / eft  connue  par  la  fécondé  équation  / 

= | : Subftituant  fa  valeur  dans  la  première , l’on  aura 
L’équation  xx  — x y^f  ’+g  — o,  fera  xx  < — * k'f  f .+.  £ 
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*■-+ — 1-  =0>ôcxx’^xt/ lexz  xx  ^ x y - a 
±_  yf  x* 

i P •*  i 1 •*  s i i = 0* 


Application  de  cette  méthode  à un  exemple . 

Pour  trouver  les  racines  de  x*  — 1 8**  -t-  24* 3=0, 

on  fuppofera  — p == — 18,  oup  = 18;  4 = 24,  & r — 

— 3 , ou  r = 3 . On  fubflituera  les  valeurs  de  p,  q,  r,  dans 

les  deux  formules  precedentes , & l’on  aura  xx xy  12 9 

— y n = o y c’eft  à dire  xx — xy  iz±—  3=0, & 

— y 12 

9<x  *y  12  — 3 = ,o.  Ce  font  les  deux  équations  qui  com- 

■+■  y 12 

pofent  la  propofée;  on  en  trouvera  facilement  les  racines 
par  le  premier  Problème . * *7«j. 


' IV-  Lorfque  i & ff  font  incommenfurables  dans  V équation 
compofante  XX  fx  -+-  g = o . 

^ ÏL,  Peut  arr^ver  des  cas  oùfôcff  fe  trouveront  incommen- 
fu râbles  t & alors  on  ne  trouvera  pas  d équation  fimple  de 
ff  ou  -4-  un  divifair  du  dernier  terme  de  la  réduite  f*. 

2 pf*  t &c.  qui  divi Ce  la  réduite  fins  relie . Voici  une  mé- 
thode pour  ce  cas  dans  plufieurs  rencontres. 

On  pourra  fuppofer  que  Jes  deux  équations  compofântes 
du  fécond  degré  font  xx  — x^f^-g  — o,  tkxx+xà'f 

' + y/ 

= Leur  produit  efl  x*  —fxx  + zfx+gg  = o. 

— ~TJf  ’*”$&**  f 

La  formule  generale  fera  x*  + pxx  + qx  + r = o. 
es  comparaifons  des  termes  coriefpondans  donneront 
les  équations  Vivantes:  1",  2 g=  + p;  d’où  Ton 

déduit^  ==  zr  ip+îf  2%  2 f=f,  d’eù  l'on  déduit /=  i ai 
3 >&£  — f~  +L  r. 

On  déduira  de  la  première  & de  la  féconde  g ■=■  ^ p 
♦ 1 ■ Subfti tuant  ces  valeurs  de  f & de  g dans  les  deux 
équations  compofântes  , la  première  fera  xx  — x V iq^^p 

'Z'yï'ÏJ  * = ‘ ° * & Ia  fcconde »xx^  * Vrl  + iP*’  | î 

Gg  ij 
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Oo  appliquera  ces  formules  aux  exemples , comme  on  l’a 
fait  dans  le  cas  precedent. 

R E M a r q_u  E. 

O N pourra  diftinguer  quelles  font  les  équations  du  qua- 
trième degré  qu’on  pourra  refoudre  par  la  methcde  du  3e  & 
4' art.  qui  precedent,  en  fubftituant  les  valeurs  de/&deg 
dans  la  troisième  équation  particulière  gg  — f — r;  car  l'on 

aura  i PP  + 7 pq  -*•  -fr  qq  — 7 q — ~T\  a>n6  1«  équations 
dans  lefquelles  la  quantité  $ pp  + 7 pq  •*"  tt  W — ne 
fera  pas  égale  au  dernier  terme  reprefenté  par  r,  ne  pourront 
fe  refcudre  par  ces  méthodes. 

Méthode  pour  trouver  les  deux  équations  du  fécond  degré , dont 
une  équation  du  quatrième  ejl  cèmpofée  ; dans  les  cas  où  fe 
fervant  de  ta  réduite  dont  f ejl  tinconnue , il  arrive  que  la 
grandeur  reprefentée  par  ff  efl  incommenfurable . 

10  (,  xJ  u A N D aucune  équation  fimple  de  ff — ou  -*■  un  des 
'*  divifeurs  du  dernier  terme  de  la  réduite  f*  -4*  2 pf* , &c. 
ne  divife  la  réduite  fans  refte , dans  ce  cas//’ efl  incommen- 
jable.  Pour  réfoudre  dans  ce  cas  la  réduite  /'  ■+>  2pf*  «+•  ppff 

— vff 

— qq  — o , tirée  de  l’équation  generale  x+  ■+•  pxx  qx  1 
= 0,  on  ôtera  le  fécond  terme  de  la  réduite,  enfuppofant 

£=y — f p;  & apiés  avoir  ftibftitué  y — y p à ta  place 
//dans  la  réduite  , on  aura  la  transformée  de  la  réduite 
f — 7 ppy  — 7ÿpi  = o,  qui  n’a  pas  de  fécond  terme. 

— 4 ry  •+■  ipr 
— qq 

On  fubftituera  les  vajçurs  de  p,q,r,  pril'es  dans  l'équation 
qu’on  voudra  réfoudre,  & où  l’on  aura  trouvé  que  ff  cft  in- 
commenfurable ; on  les  fubftituera  , disje  , ces  valeurs  dans 
la  transformée  de  la  réduite  qu’on  vient  de  trouver  ; & on 
refoudra  l’équatioa  transformée  par  les  méthodes  du  troifié- 
me degré;  & quand  on  aura  trouvé  la  valeur  de  y,  onia 
fubftituera  dans  ff=y  — y p , & l’on  aura  la  valeur  de//: 

on  trouvera  enfuite  celle  de  g -tf+-L fy  ; après  cela 

on  trouvera  les  deux  équations  du  fécond  degré  qui  com- 
pofent  la  propofée , & on  aura  par  leur  moyeu  les  quatre  ra* 
cines  de  la  propofée. 
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Exemple. 


jP ou  R trouver  les  racines  de  x 4 — foxx  -4*  iooa?  — ioo 
= o , on  fuppofera  , afin  que  lequation  generale  x+  -4»  pxx 
qx  ■+•  r = o,  reprcfeme  la  propofée  , que  -4-  p = — jo 
y = •+■  ioo  , -h  r = — ioo  ; mettant  ces  valeurs  de  p , 
q>  r,  dans  la  formule  de  la  réduite  p -4-  ipf+t  &c.  la  réduite 
de  la  propofée  fera  f6  — zoof * -4-  2900/jf — 10000  = o > 
eu  plutôt  on  fubftituera  les  valeurs  de  p , q , r , immédiate- 
ment dans  la  transformée  de  la  réduite  ÿ — jppy  — -^p* 

— 47  jpr 

— n 

t=  05  & l’on  aura  / — -lt—  J ■+*  ==0;  & l’équation 

/jf=7  — 7 P»  fera.-ff=y  -4-  Lae  . On  ôtera  les  fractions  de 


y J—  J-*"  -TT—  =°.  TOiuppoianc  37  = ?,  4x7=-; 

oc  Ion  aura  — 39003;  -4-  340000  =0.  On  trouvera  la  va- 
leur de  z , en  refolvant  cette  équation  du  troifiéme  degré 
par  la  fécondé  méthode  generale  , * & l’on  trouvera  z = • 94. 

— 170000 — y/  26703000000^-^ — 170000-4-^  26703000000; 
on  fubftituera  cette  valeur  de  z dans  y = ^ , & l’on  aura  7 = 4 x 

— 170000 — V 26703000000-4-^ — 170000  -4-v^  26703000000; 
on  fubftituera  cette  valeur  de  7 da as  ff  = y Lp  > & l’on 

aura  — p 26703000000  -+- -j  x 

-J/  — I70000  -4-  ^26703000000  ; d’où  Ion  déduira  f =x 

v~  -4-  \ J — 1 70000,  &c.  On  fubftituera  les  valeurs  de  / 

& de  ff  dansj>  = -»-  4p  -»- 1//—  ^ & l’on  aura£=—  2 s 

h.  Ly/  — 170000,  &c.  On  fubftituera  les  valeurs 

de  f Sc  de  g , qu’on  vient  de  découvrir  , dans  xx  -4-  fx  -4-  g 
~ o , & dans  xx  — fx  -4-  p ■=.  o ; & l’on  aura  les  deux 

, . 

équations  du  fécond  degré  qui  compofénü  la  propofée . 

On  trouvera  enfin  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  é- 
quations  du  fécond  degré  , * & l’on  aura  les  quatre  racines  *7 s, 
de  la  propofée. 


j 4 Ou  O Q 

1 7 


• o,  enfuppofant  37=^,  &7=f; 


G g uj 
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R E M A R Q_U  E S. 

1 o 7.  vy  u A N D les  trois  racines  de  la  réduite  , ou  , ce  qui  revient 
à lu  même  choie  , de  la  transformée  de  la  réduite  , font 
réelles  & incommenfurables , on  ne  peut  en  trouver  la  va- 
leur qu’avec  des  expreffions  imaginaires  qu’on  ne  fçauroit  ôter, 
& les  équations,  du  quatrième  degré  renferment  alors  le  cas 
irreduélible  du  troifiéme  degré. 

Pour  diftinguer  les  cas  du  quatrième  degré  oit  cela  peut  ar- 
river ,.  il  faut  remarquer  que  les  quatre  racines  du  4*  degré 
peuvent  être  ou  bien  toutes  réelles  , ou  bien  deux  réelles  & 
deux  imaginaires,  ou  bien  enfin  toutes  imaginaires. 

Peur  déterminer  ce  qui  regarde  ces  trois  cas , il  faut  pren* 
dre  des  équations  fimples  dont  les  indéterminées  expriment  les 
rapports  des  quatre  racines  dans  chacun  de  ces  cas . 

Premier  cas  où  let  quatre  racines  font  réelles  „ 

108.  On  fuppofera  que  les  quatre  équations  fîmples  font  x — t 

. — 4=0,  X i -4-  4=0,  x ■+■*  — /==  O,  X-4-i  ■*■/  = &. 

L’équation  du  fécond  degré  faite  des  deux  premières , efl 
xx  • — 2 ix  ü = o : celle  qui  efl  compoféc  des  deux  autres 

• — 44. 

efl  **•*■  a ix  ■+■  « = o;  le  produit  de  ces  deux  équations,  qui 
-Il 

efl  celui  des  quatre  fimples  , efl  *+ — 2 iixx  — 2 <44*  ■*“ 

— 44**  2 illx  — iikk 

— llxx  — iilî 

■+■  kfll 

= 0:  ce  produit  efl  l’équation  indéterminée  qui  exprime  les 
rapports  des  quatre  racines  de  toute  équation  du  4'  degré, 
lorfqu’clles  font  toutes  réelles  , & que  le  fécond  terme  en  efl 
évanoui  : Et  comme  les  équations  du  4e  degré , dont  le  fécond 
terme  efl  évanoui , & dont  les  quatre  racines  font  réelles , doi- 
vent avoir  des  racines  négatives  & pofitives  : i°,  s il  y en  a 
deux  pofitives  & deux  négatives,  i furpafTera  4 , & < furpaf- 
fera  aufli  /.  20.  S’il  y en  a trois  pofitives  & une  négative  , i 
*"  - furpaflèra  4,  mais  / furpafléra  /.  3*.  S’il  y en  a trois  négatives 
& une  pofiuve  , 4 furpaflèra  i , & < furpafTera  /. 

Il  efl  évident  par  cette  équation  indéterminée  , que  quand 
les  quatre  racines  font  réelles,  le  troifiéme  terme  a toujours 
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le  figne  — } ainfi  les  équations  où  il  a le  ligne  -4- , ont  neceG 
fairement  des  racines  imaginaires  > ce  que  l’on  a déjà  démon- 
tré dans  le  troifiéme  Livre.  * 

On  fuppofera  que  cette  équation  indéterminée  efl  la  même»*'c*N 
que  l’équation  generale  x+  -4*  pxx  -4-  qx  -4-  r = o ; ainfi  -4-  p 

— — 2»  - — kk  — //,*+■  f = — 2/H  -4-  iill,  *4»  r = ■*•  j+ 

. — //M  — iill  "4“  W/f 

On  fubflituera  ces  valeurs  de  p , <j  , r , dans  la  réduite 
y»  2pf* , &c.  & l’on  aura  pour  la  réduite  de  l’équation  in- 
déterminée , qui  reprefente  les  rapports  des  racines > l’équa- 
tion fui  vante  f* — 4 iif*  *4-8  iikkff  — 4 iik*  = o. 

— 2 kkf*  •+•  8 iillff  -4-  8 tikk.ll 

— 2 -4-  k*ff  — 4 iil* 

— 2 kkUff 
l*ff 

On  fera  ces  remarques  fur  cette  réduite  : iD.  Elle  peut  être 
divifée  exaélement  par  chacune  de  ces  trois  équations  fim- 
ples  ff  — 4 ii  = o f ff  — kk  — 2 kl  — //=  o,  ff — kk, 

«4-  2 kl  — //  = o;  par  confequent  toutes  les  racines  de  la  ré- 
duite font  Téclles , & même  pofitives , quand  toutes  celles 
de  la  propofée  font  réelles . 20.  Le  fécond  terme  de  la  rédui- 
te a toujours  le  figne  — . 30.  Le  troifiéme  terme  de  la  rédui- 
te a toujours  le  figne  -+-  > car  -4-  Ziikk  -4-  8/7//  font  des  gran- 
deurs pofitives , & -4-  k*  — 2 kkll  -4- 1* efl  le  quarré  de  kk 

— // , qui  efl  par  confequent  pofitif. 

Second  cas  lorfque  deux  racines  font  réelles,  & deux  imaginaires. 

• T .es  quatre  équations  fimples  qui  reprefèntent  les  rapports 
des  racines,  feront  x — i — k = o,x  — / -4-  £ = o , * -4-  i 

- — Vf Il  = O,  X *4"  i -4-  Il  = o. 

Le  produit  des  deux  premières  efl  xx  — ■ 2 ix  «4 - ii  =0. 

— kk 

Le  produit  des  deux  imaginaires  efl  xx  *4-  2 ix  ■+*  ii  — o. 

' *4-  Il 

Le  produit  des  quatre  efl  — 2 iixx  — 2 ikkx  -4-  i*  =0. 

— kkxx  — 2 dix  — iikk 

•4-  llxx  «4-  iill 

„ . —U// 

Ce  produit  efl  l’équation  qui  exprime  les  rapports  des  quatre 
racines  de  toute  équation  du  4'  degré , dont  deux  racines  font 
réelles,  6c  deux  imaginaires. 
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Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation  , on  fuppofera 
qu’elle  eft  la  même  que  x*  pxx  •+•  qx  r = o ; ainfi 
= — 2 il  — kk  •+■  //,  q = — 2 tkk  — 21  II } -4-  r = •*■  /* 

— iikk  iill  — kk)I  • On  fubftituera  ces  valeurs  de  p,  q>  r , 
dans  la  réduite/4  •+■  ipf*,  &c.  & l’on  aura 

f6  — 4 Hf*  -+-  8 «kkff — = o. 

— îkkf*  — 8 itllff  ■+•  8 iikkll  : 

•+■  xllfi  ■+■  k'ff  — 4"/4  j 

A// 

On  remarquera  fur  cette  réduite,  qu’elle  peut  être  exacte- 
ment divifée  par  chacune  des  trois  équations  Simples  ff 

_ 4h=0>  //—  kk  + U — /=4 o ,//_  U -t-  Il 
-h/  — 4^// =0;  par  confequent  quand  une  équation  du 
quatrième  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , a deux 
racines  réelles  & deux  imaginaires  » fa  réduite  a une  racine 
réelle  , & deux  racines  imaginaires. 

Troifiéme  cas  lorfque  les  quatre  racines  font  imaginaires  : 

t 1 °. Les  quatre  équations  fimples  qui  expriment  par  leurs! 
indéterminées  les  rapports  des  quatre  racines  des  équations 
du  4*  degré  , qui  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires  , & le 
fécond  terme  évanotii , font  x — i — V — kk  = o , x — r 
1/  — kk  = Ot  x-*-i  — V'  — ll=o  y x-4-i-4-  ^ — Il 

— o:  Le  produit  des  deux  premières  eft  xx  — 2/x  si  = o; 

■+•  kk 

celui  des  deux  autres  eft  xx  ■+■  2 ix  ii= o:  Le  produit 

•4“  Il 

des  quatre  eft  x*  — 2Üxx  likkx  ■+■  *+  = 

•+■  kkxx  — 2 illx  H-  iikk 
•4-  llxx  *+•  iill 

, h-  khil 

Et  l’on  remarquera  que  dans  toute  équation  du  4*  degré , 
dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  & le  fécond  terme 
évanoui , le  dernier  terme  a toujours  le  fîgne  ■+■ . 

Pour  trouver  la  réduite  de  cette  équation , on  la  fuppo- 
fera la  même  que  x*  pxx  -t-  qx  ■+■  r = o ; ainfi  p = 
— - 2 ii  kk  •+•  //,  q = -4-  2 ikk  — *ill>  *+*  r='4"  »*  ■+■  ükk 
*4-  «7/  -4-  ^//.  On  fubftituera  les  valeurs  de  p,  y,  r,  dans  la  ré- 
duite 
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duite/e«**2pA&c.&  l’on  aura/” — 4///*  — Mikkff—  4"*4  =0. 

— 8 iillff  •*-8U^/l 

•t-lllf*  -4-  41//4 

—Ikkllff 

On  remarquera  fur  cette  réduite  , 1* , quelle  peut  être 
exactement  divifée  par  chacune  de  ces  trois  équations  Am- 
ples ff — 4 ït  = o ,ff  •+■  kk  # = o,  ff+  kk  — a 4/ 

w*.  11=0}  par  conlèquent  la  réduite  de  toute  équation  du 
quatrième  degré  , dont  les  quatre  racines  font  imaginaires,  & 
le  fécond  terme  évanoui , a fes  trois  racines  réelles. 

20.  Quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  a le  ligne  — , c’eft 
à dire,  quand  4 ii  furpaflè  ikk  *+•  a//,  il  eft  évident  que  le  troi- 
fiéme  terme  de  la  réduite  a auffi  le  ligne  — , car  kk  ■+■  II  fur- 
pallè  kk  — ainfi  multipliant  kk  ■+■  U par  — 8ii,  qui  fur- 
palfeU — & multipliant  kk — U par  kk  — //,  le  premier 
produit  — 8 iikk  — 8i///  furpalfera  le  fécond  k* — *£{//■*•  #». 


Marques  certaines  pour  diflinguer  les  cas  où  les  équations  du 
4*  degré , dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , ont  toutes  leurs 
racines  réelles  ; les  cas  où  elles  en  ont  deux  imaginaires  ; 
ceux  où  les  quatre  font  imaginaires  s 61  enfin  les  cas  où  on 
peut  les  refoudre . 

1 1 1.  Jl  fuit  de  ces  remarques,  i*  , que  quand  le  troiliéme  terme 
d'une  équation  du  4e  degré,  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui, 
a le  ligne  -4-,  il  y a des  racines  imaginaires,  * & fi  à même*io8  &*-9' 
temps  les  racines  de  là  réduite  font  toutes  réelles;  ( ce  que  l’on 1 c,r* 
connoîtra  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de  la  réduite  ; 
car  fi  le  cube  du  tiers  du  coëficient  du  troiliéme  terme  de  la 
transformée  de  la  réduite , furpafle  le  quarré  de  la  moitié  de 
fon  dernier  terme,  ou  lui  eft  égal , les  trois  racines  de  la  rédui- 
te feront  réelles.  * ) Alors  les  quatre  racines  font  imaginai- *81 S r, 
res  * ; car  s’il  n’y  avoir  que  deux  imaginaires  dans  la  propo-*  no. 
fée,  deux  racines  de  la  réduite  feroient  imaginaires . * * 109. 

De  plus  , quand  le  fécond  terme  de  la  réduite  d'une 
équation  du  4'  degré , dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , 
a le  ligne  — , & que  le  troiliéme  terme  de  la  même  ré- 
duite a encore  le  ligne  — , les  quatre  racines  de  réqua-*u#, 
tion  font  imaginaires.  * 

Hh 


Digitized  by  Google 


242  Analyse  demontre'e. 

. Quand  on  a donc  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  mar- 
ques , lequation  eft  réfolue  * car  on  fçait  que  le  Problè- 
me renferme  contradiction , & ne  peut  avoir  aucune  réfo- 
Jution  réelle. 

2°.  Quand  le  troiliéme  terme  d’une  équation  du  4*  de- 
gré, dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , a le  ligne  & que 
le  dernier  terme  a le  ligne  — , il  eft  certain  qu’il  y a deux 
racines  imaginaires,  & deux  racines  réelles , car  le  dernier 
terme  aurait  •+•  s’il  y avoit  quatre  imaginaires.  * 

Quand  le  troiliéme  terme  d’une  équation  du  4*  degré, 
dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , a le  ligne  — , & qu’en 
même  temps  la  réduite  de  cette  équation  a une  racine  réel- 
le , & deux  racines  imaginaires,  il  eft  certain  que  l’équa- 
* IO?-tion  a deux  racines  imaginaires,  & deux  racines  réelles.  * 
Or  on  connoîcra  que  la  réduite  aura  une  racine  réelle  & 
deux  imaginaires,  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  de 
la  réduite  , car  li  le  cube  du  tiers  du  coëücient  du  troi- 
liéme terme  de  la  transformée  de  la  réduite  eft  moindre 
*83- que  le  quarré  de  la  moitié  de  fon  dernier  terme,  * il  eft 
certain  que  la  transformée  aura  une  racine  réelle  & deux 
imaginaires;  par  confequent  la  réduite  aufli  ; d’où  il  fuivra 
que  l’équation  propofée  aura  deux  racines  réelles  & deux 
imaginaires . 

On  peut  toujours  refoudre  l’équation  du  4e  degré,  Iorf- 
qu’elle  a deux  racines  réelles  & deux  imaginaires,  par  la 
•iofi.ieconde  méthode  ci-deflus  , * & par  la  fécondé  méthode 
•pi. generale  du  troiliéme  Problème.  * 

30.  Quand  une  équation  du  4*  degré  , dont  le  fécond 
terme  eft  évanoui , a le  ligne  — au  troiliéme  terme , & que 
le  fécond  terme  de  fa  réduite  a aufli  le  ligne  — , & le  troi- 
liéme terme  de  fa  même  réduite  a le  ligne  , & que  de 
plus  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réelles,  il  eft  cer- 
. % 108. tain  que  les  quatre  racines  de  l’équation  font  réelles  . "* 
On  connoîtra  que  les  trois  racines  de  la  réduite  font  réel- 
les , en  fàifant  évanouir  le  fécond  terme  de  cette  réduite  ; 
car  li  le  cube  du  tiers  du  coëficient  du  troiliéme  terme  de 
la  transformée  de  cette  réduite,  furpalfe  le  quarré  de  fa 
moitié  du  dernier  terme  de  la  même  transformée , ou  lui 
eft  égal,  il  eft  certain  que  les  trois  racines  de  cette  trans- 
* 81.81» formée , & par  confequent  de  la  réduite  , font  réelles.  * 
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; Dans  ce  cas  fi  les  racines  de  la  transformée  de  la  réduite 
font  commenfurables  , ou  du  moins  quelqu’une  , on  peut 
toujours  trouver  les  quatre  racines  de  1 équation  par  les  mé- 
thodes du  Problème  precedent.  Mais  fi  toutes  les  racines  de 
cette  transformée  de  la  réduite  font  incommcnfurables , la 
réfol ution  de  la  réduite  de  l'équation  renferme  alors  le  cas  ir- 
rcduétible  du  troifiéme  degré . * * 5o. 

PROBLEME  VI. 

1 1 2”  7* ROUVE  R let  quatre  racines  d’une  équation  du  4*  dc~ 
gré , fam  en  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

• On  fuppofe  que  l'équation  generale  du  quatrième  degré  efl 
x*  -4-  nx*  ■+■  pxx  «4-  qx  ■+■  r = o. 

Première  Méthode. 

C-/N  fuppofera  que  les  deux  équations  du  fécond  degré  , 
qui  compofent^  l’équation  du  4'  degré  , font  reprefentées 
par  les  deux  équations  indéterminées  xx  -4-  fx  ■+•  b =0. 

’+“£*  ■+•*  ,.v. 

XX  -4-  fx  -+•  b =0. 

— &x  — i 

Leur  produit  eft  h-  2fx*  -h  ffxx  -h  ifbx  ■+•  hb  = q. 

— iSxx — — « 

■+■  2 bxx 

On  comparera  les  termes  de  ce  produit , excepté  le  premier  , 
avec  les  termes  correfpondans  de  l'équation  generale  , & 
l’on  aura  les  quatre  équations  particulières  qui  fuivcnt , dont 
on  Ce  fervira  pour  déterminer  les  indéterminées  , & l’on 
confervera  1 indéterminée  b pour  en  faire  l’inconnue  de  la 
réduite  ri'*,  -4-  « = -v-  2/5  2',  -4-  p = +ff—gg+.  2*; 

3 e ,*+■  ? = -h  2 fb  — 2giy  4' , -4-  r = •*-  bh  — il,  On  au- 
ra  par  la  première /=  ôeff—  ; on  fubftituera  la  va- 
leur de  ff  dans  la  feconde>  & l’on  auragg  = ~ •+>  ih p , 

— ib. — p.  On  fubftitucra  les  valeurs  de/ & deg 

dans  la  troifiéme,  & Ton  aura  q — nh— 
d’où  l’on  déduira  i= — - nh  — <t  ^ ;; — w 

on  fubflituera  cette  valeur  de  ii  dans  la  quatrième  équation  v 
& l’on  aura  + r = bb  — . On  mettra  cette 

Hh  ij 
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équation  en  ordre  par  rapport  à l’ inconnue  h , & l’on  aura 
Si1  — 4 pbb  -4-  2 nqb  — qq  = o. 
i — Sri  — nnr 
4 pr 

On  refoudra  cette  équation , c’eft  à dire  , on  trouvera  la 
valeur  de  b par  les  méthodes  du  troifiéme  degré  , ( transfor- 
mant auparavant  l'équation  en  une  autre  dont  le  premier  . 
terme  n’ait  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité . ) 

On  fubftituera  enfuite  les  valeurs  de/ , g,  b,  i,  dans  les 
deux  équations  xx  fx  h = o,  xx  ■+■  fx  h-  b = o, 
•4-gx  i — gx — i 

laiffant  h au  lieu  de  fa  valeur  pour  abréger  le  calcul  ; & l'on 
aura  ces  deux  équations  du  fécond  degré , 


xx  -4-  jnx 

ln,  *4-  x •+■  îb  — ~p 
XX  •+■  J»X 

a*,  — x ^\nn  •+■  2 h — p 


■+■  nb  — q 


= O. 


2 •+■  2 h — p 

' h 


— nb 


= O. 


2 v ~nn  -4-2/1 — p 


On  refoudra  enfuite  chacune  de  ces  équations  du  fécond  de- 
■*7<7  gré  par  le  premier  Problème  , "*  & l’on  aura  les  quatre  raci- 
nes de  la  propofée  , ou  plutôt  les  quatre  formules  qui  les  ex- 
priment d’une  maniéré  generale. 

Comme  il  eft  plus  commode  de  trouver  tout  d’un  coup  Ta 
réduite  dont  h eft  l’inconnue,  qui  n’ait  au  premier  terme  que 
l’unité  pour  coëficient , au  lieu  de  fuppofer  les  deux  équa- 
tions indéterminées  xx  fx  h = o , xx  -4-  fx  b = o, 
s -4-  gx  -4-  * — gx  — i 

en  fuppofora  celles-ci  xx  -4-  ^nx  •+•  {h  = o, 

XX  ■+■  \nx  -4-  = o, 

— g*  — % 

cît  il  n’y  a que  trois  indéterminées,  g,  h,  i.  On  fuppofèra 
que  leur  produit  x*  -4-  nx!  ■+*  ±nnxx  -4-  \nhx*r  ^hh  = o> 

— ggx*  —•* 

-4-  hxx 

eft  Ta  même  équation  que  *♦  -4-  nx 5 -4-  pxx  «4 <^<4*r  = o; 
ainû  chaque  terme  du  produit  eft  égal  au  terme  correipon- 
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dant  de  l'équation  generale»  ce  qui  donne  trois  équations, 
pareeque  le  premier  & le  fécond  terme  n’en  donnent  pas  : 
i",  -fr.  p = i — &g-4-i;  ** »■*“?=■»* t "h — /> 

— — £ ■ La  première  donne  gg  = ±»n-*-  h — p, 

ôcg  ^ nn  -*r  h — p : la  fécondé  donne  i = ±nh  — qt 
& H = .J  »«£& — nqb-*r  qq . On  fubftituera  les  valeurs  de^g 
& de  ii  dans  la  troifiéme  équation  , & l’on  aura  -*-r  = ±hk 

— * > on  ordonnera  cette  équation  par  rap 

port  à l’inconnue  h , & l’on  aura  h 1 — phh  «4-  nqb  — qq  — o; 

— 4 rh  — nnr 

■+■  4 Pr 

c’efl  la  réduite  de  l’équation;  elle  n’eft  que  du  troifiéme  de- 
gré , & fon  premier  terme  n’a  que  l’unité  pour  cocficient. 

On  trouvera  la  valeur  de  h par  le  moyen  de  cette  réduite , 
en  fe  fervant  des  méthodes  du  troifiéme  degré;  on  fubfii- 
tuera  enfuite  les  valeurs  de  b,  g,  i,  dans  les  deux  équations 
indéterminées  -4-  7 »x-4-  ^ A = o , X*  -4-  7 »*  -4-  ÿ b— o, 

-*-<£*  ■+■  tt  —&x  — h 

lai  (Tant  h au  lieu  de  fa  valeur,  pour  abréger  le  calcul  ; & l’on 
aura  ces  deux  équations: 

xx  ■+■  — nx  -4-  7 h 

X",  "4“  x>/  7 fin  "4"  b — p «4-  i nh — q 1 

2 ^ \nn -^IT-^p 

xx  + *\nx  *4* 7 b =0; 

a*,  — x '/\nn*rh  — p — 7 «£-4- 4 

iV  ^ ntt’+'b — p 

Application  de  cette  mttbode  à un  exemple. 

Pour  réduire  cette  méthode  en  pratique , quand  on  aura 
une  équation  à réfoudre,  pr  exemple,  x+  — 2 ax1  -4-  1 aaxx 

— ccxx 

• — 2 a’x  -H  d*  r=  O , on  fuppofera  que  cette  équation  eft 
reprelêntée  par  l’équation  generale  x * -4-  nx1  h-  pxx  -4-  4# 
•4-r  — o;  ainfi  *4»  » = — 24, -4-/>  =-4-244 — cci  -*-q== 
• — 14},  -4-r  = -4-4+.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  »,  p,  q,rt 
dans  la  réduite  b5  — pbb  -4-  »?&  — qq  — ot  & l’on  aura 

— — nnr 

•+4pr  H h iij 
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pour  la  réduite  de  la  propofée  , h ’ — 2 aahh  •+•  ^à*cc  = 0 . 

■4“ 

On  trouvera  la  valeur  de  h dans  cette  équation , en  cher- 
chant  fi  elle  ne  peut  point  fe  divifer  par  h — ou  un  divi- 
feur  du  dernier  terme  — qa+cc ; <5t  Ion  trouvera  quelle  fe 
peut  exaélement  divifer  par  h — 2 aa  = 04  ainfi  h = 2 aa. 
On  fubfiituera  cette  valeur  de  h dans  chacune  des  deux 

équations  du  fécond  degré  xx  -4-  | •+■  > &c 

■4*  Xy/  ^ *4-  b — p 

& Ion  aura  pour  la  première  xx  — ax *4»  a a = o ^ 

•4*  -+-  ff 

& pour  la  féconde  t xx  — ax -4-  aa  = o » 

■ — x y/  aa  -4-  cc 

* 7&.  On  trouvera  par  le  premier  Problème  * les  racines  de  ces 
deux  équations,  & ce  feront  les  quatre  racines  de  la  propoféej 

l,e,  x = ja  — •;>/ aa+’CC’^y/ • — -j  aa-^^cc — \a>/ aa*rcc\ 
icJx=\a — 7V  aa  + cc — y/ — \aa^\cc — \a>/  aa-*-tc\ 
3 e , = H-  y y/  aa*- ce  — \aa  «4“  ^CC  ^r\ay/  aa  + ccl 

4*,  x =\a  ^\y/ aa^cc — J — 7 44 -4- 7 cr -4-74/ aa+cr,, 

D E M O N S T R A T I ON. 

(~)ette  méthode  efi  aiïez  démontrée  par  les  démonfira- 
tions  de  l’ufage  des  indéterminées  dans  les  équations  ; fi  l’on 
en  veut  une  autre , il  n y a qu  a multiplier  le*  deux  équations 

xx  *4"  f nx  -4 • \ h 

*♦*  xyt  ~nn~*r  h — p *4-  \n  h — g =°> 

2 V \nn+“h — p 

xx  *4“  7-  nx  <4“  7 b =•  o;. 

■ — x^  i n»-4*  b ■ — p — rii^f 

2^/^nn-*~b  — p 

Tune  par  l’autre , & mettre  dans  le  dernier  terme  du  pro- 
duit la  grandeur  -4-  r,  à la  place  de  la  grandeur  -4-i bh 

— £_”**■* "J*-**  , nui  lui  cft  égale  , & le  produit  fera 

»»«4«46  . — * 

l'équation  generale  -4-  «x*  -4»  pxx  *4-  qx.  «4-  r = o > par 
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confequent  les  deux  équations  precedentes  , font  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  dont  l’équation  x*  nx,)  &c.  eft 
compoféc . • 

Remarque. 

O N peut  toujours  refoudre  les  équations  du  quatrième  dé- 
gré  par  cette  méthode , Iorfque  la  valeur  de  h dans  leur  rédui- 
te  eft  commenfurable , & Iorfqu  étant  incommenfurable,  après 
avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme  de  la  réduite , le  cube 
du  tiers  du  coêficient  du  troifîérae  terme  de  la  transformée  qui 
en  viendra , fera  moindre  que  le  quarré  de  la  moitié  du  dernier 
terme  de  la  même  transformée  : Mais  Iorfque  ce  cube  furpaf- 
fera  ce  quarré  , & que  la  valeur  de  b fera  incommenfurable , 
la  réfolütion  renfermera  le  cas  irréductible  du  troifiéme  degré. 
Çette  remarque  fervira  pour  la  méthode  fuivante.  . 

Seconde  Méthode. 

O N fuppoféra  que  l’équation  generale  du  quatrième  degré 
eft  x * h-  nx’  -t-  pxx  +*qx  •‘r  r — o , & on  la  difpofera  ainfi , 
fie*  xx3  p» cx  = , — qx  — r. 

i°.  Il  faut  faire  en  forte  que  le  premier  membre  devienne 
■un  quarré  parfait , en  confervant  cependant  l’égalité  entre  les 
deux  membres,  ce  qu’on  pourra  faire  en  introduifant  une  in- 
déterminée h . 

On  fuppoféra  que  la  racine  du  quarré  parfait , qui  fora  le 
premier  membre  de  l’équation  , eft  -4-  7 -4-  7 p -4- 

dont  le  quarré  eft  x ♦ xx3  *4-  pxx  -4-  ± npx  «4»  i pp 

*♦“  2hxx  -4-  nhx  "4-  ph 
# ■ ^ "H  j nnxx  M • bb- 

Afin  que  ce  quarré  foit  égal  au  fécond  membre , il  faut  ajou- 
ter au  fécond  membre  les  quantités  *4-  2 hxx  -4-  7 npx  ^~pp 

*4“  7 nxx  -4-  nhx  -4-  ph 
•4“  hb 

Sc  l’on  aura  l’équation  x*  -4-  nx*  prie  \ npx  ■+■  7 pp 

- *4-  îhxx  *4-  nhx  *4«  ph 

•4-  ~ nnxx  «4-  hh 

fc=  -ihxx  •^\npx-^~pp\tnx  bien  en  tirant  la  racine  quarrée 
•*“  5 nnxx  «4-  nhx  >4-  p h 
— qx  «4-  hh 

, — r - .... 

L '•  .J 
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de  chaque  membre **  i nx  **  ~ p = V ****** 

p|a  ion**  H*  »4x  i+<  f A 
*-fx  |+<AA 

2®.  Il  faut  maintenant  faire  en  forte  que  le  fécond  mem- 
bre devienne  auflî  un  quarré  parfait , de  maniéré  pourtant 
que  ce  quarré  foit  égal  au  fécond  membre,  & par  confe- 
quent  au  premier , & qu’il  contienne  les  grandeurs  du  fécond 
membre  oh  fe  trouve  * , afin  quelles  fe  détruifent , & qu’il 
ne  refte  d’inconnue  que  l’indéterminée  b. 

Pour  le  faire,  on  fuppofera  que  la  racine  de  ce  quarré 

T np+nth—ç 

parfait  égal  au  1*  membre  eft  x>/ ~nn*-2b*^ 
dont  le  quarré  eft  ^ »»***•  t »>*•+•  i **n 

tb*  ibxx  •b  nhx  •+*  nnfb 
r—fx  •bnnhh 

— nfq 

— rnqh 
**11 

nn  ■+•  S h 

On  pourra  fuppofer  ce  quarré  égal  au  fécond  membre,  à 
caufe  de  l’indéterminée  h , à laquelle  on  peut  concevoir  une 
valeur  propre  à les  rendre  égaux  ; on  aura  donc  cette  équa- 
tion *+■  ^nnxx  mnxx  4*  I nfx  -H  i 

tbibxx  tbnhx  •bnnpb  t^xhxx  1 b»bx  *bpb 
•—  qx  •bnnhb  t~1*  tbbb 

■ — npq  r~  r 

— mqb 
*•11 
nn^bib 

laquelle  Ce  réduit  à »»/* 

h>—npq  •~‘r 

**11 

nn**tb 

Cette  équation  étant  mife  en  ordre  par  rapport  à l’inccn* 
nue  h , l’on  aura  8 h’  **  8 pbh  **  2nqb  **  npq  — o , qui  eft 

*•  2 pph  — qq 
• — %rb  — nnr 

une  équation  du  troifiéme  degré , qui  n’a  pour  toute  incon. 
rue  que  l’indéterminée  b , & qui  eft  comme  une  efpece  de 
îéduite . On  trouvera  la  valeur  de  h lorfqu  elle  eft  commen- 
furable  par  $6,  ou  par  les  méthodes  du  3'  degré . On  peut 

donc 
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donc  à prefent  la  fuppofer  comme  connue , mais  on  con fer 
vera  b au  lieu  de  fâ  valeur  pour  abréger  » ainfi  b dok  être 
regardée  comme  connue . 

3e.  L’on  a par  ce  qui  précédé  xx  £ nx  h»  x p 

•4-  b 

S=\/  ^ nnxx  *4-  j npx  i ^ 


•—  «+■  hh 


y/  i un**  *4*  i-  npxybnnhh 

l+*iÆxx  i+i»Ax  +*nnpk 

>—  jx  — 

— nfi 


-=It- 

»»*♦*  s* 

a donc  l’équation 


— *v'i“*îï*r7pn53-i  o" 

du  t*  degré  A'.V  U-  ’ 

2y>  inm+diA 

ou  bien  ***•£«*  ’4"*  «4-  f p 

— «fl  H-  2Ô  H-  i& 

— \ np  *•  nb  <J 

l^±nn+*2b 

On  refoudra  cette  équation  du  fécond  degré , * & l’on  aura  * 7** 
deux  racines  de  l’équation  propofée  du  quatrième  degré . 
L’équation  du  fécond  degré , qui  contiendra  les  deux  autres 

racines,  fera  xx*“i  nx -h  ± p 

•+*  x^  J nn  2b  *4*  b 0 * 

•+■  y »p  «H  nb  — <J 

2\/i  »»■*■ 

car  le  produit  de  ces  deux  équations  du  fécond  degré  eft  la 
propofée  elle-même  x*  -4-  «x*  -4-  p**  q x *4-  r = o , en 
fuppofant  que  — nnhh  **hh  — r 

~—»nph  *4 *fb 
*¥i*qh  *¥~tf 

. — W 

nnt/rih 

çe  qui  eft  évident  par  l’équation  nnbb  +•  nnpb  «4-  i nnpp 

— 2 tiqb  — npq 

— ff 


an  «+>  8 b 


U 
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pp — r , puifqu’il  n’y  a qu’à  tranfpofcr  r dans  le 
premier  membre,  & la  quantité  qui  fait  le  premier  membre 
dans  le  fécond  membre. 

On  appliquera  cette  fécondé  méthode  aux  exemples,  comme 
on  a fait  la  première,  fans  qu’il  foit  neceflaire  de  s y arrêter.' 


••SECTION  IV. 

• . ■» 

Dé  la  ré  Joint  ion  des  équations  du  cinquième  & fixiéme  degré , 
& des  autres  degrés  plus  élevés. 

Avertissement. 

T, ES  équations  des  degrés  plus  élevés  que  le  quatrième, 
viennent  rarement  en  ufage,  ainfi  il  fuffira  de  donner  ici  les 
ouvertures  necefTaires  pour  les  refoudre  quand  il  s’en  prefentera  , 
fans  entrer  dans  un  détail  femblableà  celui  où  Ton  efl  entré 
pour  les  autres  degrés  inferieurs , à caufe  de  leur  ufage  conti- 
nuel dans  les  Problèmes  de  Geometrie  > & même  les  métho- 
des qu’on  y a données  pourront  aider  à en  former  de  femblables 
pour  les  degrés  plus  élevés. 

■p  PROBLEME  VII. 

3.-* \ESOUDRE  les  équations  du  cinquième  & fsxiéme  degré  , 

(ÿ  meme  des  degrés  plus  élevés. 

\ 

I. 

Lorjque  les  racines  font  commenfurables , ou  du  moins  quelqu'une 

O N fe  fervira  de  la  méthode  generale  de  la  première 
Sedion du  quatrième  Livre}  c’cft  à dire  , on  divifêra  la  pro- 
pose par  une  équation  fimple  faite  de  l’inconnue  de  la  propofée 
•♦•ou — chaque  divifêur  du  dernier  terme;  & s’il  y a quelque 
racine  commenfurable , on  trouvera  toujours  une  des  tes  équa- 
tions fimples,  qui  fera  la  divifion  fans  refie . On  opérera  enfui, 
te  fur  le  quotient,  comme  on  a fait  fur  la  propofée;  & fi  les 
racines  font  toutes  commenfurables,  on  les  trouvera  par  cette 
méthode  les  unes  après  les  autres } s’il  n’y  en  a que  quelques- 
unes,  on  trouvera  enfin  pour  quotient  une  équation  du  moin- 
dre degré  que  la  propofée,  dont  on  trouvera  les  racines  par  les 
Problèmes  précédera , fi  elle  ne  paffe  pas  le  4*  degré  : fi  elle  le 
pafTe>  on  opérera  comme  dans  les  cas  qui  fuivent . 
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II. 

Lorfque  tes  racines  étant  toutes  incommenfurables , ta  proposés 

efi  compofee  d'équations  plus  fsmples  commenfurables . 

. . > 

On  réduira  toujours , par  les  Problèmes  de  la  troifiéme 
Sedtion  du  quatrième  Livre , les  équations  compofées  aux 
équations  plus  fimples  qui  la  compofent , lorfqu’elles  font  com- 
menfurables*  & enfuite  fi  ces  équations  plus  fimples  ne  pafiènt 
pas  le  quatrième  degré,  on  les  refoudra  par  les  Problèmes  des 
Sections  precedentes. 

III. 

• * . a V 

Lorfqne  les  coéficients  des  équations  plus  fimples  qui  compofent 
la  propofée  ( qu’on  fuppofe  fam  incommenfurables  ) 

. renferment  des  incommenfurables . 

• On  tâchera  de  trouver  des  équations  plus  fimples  indéter- 
minées , dont  les  coëficients  indéterminés  contiennent  des  in- 
commenfurables , & dont  le  produit  fa  fie  une  équation  indé- 
terminée qui  foit  du  même  degré  que  la  propofée  , & fans  in- 
commenfurables, comme  l’on  en  a vu  des  exemples  dans  la 
Seétion  précédente.  * On  comparera  les  termes  du  produit*  104. 
indéterminé  des  équations  compofantes,  avec  les  termes  cor-  &,  10 
refpondans  de  la  propofée  ; & par  les  équations  particulières 

qui  naîtront  de  ces  comparaifons , on  déterminera  les  gran- 
deurs indéterminées  des  équations  compofantes,  ce  qui  don- 
nera  la  réfolution  de  la  propofée,  lorfqu’on  la  peut  trouver  par 
Cette  voie. 

Après  les  ouvertures  qu’on  vient  de  donner  pour  refoudre  les 
équations  qui  pafi’ent  le  quatrième  degré,  on  ajoutera  une  mé- 
thode qui  convient  h tous  les  degrés  j mais  comme  elle  deman- 
de des  calculs  rebutans,  ce  qui  la  rend  aflez  inutile  dans  la  pra- 
tique, on  l’appliquera  feulement  au  troifiéme  degré. 

Metbode  pour  réfoudre  les  équations  de  tous  les  degrés. 

.4-0  N fuppofora  une  équation  indéterminée  moindre  d’un 
degré  que  la  propofée  qu’on  veut  refoudre,  dont  l’inconnue 
foit  celle  de  la  propofée , qui  ait  une  indéterminée  pour  le 
coëficient  de  chacun  de  fes  termes  , & deux  indéterminées 
jineaires  pour  fon  dernier  terme . Par  exemple , fi  la  propo- 

T * •» 
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fée  eft  du  3e  degré  , comme  x'  — nxx  px  — q — o , on 
fuppofera  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g=  o . 

— b 

Si  la  propofée  eft  du  4*  degré , comme  x ♦ — pxx — qx 
**■  r = o,  on  fuppofera  l’équation  indéterminée  x>  — fx* 

r-gx  — b — o. 

— i 

Si  la  propofée  eft  du  5e  degré  , comme  *’  — »x4  px* 
- — qxx  rx  — / = o,  on  fuppofera  l’équation  indétermi- 

née x* . — fxJ  — gxx  — bx  — i = o $ & ainfi  des  autres. 

— t 

Pour  abréger  le  calcul , on  fera  d’abord  évanouir  le  fécond 
terme  de  la  propofée  ; ainfi  l’on  fuppofera  que  l’équation  du 
troifie'me  degré , à laquelle  on  va  appliquer  la  roetnode,  eft 
par  exemple , **  — px  — q — o. 

On  cherchera  le  plus  grand  divifeur  commun  de  la  pro- 
pofée & de  l’équation  indéterminée  xx  — fx  — g=.o\ 

— b 

& l’on  continuera  l’operation  julqu’à  ce  qu’on  foit  arrivé  à un 
relie  où  l’inconnue  x ne  foit  plus . 

On  prendra  dans  le  dernier  divifeur  où  x eft  linéaire , Sc 
qui  a donné  ce  dernier  relie , la  valeur  de  x,  & on  la  mettra 
à part.  Ce  dernier  divifeur  eft  — px  — q =.o>  & la  valeur 

•*&* 

bx  •*“  f b 

de  x prife  dans  ce  divifeur  , fuppofée  égal  à zéro , efl  x = 
jf+jSk-f , on  fuppofera  le  relie  dans  lequel  x n’elt  plus  * 
égal  à zéro,  & on  ordonnera  l’équation  de  ce  relie  par  rapport 
à l’une  des  deux  indéterminées  du  dernier  terme  de  l’équa- 
tion ftjppofèe  laquelle  on  voudra,  qui  fera  l’inconnue  de  ce 
fefte  , & Ibn  aura  la  réduite  g»  • — ygg  ^ppg  ■+• ppb  = o. 

^lbgg— 4pbg  — ipbb 

— Pffg  Pffb 

■4-  3 bbg  -t-  b 3 

3 9fg  —Mf 

•+-3# 

On  fuppofera  le  fécond"  & le  troifiéme  terme  de  cette  ré. 
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du'ite chacun  égal  à zéro,  & que  la  réduite  eft: elle- même 
éoale  à zéro , ce  qui  donnera  trois  équations  particulières,  qui 
ferviront  à déterminer  les  trois  indéterminées  h,  f,  g}  fça- 
voir  h par  l’équation  qui  naîtra  du  fécond  terme  égal  à zé- 
ro, f par  celle  du  troiûéme  , & g par  la  fuppofition  que  le 
premier  terme  & le  dernier  font  enfemble  égaux  à zéro  : 
ces  trois  équations  font  la  1",  — îp  ■+■  36  = o>  ainfi  b = fp: 
la  2e,  ■+■  pp  — ÿ>h  — pff  -+•  ihb  ■+■  3 if=  o i la  3*  fg>  +ppb 

— 2 pbh  — pffh  -4-  h1  — pif  -4-  ? qfh  -4-  qf  — qq  = o. 
Subftituant  la  valeur  de  h dans  la  fécondé  équation , & la 
mettant  en  ordre  par  rapport  à l’indéterminée  f , on  aura 

l’équation  du  fécond  degré  ff — 0 ; on  trouvera 

par  cette  équation  deux  valeurs  de  /,  la  première  f = 4J- 

— L-t  la  fécondé,  f =■  — t.;  multipliant 

chaque  terme  de  — eT  par  9 pp  , l’on  changera  l’exprelfion 
en  celle-ci , ; ainfi 

/=  j x 1 — -g-  — ïyPJ  ■* 

Subftituant  la  valeur  de  A & celle  de  / dans  la  troifiéme 
équation  particulière,  qui  eft  g*  -4-  pph  — 2p6A  — pff  b -4- 

— pjf  llff+lf1  — = o > on  aura  g1  -4-  ^ -4-  !ti- 


— 4f  x 


' V — -^p*  — o ; d’où  l’on  dé- 


’4ff 


ttP*- 


— 4 W 

duira  *231  — hL 

o J7  >ii 

On  fubftituera  les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  des  trois 
indéterminées,  fg,  h , dans  *■  ===  mais  pour  abré- 

ger l’expreftion  & le  calcul,  on  laiflèrag  au  lieu  de  fa  valeur 

„ ,,  “JP  -4-  -f-  ■+■  a x W^T^VpT 

& 1 on  aura  x = — 1 4 7 ill 


rit 

1 


• (/  -4-  ffî-  .4.  _ÎL  x *4 • y/  3 ja  — -i_  ni 
, & V r4ïï  l7f  • 

Cette  valeur  de  x e/l  une  racine  de  la  propofée . 

Application  de  cette  méthode  à un  exemple . 

JOUR  trouver  par  cette  méthode  la  racine  de* * — 24* 
— 7*  = o,  on  fuppofera  p = 24 , & q = 72  ; & fubftituant 
ces  valeurs  de  p , q,  l’on  aura  h = jp  = i<?. 

— sVp*  =-4-  2»,  & — v/^4  — ^ = — 28. 


— ^p1  — -4-8  , 1"  valeur  de/. 
j x — yfjff  — xÿp3  — -4-  x,  2e  valeur  de £ 

f ï ïiï 
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On  trouvera  de  même  la  valeur  de  g — ^ M 

■+■  4?f  — ■+•  4?  x ’*r'f\cl<l  — -rj-p’ , en  fubflituant  les 

valeurs  dep,  q,  comme  on  le  voit  ici  : — ^ — — 26244. 

— tT=  — 4096.  — ^ -*•  tfx»  — 

— 1 2 3 48;  ainfi — ^ -4-  4?  x -t-  Vlqq — JL./ 

= — 42688;  & "**4ff  = -**20736;  donc  — î2l 

T "*“4?  X -h  /iqq—^p  + ^qq—gt—  __  215,52» tirant 
la  racine  cubique  , on  aura  # = — 28  : c’efl  la  valeur  de  g 
déduite  de  la  1"  valeur  de/  où  il  yi-^-qq — — «*«28. 
On  trouvera  t û l’on  veut , une  féconde  valeur  de#  , en  fs 

férvant  de  la  féconde  valeur  de  / où  il  y a ~qq _!_pi 

= — 28  ; en  voici  le  calcul  , -t-  47g  = -+-■  20736. 

— 4 f x — — ryP*  = 12348  ; ainfî  •+•  474 

— 7?1  ■+■  4f  X — —TyP'  — **  33084  i & ~ 

— î£  = — 3°34°>  donc  — =£  — -£  +>  4?f  — 7^  *♦“  4f 

x — v'' if?  — -rTp1  = *+*  2744  = #*  ; tirant  la  racine  cubi. 
que,  on  aura  g = 14;  ceft  la  fécondé  valeur  de#  déduite 

de  la  2*  valeur  de/,  dans  laquelle  il  y a — ViM  — tïP* 
= — 28  Après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  /,  #,  h , on  les 
fubltituera  avec  celles  de  p,  qy  dans  l’équation  de  la  racine 
inife  à part  x = , obfervant  que  fi  l’on  fubflitue 

la  première  valeur  1 e#  -=  — 28  , il  faut  fubflituer  à même 
temps  la  première  valeur  de/=  -*•  8 ; & que  fi  l’on  fubflitue 
la  féconde  valeur  de#  = -*-  14  , il  faut  fubflituer  à même 
temps  la  fécondé  valeur  de/  = ■+■  i>  & l'on  trouvera  toujours, 
que  la  racine  de  la  propofée  efl  x = ■+-  6.  Ce  qui  itoit  propofé. 

Démonflration  de  cette  méthode ~ 

T iE  dernier  divifeur  — px  ■+■  gx  •+•  hx  ■+*  ffx  — q M-  fg 
Hrfh  = o,  d’où  l’on  déduit  x = > qui  donne  par 

la  fuppofition  un  refie  égal  à zéro , étant  déterminé  par  la 
fuppufition  des  valeurs  des  trois  indéterminées /,  #•,  h , qu’on 
trouve  en  fuppofant  la  réduite  égale  à zéro , & chacun  de 
fes  deux  termes  moyens  auffi  égal  à zéro;  ce  dernier  divi- 
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feur , dis-je  , dans  lequel  l’inconnue  x eft  linéaire  , étant  de- 
venu  déterminé  , eft  neceflairement  un  divilèur  exa&  de 
] équation  propolée  , puifque  par  la  démonftranon  de  la 
méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de  deux 
équations  qui  ont  la  même  inconnue , il  eft  un  divifeur  exaét 
de  la  propofée  & de  l'équation  feinte  ou  indéterminée  xx 
— fx  — g — ° > lorsqu’elle  eft  devenue  réelle  & déter- 
— b . • 

minée  j car  il  ne  laiflè  point  de  refte , ou , ce  qui  eft  la  même 
choie,  il  laiflè  un  relie  égal  à zéro.  Mais  une  équation  où  * eft 
linéaire,  & qui  divife  exactement  la  propofée,  en  contient  une 
racine  par  la  formation  des  équations . La  méthode  fait  donc 
trouver  une  racine  de  la  propofée . Ce  qu'il  falloir  démontrer . 

Remarques  fur  cette  m ttbode . 

I. 

Jj’ar  T de  cette  méthode  confifte,  i® , à pouvoir  reprefen- 
ter  par  le  moyen  des  indéterminées/,  g,  b,  une  équation 
kx  — fx  — g = o , moindre  d’un  degré  que  la  propolée , 
— b 

qui  ait  une  racine  commune , ceft  à dire  un  divifeur  com- 
mun ou  x Ibit  linéaire , avec  la  propolée  ; , à trouver  ce 

divifeur  commun  par  la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
divifeur  commun  , d’une  maniéré  indéterminée  > 3° , à pou- 
voir déterminer , en  fuppofant  que  ce  dernier  divifeur  com- 
mun ne  laiflè  aucun  relie,  par  le  moyen  du  refte  fuppolé 
égal  à zéro , & chacun  de  fes  termes  moyens  aufli  égal  à 
zéro , les  valeurs  des  indéterminées , f , g,  b , propres  à rendre 
réelle  l’équation  indéterminée  *x  — fx g = o , qui  a 

— b 

une  racine  commune  ou  un  divifeur  commun  avec  la  propo- 
fée dans  lequel  x eft  linéaire  , & propres  aufli  à rendre  réel 
ce  divifeur  commun  qui  contient  une  racine  de  la  propofée. 

II. 

Quand  on  a trouvé  les  valeurs  des  indéterminées/,  g,  b, 
il  eft  d’ordinaire  plus  court  de  les  fubftituer  immédiate- 
ment dans  l’équation  indéterminée  de  la  valeur  de  la  racine 
* — ~jfl  > que  de  fc  fervir  de  la  formule  x = — 

» c m 
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III. 


On  a mis  deux  indéterminées  g & b au  dernier  terme 
de  1 équation  indéterminée  xx  — fx  — g = o ; parceque 

— b 

fi  l’on  n’en  mettoit  qu’une  feule , on  trouverait  une  réduite 
dont  le  fécond  terme  n’aurait  qu’une  feule  grandeur , ce  qui 
obligerait  à faire  évanouir  ce  fécond  terme , & demanderoit 
un  plus  long  calcul . 

IV. 


La  valeur  de  / contenant  la  grandeur  V^qq  — ~p * , qui 
efl  imaginaire  quand  furpafle  \qq , cette  méthode  n’eft 
utile  que  quand  \qq  furpaffe  rrf,  ou  quand  il  y a V\qq  ■+■  rrP3\ 
ainfi  cette  méthode  fait  à la  vérité  toujours  trouver  une  for- 
mule de  la  racine  qu’on  cherche,  mais  cette  formule  contient 
dans  plufieurs  cas  des  expreffions  imaginaires  lorfque  la  raci- 
ne eft  réelle. 

V. 

Cette  méthode  s’étend  à tous  les  degrés,  pourvu  qu’on  ail- 
le de  fuite;  car  fi  on  l’applique  aux  degrés  les  plus  élevés,  on 
verra  que  pour  trouver  la  première  indéterminée  par  l’équa- 
tion du  fécond  terme  de  la  réduite  fuppofé  égal  à zéro,  l’équa- 
tion à réfoudre  fera  linéaire;  l’équation  du  3*  terme  de  la  ré- 
duite fuppofé  égal  à zéro  , qui  fert  à trouver  la  fécondé  indé- 
terminée, fera  du  fécond  degré;  l’équation  du  4'  terme,  qui 
fervira  à trouver  la  troifiéme  indéterminée,  fera  du  3e  degré; 
& ainfi  de  fuite. 


Remarques  fur  les  Problèmes  précédents, 

I. 

1 x , JjE  s Problèmes  de  ce  Livre  ne  fervent  pas  feulement  à re- 
’ foudre  les  équations  compofees  qui  n’ont  qu’une  inconnue,  ils 
fervent  auffi  à refoudre  celles  qui  ont  deux  ou  plufieurs  in- 
connues} car  dans  ce  cas  il  faut  les  regarder  comme  des  gran- 
deurs connues,  excepté  une  feule,  par  rapport  à laquelle  l’é- 
quation fera  ordonnée,  & enfuite  réfoudre  l’équation  par  les 
Problèmes  de  ce  Livre. 

II. 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  commenfurables  des 
équations , de  quelque  degré  qu’elles  puiflent  être  , par  la 
méthode  generale  du  quatrième  Livre  . On  peut  toujours 
" trouver 


Digitized  by  Google 


Litre  V.  257 

trouver  les  racines  des  équations  du  fécond  degré  , quoi, 
quelles  foient  incommenfurables  , par  le  premier  Problème 
de  ce  Livre.  On  peut  trouver  celles  des  équations  du  3'  de- 
gré quand  elles  font  commenfurables  & incommenfurables  , 
excepté  dans  le  feul  cas  irréductible , où  toutes  les  racines 
font  réelles  & incommenfurables  ; car  on  a vu  que  la  for- 
mule de  la  racine  dans  ce  cas , renferme  des  expreflions  ima- 
ginaires, qu’on  ne  peut  pas  faire  évanouir  par  les  Problèmes 
de  la  fécondé  SeCtion. 

On  peut  toujours  trouver  les  racines  des  équations  du  qua- 
trième degré , excepté  dans  les  cas  où  la  réfolution  renferme 
le  cas  irréductible  du  troifiéme  degré,  par  les  Problèmes  de 
la  troifiéme  SeCtion . On  a aulli  donné  plufieurs  ouvertures 
pour  trouver  les  racines  des  équations  des  degrés  plus  élevés 
que  le  quatrième,  dans  cette  SeCtion. 


SECTION  V. 

Ok  Ton  explique  la  maniéré  de  trouver  let  racines  des 
grandeurs  complexes  incommenfurables  t par  le  moyen 
des  équations. 

Définition. 

a N D une  grandeur  complexe  contient  plufieurs  gran- 
deurs incommenfurables,  ou  feules,  ou  avec  des  grandeurs 
commenfurables,  comme  \/a  y'b  ■+•  ✓r,  ou  a t 'b,  &c. 

chacune  des  grandeurs  incommenfurables  differentes  eft  un 
terme  de  la  grandeur  complexe;  & quand  il  y a des  gran- 
deurs commenfurables , elles  ne  font  toutes  enfemble  qu’un 
feul  terme  de  la  grandeur  complexe  s ainfi  a+**/b  contient 
deux  termes  ; de  même  a •<-  b -h  f/c  ne  contient  que  deux 
termes i a •+*  t/ b s/’c  contient  trois  termes;  & ainfi  à 

l’infini.  Une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui  a deux 
termes,  s’appelle  un  binôme  ; quand  elle  a trois  termes,  un 
trinôme  ; quand  elle  en  a quatre , un  quadrinome  ; & ainfi 
de  fuite  ; a •+■  b «H  y'c  eft  un  binôme  ;✓<*«+•  v^b  \/ç 
efl  trinôme,  &c. 


Kk 
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PROBLEME  VIII. 

i i (S.  R OU  VE  R la  racine  2*  , 3* , 4*  , Ûc.  d’une  grandeur 
complexe  incommensurable . 

METHODE. 

i°.Xl  faut  fuppofer  une  grandeur  complexe  incommenfu- 
rable , qui  reprefente  par  des  grandeurs  indéterminées  la  ra- 
cine de  la  propofée  qu’on  cherche;  cette  grandeur  qu’on  fup- 
pofe  doit  avoir  ces  conditions:  i*.  qu’il  y ait  une  indétermi- 
née dans  chaque  terme  de  la  grandeur  qu’on  fuppofe  repre- 
fenter  la  racine  qu’on  cherche:  2°.  qu’en  élevant  cette  gran- 
deur fuppofée  à la  puiflance  dont  l’expofant  eft  celui  de  la 
racine  qu’on  cherche;  c’eft  à dire,  l’élevant  au  quarré  fi  on 
cherche  la  racine  quarrée  ; à la  troifiémc  puiflance  , fi  on 
cherche  la  racine  cubique,  &c.  la  grandeur  complexe  incom- 
menfurable  qu’on  trouvera,  ait  precifement  le  meme  nombre 
de  termes,  & difpofés  de  la  même  maniéré  & avec  les  mê- 
mes lignes  que  la  propofée  > c’efl  à dire , fi  la  propofée  eft 
un  binôme,  & qu’on  en  cherche  la  racine  quarrée  , il  faut 
fuppofer  une  grandeur  complexe  qui  reprefente  la  racine,  tel- 
le que  fon  quarré  lôit  un  binôme  lëmblable  ; fi  la  propofée 
eft  un  trinôme,  que  le  quarré  de  la  fuppofée  /bit  un  trinôme 
femblable;  fi  l’on  cherche  la  racine  cubique  de  la  propofée  , 
que  la  troifiéme  puiflance  de  la  grandeur  fuppofée  foit  un 
binôme,  un  trinôme,  &c.  lëmblable  à la  propofée  ; fi  elle 
eft  un  binôme  , un  trinôme,  &c.  cette  condition  doit  regler 
les  lignes  radicaux  de  la  grandeur  qu’on  fuppolëra  reprefën- 
ter  la  racine;  ces  fignes  radicaux  doivent  avoir  ordinairement 
les  mêmes  expofans  que  dans  la  propofée;  c’eft  à dire,  fi  les 
fignes  radicaux  de  la  propofée  font  >/,  ceux  de  la  grandeur 
fuppofée  doivent  être  pour  l’ordinaire  J ; fi  les  fignes  radi- 
caux de  la  propofée  font  ■Y , ceux  de  la  grandeur  fuppofée 
doivent  auffi  être  pour  l’ordinaire  , &c.  il  y a pourtant 
quelque  cas  où  ils  doivent  être  differens. 

20.  Il  faut  clever  au  quarré  la  grandeur  fuppofée  , fi  l’on 
cherche  la  racine  quarrée  de  la  propofée  ; à la  troifiéme 
puiflance , fi  l’on  cherche  la  racine  cubique  ; & ainfi  de  fui- 
te > & fuppofant  que  la  grandeur  complexe  ainfi  élevée  re- 
prefente la  propofée  , on  les  comparera  l’une  avec  l’autre 


Digitized  by  Google 


L I V R E V.  ISP 

terme  à terme;  c’efl  à dire,  on  fuppofêra  les  termes  de  l’une 
égaux  aux  ternies  correfpondans  de  l’autre  ; ce  qui  donnera 
les  équations  particulières  propres  à trouver  les  valeurs  des  in- 
déterminées qu’on  a fuppofées. 

3°.  On  réduira  toutes  ces  équations  particulières  à une  feu- 
le qui  ne  contienne  pour  inconnue  qu’une  feule  des  indéter- 
minées qu’on  a fuppofées , & on  trouvera  les  valeurs  de  cet- 
te indéterminée  par  les  Problèmes  précédents;  & par  le  moyen 
de  cette  valeur,  on  trouvera,  en  fe  fervant  des  équations  par- 
ticulières qu’a  donné  la  fuppofition  des  termes  correfpondans 
égaux , les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  qu’on  a fup- 
pofées. 

4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  à la  place  des  indétermi- 
nées dans  la  grandeur  complexe  indéterminée  qu’on  a prife 
pour  reprefenter  la  racine  de  la  prupofée  qu’on  cherche»  & 
après  Jes  fubftitutions , elle  fera  la  racine  qu’on  cherchoit. 

R E M A R QJJ  E. 

Si  Indéterminée  qui  fert  d’inconnue  à l'équation  du  troifié- 
me  article,  qui  ne  contient  qu’une  feule  indéterminée,  a plu- 
fîeurs  valeurs  réelles,  chacune  de  ces  valeurs  pourra  fervir  à 
trouver  la  racine  qu’on  cherche. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  s’éclaircira  par  l’application 
qu’on  en  va  faire  a des  exemples. 

Exemple  I. 

Pou  R trouver  la  racine  quarrée  du  binôme  •*-  7 ^48  ; 

i° , on  fuppofêra  que  le  binôme  -*•  / -4-  iSg  reprefente  la  raci- 
ne  qu’on  cherche  , / & g font  des  grandeurs  indéterminées . 
a°.  On  éleyera  ■+•  / ■+■  au  quarré , & l’on  aura  ff  •+*  g 
qui  un  binôme  femblablc  au  propofé,  en  prenant 
la  grandeur  commenfurable  ff  •+•  g pour  un  feul  terme  du 
binôme  ff  -4-  g -4-  2 fi/g . On  fuppofêra  que  ff  -4-  g +•  ifi^g 
reprefente  le  binôme  propofé  -4-7-4-  ^48 , & que  les  termes 
correfpondans  font  égaux  t fçavoir  la  grandeur  commenfu- 
rable ff  g égale  à la  grandeur  commenfurable  h-  7 , & 
l’incoramenfurable  -h  2 fi/g  égale  à l’incommenfurablc  ^48 . 
On  a donc  les  deux  équations  particulières:  1" , ff  -*■  g = 7 ; 
ie,  ■+■  = *^48 . 3®.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on 

êlevera  au  quarré  chacune  de  ces  équations , & l’on  aura 

Kk  ii 


/ 


Digitized  by  Google 


a6o  Analyse  démontré' e. 

f*  -4-  îffg  -4-  gg  — 49 , ôc  4 ffg  = 48.  On  ôtera  le  premier 
membre  4 ffg  du  premier  membre  f*  -4-  iffg  -4-  gg , & le 
fécond  48  du  fécond  49  ; & l’on  aura  /+  — • 2 ffg  -4-  gg  = 49 

— 48  = 1 > tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , 
on  trouvera  ff — g = y'i  = 1 , d’où  l’on  déduira  g=ff 

— 1.  On  fubftituera  cette  valeur  de  g dans  l’équation  ff  g 

= 7,  & l’on  aura  iff  — 1 = 7,  d’où  l’on  déduira  ff  = 4, 
& / = 2 > mettant  cette  valeur  de  ff  dans  g=ff  — 1,  on 
trouvera  g = 3.  40.  On  fubftituera  les  valeurs  de  / & de  g 
dans  / •+•  y'g  , qui  reprefente  la  racine  qu’on  cherche  , & 
apres  les  fubftkutions  l’on  aura  f ■+■  l 'g  = 2-4-  ^3 > c’eft 
la  racine  quarrée  de  7 -4-  ^48  que  l’on  cherchoic . 

Exemple  II. 

Po  u R trouver  la  racine  quarrée  de — — 8 , 1 * , on 
fuppofera  que  -4-  / -4-  t''  — g reprefente  la  racine  qu’on 
cherche  ; / & g font  indéterminées  . 20.  On  élevera  -4-  / 
-t-  . — g au  quarré,  & l’on  aura  ff  — g • 4-  2 fV  — g ( par 
la  fuppofition)  = — 1 -4-  y'  — 8,  on  fuppofera  ff  — g = 

— i,  & 2/V  — g = H-  y'  — 8.  3“.  Elevant  chacune  de 

ces  équations  au  quarré,  on  trouvera  f*  — 2 ffg  -4-  = 1, 

& 4 ffg  = 8 ; on  ajoutera  enfemble  ces  deux  équations , ëc 
l’on  aura  f*  -4-  %ffg  -4-  gg  = 9 ; tirant  la  racine  quarrée  de 
chaque  membre,  on  trouvera  ff  ^ g — 3 , d’où  l’on  dédui- 
ra £ = 3 — ff  > on  fubftituera  cette  valeur  de,g  dans  ff — g 
= — 1,  & l’on  aura  2 ff  = 2 ,ff  = 1 , &/=  i,  on  fubfti- 
tuera cette  valeur  deff  dans  g = 3 — ff,  & l’on  trouvera 
g — 2. 40.  On  fubftituera  les  valeurs  de/&  de  g dans /*+VS 
— g,  & l’on  aura/ -4-  V — g=  1 -4-  V*  — ■ 2 . Cefl;  la  raci>* 
ne  quarrée  de  — 1 -4-  */  — 8 que  l’on  cherchoit . 

Exemple  ÏIL 

P ou  R trouver  la  racine  quarrée  du  quadrinome  ro  -4-  v/24 
•4-^40 -4- y/ 60:  i°,  on  fuppofera  quev//^“vfg-+-V'£eft  l’cx- 
preffion  indéterminée  de  cette  racine;/, g,  b,  font  indétermi- 
nées. 2*.  On  élevera  Vf  *+■  Vg  ■+*  Vb  au  quarré  , & l’on  au- 
Ta/**“£  & "*■  2 z//&  ■+*  = (par  la  fuppofition) 

=10  -4-\/24-4-y4o-4-\/6o;  en  comparant  les  termes  corref- 
pondans , on  aura  les  équations  fuivantes:  i**,  2Vfg  = V*\* 

1‘»  Wfb—V^o J 3e,  2Vgf}  — Vf>0\  4',/-4-g-4-è=  IQ 
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3*.  Pour  dégager  les  indéterminées  qu’on  regarde  comme 
des  inconnues , on  ôtera  les  incommenfurables , & l’on  aura 
i'*,  qfg  = 24 > 2e,  4/6  = 40;  3e,  igh  = 6o.  On  trouvera 
par  la  i"f=  | , & par  la  2' , /=  ^ ; par  confequent  j =-îr , 
&6b  = iog,ocg  = JJ:-.  Par  la  3* , on  trouvera  g = ^-\  par 
confequent  -*£-  = -V-  ; d’où  l'on  déduira  éA=2j,&A=y. 
On  mettra  cette  valeur  de  & dans  g = , & l’on  trouvera 

g = 3 . On  fubftituera  cette  valeur  de  g dans  /=  | , & l’on 
aura/=  2.  Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant 
trouvées,  on  les  fubftituera  dans  la  4*  équation 
= 10 j & comme  l’on  trouve  2 ■+•  3 ■+•  5 = 10,  ccft  une 
marque  qu’on  a découvert  les  véritables  valeurs  des  indéter- 
minées. 40.  On  fubftituera  ces  valeurs  dans y'g^-^'b^ 
& l’on  aura  1^2  ■+•  v^i  *+•  1^5 , pour  la  racine  que  l’on  chcr- 
choit  de  10  ■+■  ^24  ^40  -»•  1^60 . 

Avertissement. 

rJ"'oUT  T article  ç6  contient  des  exemples  où  l’on  trouve 
par  cette  méthode  la  racine  cubique  d’un  binôme  qui  n’a  que 
le  figne  radical  \/  ; ainft  il  eft  inutile  d’en  mettre  ici  d’autres 
exemples. 

Pour  trouver  la  racine  4e  d’une  grandeur  complexe  in- 
commenfurable , il  faudra  d’abord  chercher  par  la  méthode 
la  racine  2'  de  la  propofee  , & enfuite  la  racine  2e  de  la  ra- 
cine qu’on  vient  de  découvrir,  & elle  fera  la  racine  4' de  la 
propofee . 

De  même  pour  trouver  la  racine  6*  d’une  grandeur  comple- 
xe incommenfurable  , il  faudra  d’abord  chercher  la  racine  2* 
de  la  propofée  , & enfuite  la  racine  3'  de  cette  racine , & elle 
fera  la  racine  6e  de  la  propofée. 

Pour  en  trouver  la  racine  9e , on  cherchera  d’abord  la  raci- 
ne 3e;  & enfuite  la  racine  3' de  cette  racine,  & elle  fera  la 
racine  9*  de  la  propofée;  & ainft  des  autres  racines  dont  l’ex- 
pofant  peut  fe  divifer  par  des  nombres  entiers. 

Exemple  IV. 

Pour  trouver  la  racine  3*  de  3 -4- ^3 24 6,1% on 
fuppofera  que  lexpreffion  indéterminée  de  cette  racine  eft 
v'Y  J g ; 20 . on  prendra  la  troifiéme  puiflancc  de  cette 
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expreflîon , & Ion  aura  /-♦-£-+-  31/ ffg  ■+■  3 1/fgg  pour  I'ex- 
preflicn  indéterminée  de  la  propofée  ; on  fuppofera  leurs 
termes  correfpondans  égaux , & l’on  aura  les  trois  équations 
fui  vantes  : 1",  f+g  = y,  a*,  3 J ffg  = ^324;  3«,  3//^ 
==  >^48 <5 . 30.  Pour  dégager  les  indéterminées,  on  ôtera  les 
incommenfurables  de  la  fécondé  & troifiéme  équation , & 
Ion  aura  pour  la  fécondé  27 ffg  = 324  ; d’où  Ion  déduira 
ffg=i2,&.g  = jf"t  on  aura  pour  la  troifiéme  27/^  = 486, 
d’cù  l’on  déduira  fgg  = 18 , & /=  jfi  . On  prendra  la  va- 
leur  de  gg  dans  l’équation  g = jfy  & l’on  aura  gg=  '-fi*  y 
& on  la  fubftituera  dans / = — , & l'on  trouvera  f—  'JfL  , 
qui  fe  réduit  à /=  -Ç , qui  donnera  p = 8 , &cf=  2!  +Ôn 
fubftituera  la  valeur  de  ff=  4 dans  g = , & l’on  aura 

g = 3 • Les  valeurs  de  toutes  les  indéterminées  étant  dé- 
couvertes , on  les  fubfiituera  dans  la  première  équation  f-+“g 
= 5 ; & comme  l’on  trouve  5 = 5,  c’eft  une  marque  qu’on 
a découvert  les  véritables  valeurs  de/&  de^  ; 40.  On  les  fub- 
fiituera dans  l’exprefiion  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cher- 
che, & l’on  aura>K/-4->K<g  = /2*4-vé3  : c’eft  la  racine  que 
l’on  cherchoit  _ 

Exemple.  V. 

Pour  trouver  la  racine  5*  de  76  -4- 1/5808 , i°,  on  fuppo- 
ièra  que  f ■+■  1 /g  eft  l’expreflion  indéterminée  de  cette  raci- 
ne j 20.  on  l’élevera  à la  5*  puiflance , ôt  l'on  aura  f •+■  10 pg 

^“5  fgg  *♦*  5 /+  ■+“  10ffg  ■+*  gg  x Kg  » P°ur  l’exprefiion  indéter- 
minée de  la  propofée.  On  fuppofera  leurs  termes  corref- 
pondans égaux , & l’on  aura  ces  deux  équations  : 1",  f -4-  îofg 

•^5^5  = 76;2'.  5 f**mI°ffg+‘gg  x 580853°.  Pour 

dégager  les  indéterminées,  on  élevera  chacune  de  ces  équa- 
tions au  quarré , & l’on  aura  pour  la  première  f°  ■+•  2c pg 
•+■ 1 19 f‘gg  *+■  locpg  -h  25 ffg*  — 5776;  & pour  la  fécondé, 
2 5 fg  •+■  ioc fgg  -4-  I lopg  -t-  20 ffg*  g' = 5808.  On  ôtera 

la  première  de  ces  équations  de  la  féconde,  & l’on  aura  le 
refie  — f°  ■+■  tfg  — ic fgg  -p  le fig’  — 5 ffg*  g'  = 32. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  eft  la  5'  puiflance  de 
— & Ie  fécond  eft  la  5e  puiflance  de  2 ; ainfi  tirant 

la  racine  5e  de  chaque  membre,  on  aura  — jf+g=i; 
d’où  l’on  déduira  g=ff  2,  Ôcgg  =f  «+•  4// -h  4 . On. 
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fubfiituera  ces  valeurs  deg&  de  gg  dans  f>  -4-  iofg  -4-  tfgg 

— y 6,  & l’on  trouvera  1 équation  îéf  ■+■  40/1  •+■  20/ — y 6 
= 0,  qui  fe  réduit  en  divifant  par  4,  à 4 f •+-  io/*  ■+•  5/ 

— 19=0,  qu’on  transformera  , en  fuppofant  / = £ , en 
£»  .+•  40#  -4-  320 b — 4864  = o,  qui  a pour  divifeur  exact 
b — 4 = o ; ainfi  b ==  4,  & / = \ = 1 . On  fubitituera  la 
valeur  de  / dans  g — ff  •+■  2 , & l'on  trouvera  g=  3.  40.  On 
fubfiituera  les  valeurs  de  /&  de£  qu’on  vient  de  découvrir, 
dans  f -4-  i/g,  & l’on  aura  f+-/'g  = 1 -h  >^3;  c’eft  la  racine 
5*  que  l’on  cherchoit. 

Cette  méthode  n’a  pas  befoin  de  démonflration,  n’étant 
tju’une  application  de  la  méthode  qui  employé  les  indétermi- 
tiées  dans  les  équations . 

AVER  TISSEMENT. 

T «‘ex  TR  ACTION  des  racines  des  grandeurs  complexes 
incommenfurablcs,  n’efi  pas  de  grand  ufage  dans  les  Mathé- 
matiques; ainfi  il  fuffit  d’en  avoir  ici  donné  la  méthode  gene- 
rale; cependant  comme  l’on  trouve  dans  l’application  de  cet- 
te méthode  plufieurs difficultés,  on  a cru  devoir  marquer  les 
principales,  & indiquer  les  moyens  de  les  furmonter  dans  les 
remarques  fuivantes,  pour  ceux  qui  auroient  de  la  curiofité 
pour  cette  matière . 

R E M A R QJT  E S. 

I. 

1 1 7*  T 1 A première  difficulté  qu’on  trouve , eft  fur  le  nombre  des 
termes  incommenfurables  qu’on  doit  donner  à l’expreffion 
indéterminée  , qu’on  fuppofe  reprefenter  la  racine  qu’on 
cherche  : fi  l’on  veut  fe  mettre  en  état  de  la  furmonter , il 
faut  prendre  par  ordre  des  grandeurs  complexes  qui  ayent 
deux,  trois,  quatre  termes,  &c.  avec  le  figne^,  comme 
a'+v'b , v'a'+v'h , a+v'b+'vSc , , a-*  \/b 

d , , & ainfi  de  fuite;  les  éle- 

ver par  ordre.à  la  pui fiance  2* , 3* , 4',  &c.  & remarquer  le 
nombre  des  termes  qu’auront  ces  différentes  puifiànces , & en 
faire  une  table  . Il  faut  faire  la  même  chofe  pour  les  gran- 
deurs complexes  incommenfurablcs,  dont  les  lignes  radicaux 
feront/,*',^,  &c. 
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On  connoîtra  par  ce  moyen , quand  on  voudra  chercher  la 
racine  2e,3*,&c.  d’une  grandeur  complexe  incommenfura- 
ble , le  nombre  des  termes  quon  doit  fuppofer  dans  lexpreflion 
indéterminée  de  la  racine;  car  ayant  remarqué  par  exemple, 
qu’un  binôme  a pour  quarré  un  binôme , qu’un  trinôme  a pour 
quarré  un  quatrinome,  qu’un  quatrinome  a pour  quarré  une 
grandeur  complexe  de  fept  termes , &c.  (on  Tuppofe  qu’il  n’y 
a de  ligne  radical  que  />  ) quand  on  voudra  chercher  la  raci- 
ne quarrée  d’une  grandeur  incommenfurable , par  exemple  de 
fept  termes,  il  faudra  fuppofer  que  l’expreffion  de  la  racine  a 
quatre  termes;  & ainfi  des  autres.  Il  faut  cependant  remar- 
quer qu’une  grandeur  complexe  incommenfurable,  dont  les 
grandeurs  qui  font  fous  les  lignes  radicaux  dans  tous  les  termes, 
n’ont  aucun  divilêur  commun , étant  élevée  à une  puiflànce 
quelconque , cette  puiflànce  aura  plus  de  termes  que  n’en  aura 
une  femblable  puiflànce  d’une  autre  grandeur  complexe  in- 
commenfurable d’un  même  nombre  de  termes  que  la  premiè- 
re, mais  dont  les  grandeurs  qui  font  fous  les  lignes  radicaux, 
ont  des  divifeurs  communs . Par  exemple  le  quarré  de  y'î 
«+■  y' g y' b •+*  1 Si  a fept  termes,  mais  le  quarré  de //  -4-y/g 

M-y/p  -h y /gb,  n’a  que  quatre  termes;  & le  quarré  de  — f 
-<-y //  y/g  -t-yZ/g , n’a  que  trois  termes.  Ces  remarques  aide- 
ront à déterminer  le  nombre  des  termes  que  l’on  doit  fuppo- 
fer dans  l’expreinon  indéterminée  de  la  racine  qu'on  cherche; 
& les  remarques  qu’on  pourra  faire  fur  les  fignes  radicaux  des 
grandeurs  complexes  incommenfurablesqü  on  aura  élevées  aux 
puiflànces  2*,  3*,  4e,  &c.  ferviront  à faire  connoître  les  lignes 
radicaux  qu’on  doit  fuppofer  dafts  l’expreffion  indéterminée  de 
la  racine  qu’on  cherche. 

IL 

La  fécondé  difficulté  qu’on  trouve  en  cherchant  les  raci- 
nes des  incommenfurables  .complexes  fuivant  la  méthode  , 
eft  fur  la  comparaifon  des  termes  de  la  propofée  avec  les 
termes  correfpondans  de  fon  expreffion  indéterminée  ; car 
dans  Iaplûpart  des  cas,  furtout  lorfqu’ils  font  fort  compofcs, 
on  a de  la  peine  à bien  diflinguer  les  termes  correfpondans  . 
Voici  ce  qu’on  doit  faire  pour  ôter  cette  difficulté  : Il  faut 
prendre  par  ordre  des  incommenfurables  complexes  en 
nombres,  i°,  avec  le  ligne  radical V ; 2°,  avec  le  ligne/; 
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& ainG  de  fuite , & mettre  de  l’ordre  dans  les  termes  , met- 
tant , par  exemple , le  plus  petit  au  premier  terme,  celui  qui 
furpafle  immédiatement  le  plus  petit , au  fécond  terme  ; & 
ainfi  de  fuite.  II  faut  prendre  à même  temps  une  incommen- 
furable  complexe  en  lettres  avec  les  mêmes  lignes  radicaux,  & 
qui  ait  le  même  nombre  de  termes;  par  exemple  fi  l’on 
prend  \Si  ■+■ 1/3  •+■  ^5  ^7,  on  prendra  à même  temps 

v'f  ■+■  v/ g » y b ■+•  \/‘i . II  faut  élever  l’un  & l’autre  fucceffi- 

vement  aux  puifiances  2 *,  3%  4*,  &c.  & fuppofant  que  les  let- 
tres du  quadrinome  littéral  répondent , félon  l’ordre  où  elles 
font,  aux  nombres  du  quadrinome  numérique,  & qu’elles  les 
reprefentent , on  remarquera  avec  attention  dans  chaque  puif- 
fance , quelles  font  les  grandeurs  numériques  correfpondantes 
aux  grandeurs  littérales;  ce  qui  fera  facile  à diftinguer:  on  re- 
marquera auffi  dans  les  puifiances  de  la  grandeur  complexe  nu- 
mérique, l’ordre  fuivant  lequel  il  faut  arranger  les  termes, 
afin  qu’ils  foient  correfpondans  à l’ordre  naturel  des  termes  de 
la  femblable  puiffance  de  la  grandeur  complexe  littérale  . Si 
l’on  prend  la  peine  de  fe  rendre  ces  operations  familières , en 
faifant  plufieurs  exemples  de  la  maniéré  qu’on  vient  de  l’indi- 
quer , on  diftinguera  aifément  en  pratiquant  la  méthode , quels 
font  les  termes  correfpondans  de  l’cxpreffion  indéterminée , & 
de  la  grandeur  propofée. 

III. 

II  arrive  fouvent  qu’on  trouve  beaucoup  plus  d’équation* 
particulières , qu’on  n’a  fuppofé  de  grandeurs  indéterminées 
dans  l’expreflion  indéterminée  de  la  racine  qu’on  cherche; 
dans  ces  cas  le  plus  court  eft , quand  on  a trouvé  les  valeurs 
des  indéterminées  par  autant  d’équations  qu’on  a fuppofé 
d’indéterminées , de  fubftituer  ces  valeurs  dans  l’expreflion  de 
la  racine , & de  l’élever  enfuite  à la  puiffance  de  la  propofée., 
c’eft  à dire  au  quarré,  fi  on  cherche  une  racine  quarrée  : à la 
troifiéme  puiffance  , fi  on  cherche  une  racine  cubique , &c. 
car  fi  on  trouve  que  cette  puiffance  de  la  racine  qu’on  cher-, 
che , foit  la  même  grandeur  que  la  propofée  , on  a trouvé  la 
racine  qu’on  cherchoit  ; fi  cela  n’arrive  pas , il  faut  chercher 
d’autres  valeurs  des  indéterminées , & continuer  jufqu’à  ce 
que  cela  arrive. 

L1 
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IV. 

Quand  l’indéterminée  qui  fert  d’inconnue  à l’équation 
dont  il  eft  parlé  dans  le  troilïéme  article  de  la  méthode, 
qui  ne  contient  que  cette  feule  indéterminée  , quand , dis-je  , 
cette  indéterminée  n’a  ipas  de  valeur  commcnfurable  dan$ 
cette  équation  , il  faut  ceflèr  la  recherche  de  la  racine  qu'on 
cherchoiti  & il  fuffit  de  mettre  au-devant  de  la  propofée 
le  ligne  radical  avec  l’expofant  de  la  racine  qu’on  cher- 
choit  ; par  exemple , fi  l’on  cherchoit  la  racine  cubique  de 
t'a +•  , il  fuftiroit  d’écrire  # v' a 

Exemple  VI. 

Où  Ton  fait  T application  des  remarques  précédentes . 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée  de  la  gran- 
deur complexe  incommenfurable  15  *<-  '28 -*-^40 

-+*>/i40»4-v'56 -♦-v'ao,  qui  a fept  termes . 

i°.  Il  me  faut  chercher  une  grandeur  complexe  incommen. 
furable,  qui  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  racine 
que  je  cherche,  & dont  le  quarré  contienne  fept  termes:  Pour 
trouver  combien  cette  racine  elle-même  doit  contenir  de  ter- 
mes, j’élève  au  quarré  le  trinôme  /-+-  yfg  -+•>//*,  & trouvant 
que  le  quarré  ne  contient  que  quatre  termes,  je  prens  le  qua- 
drinome/-+-  'g  .4-  je  l’éleve  au  quarré,  & trouvant 

que  fon  quarré  ff  g •+•  h s 2 fVg  2fy/h  -t*  ify/i 

2y /gb  •+•  2</gi  îv'ki,  contient  fept  termes,  cela  me  fait 

juger  que  je  dois  fuppofer  pour  1 exprefïion  indéterminée  qui  re- 
prefente la  racine  que  je  cherche , un  quadrinome  indéteriminé, 
comme  f'+Jg  -t-Vé  y/i-,  l’élever  au  quarré,  & j’aurai 
ff  g •+"  k •*“  i i/Vg  •+*  2 fy/b  ■+■  2 fy/i  *+-  2 y/gh  ■+■  2 gi 
-t-  2 y/hi , qui  reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  gran- 
deur complexe  propofée  1 5 -+->/8  ',  &c. 

2°.  Pour  difiinguer  les  termes  correfpondans  de  ces  deux 
grandeurs  complexes  , l’une  littérale  &.  l’autre  numérique , 
que  je  fuppofe  égales , je  prens  un  quadrinome  numérique 
Vi  ou  bien  1 >/2  V? , que  je  range  de  maniéré 

que  la  plus  petite  grandeur  foit  la  première  , àc  enfuite  celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  j & ainfi  de  fuite  : je  la 
fuppofe  reprefentée  par  le  quadrinome  littéral  f+'Vg  -t-v^ 
de  maniéré  que  /reprefente  1 tVg  reprefente  /*,  & 
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a.nfi  de  fuite  : j’éleve  l’une  & l’autre  au  quarté,  & ordon. 
nant  les  termes  dans  le  quatre  numérique  dans  le  même  or- 
dre que  dans  le  quarre  littéral , je  trouve  ir  -h  i^8  ■+.  y'iz 
-♦-/20  -4-/24  •+• /40  +-\/6ot  qui  elt  reprefenté  par  ff  ? 
+ b + 1 + ifisg  + ifisb  -t-  ^ ly'S+iy'bf. 

& en  remarquant  avec  attention  les  termes  correfpondans  ' 
je  vois  que  la  fomme  de  tous  les  quarrés  des  termes  ff+  l 
T.  A -f  i,  reprefente  la  fomme  des  quarrés  des  termes  qui 

etrC  V irqUC  rePrefente  v^8  ; zf  y/b  reprefente  / , a , 
& ainfi  de  fuite.  Cela  me  fait  voir  qu’il  faut  ordonner  les 
termes  de  la  grandeur  propofée  de  maniéré  qu’ils  aillent  de 
fuite  en  augmentant , & elle  fera  1 5 -f  /8  -4-  y^o  -+■  y/28 

? ^4°  fy  5^/14°;  & alors  les  termes  correfpondans 
feront  de  fuite , & j aurai  les  équations  fuivantes  ff-+-  v 

Tj 15t  ff*  2%b = /2°«  »//' =' %,  » 

= ^4°.  2/^  = /56,  2/Az  = /14o.  * 

3°.  Les  termes  correfpondans  étant  ainfi  diftingués , il  ne 
faut  plus  que  dégager  les  indéterminées  regardées  comme 
inconnues  ce  qui  eft  facile  en  ôtant  d’abord  les  incommen- 
furables , ôc  opérant  enfuite  à l’ordinaire;  & l’on  trouvera 
pr  Uq-ae™  4JS  = 8 , quetf  = } i p’ar  réquatlon  S 
— 20  , que  | > par  confequent  £ =t=  i & ç — ±*1  . 

SSWV*"  <?*=  **.  W=  f , par’conl 
^ ~ T>  & — 7 < i on  trouvera  par  l’équation 

— 4®  j que  g — -£-•  comparant  cette  valeur  de  ? avec 
g = jb , on  aura  ÿ.  = th  . d»où  yon  déduira 

« A _ 5 ; on  fubftituera  cette  valeur  de  h dans  2 — ± b & 
Ion  trouvera  , = a ; ou  fubffituera  cette  valeur  de’»  dans 
"==  f * * lo"  aura .//=  enfin  on  fubffi. 

On  fihV,  de’?  = & l'on  trouvera  ,’  = 7, 

On  fubfi, tuera  CCS  valeurs  de/,  j,  i,  dan sf+Vg+Jî 

ZÙt'ZZl  ' t/’  * Vl,  * Vl P°ur  *a  «cine  de  la  ’ 
piopoiee  1 s ■+■  t/8  -4-,  ôcc.  car  en  devant  1 -h  v, 

au  quarre , on  trouve  la  propofée  ij  -+-  /U  h-  } &c.5  1 

Exemple  vil 

^0UVje.r  Ia  rac,nc  cubique  de  la  grandeur  complexe 
incommenfurable  10  -^324.-*-  ^6  -h  ^540  * /6480 

fautcherchT^X3î°  "*"/2°25  » <Jui  a huit  termes  : il  me 

W clier'-bv.r  une  grandeur  complexe  incommenfurable  qui 

L1  ij 
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reprefente  d’une  maniéré  indéterminée  la  racine  de  la  pro- 
pose ; pour  la  trouver  , j’éleve  un  trinôme  Vf+Vg+Vb 
à la  troifiéme  puiffance  * & voyant  que  fa  troifieme  puiflance 

»4“  h +3  jffg  3 y fï&,  3#  + wfgb  -r  3^ 

V Afl!,/,  h.  , ygAi , contient  huit  terme» , je  fuppofe  que 
ÿçr+-  l'b  reprefente  d’une  maniéré  indetermmee  la  raci- 
ne que  je  cherche  , & que  la  troifiéme  pmflance  f+g  + b 
h-  xÿffl  , &c.  reprefente  la  propofee. 

i-  Pour  découvrir  quels  font  les  termes  correfpondans  de 
Ja  propofée  & de  la  grandeur  qui  la  reprefente,  & que  je 
lui  fuppofe  égale  , j’éleve  plufieurs  tr«»me*  numenques 

comme  i i 5> 

à la  troifiéme  puiffance*  & faifant  mes  remarques  fur  les  trou 
fiémes  puiflances  de  tous  ces  trinômes  , que  je  regarde  com- 
me reprefentées  par  f+-g+-b  -^3>K ffg  &c.jc  vois  que 

leur  plus  grand  terme  eft  reprefente  par  6 ■Vfgb,  & que  3 '/g&b 
reprefente  dans  quelques-unes  le  plus  grand  terme  apres  e 
précèdent , & que  dans  quelques  autres  il  eft  reprefente  par 

-Lj/ohb  , & en  d’autres  par  3 Jflb. 

3°.  Je  compare  6 Jfgk  avec  le  plus  grand  terme  de  la  pro- 

pofée,  & j’ai  la  première  équation  ôjfgh  — -V 6480  ; je  «xinu 
Le  Vzoay  avec  3 i/ghb,  «5c  j’ai  la  fécondé  équation  3 Vgb 
— ^202.5  ; je  compare  / 1 350  rfvec  3v//^ , & j ai  la  troifie- 
me équation  3 *7»  = >/ « 3î°i  Jc  dégage  te  inconnues  a 1 or- 
dinaire , & je  trouve  /=  2 , g — 3 , 

a0,  le  fubftitue  ces  valeurs  de  f , g , A , dans  la  racine  que 

j’ai  fuppofée  ,&je  trouve  ÿf’*-\/g’*  «/*=  ^2.’+"  vî* 
l’éleve  cette  racine  à la  troifiéme  puiflance  , & je  trouve  que 
ù.  troifiéme  puiffance  eft  la  propofée  10  -h  ^324  -f , &c  d oït 
je  conclus  que  J 2 -*  ^3  fi  elt  Ia  rac,ne  de  h ProP°fee* 

Avertissement. 

Si  la  troifiéme  puiffance  de  la  racine  que  j’ai  trouvée  navoit 
nas  été  la  grandeur  propofée,  j’aurois  changé  la  féconde  oc  a 

troifiéme  équation  en  comparant  3 Jgbb&.  tffhk  Caccdïivc- 

ment  avec  les  plus  grands  termes , julqu  a ce  que  j euffe  trou- 
vé les  valeurs  des  indéterminées  de  la  racine  fuppofée , dont 
la  troifiéme  puiflance  eût  été  la  grandeur  propofée , cequü 
faut  entendre  dans  l’exemple  fixiéme,  & dans  tous  les  autres 
qui  peuvent  fe  prefenter. 
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ANALYSE  COMPOSEE. 

O U 

AN  ALYSEQUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fe  réduilent  à des  équations 
compolécs . 

LIVRE  VI. 

De  l'approximation  des  racines  des  équations  numériques. 

AVER  TISSEMENT. 

On  a expliqué  dans  le  quatrième  Livre  la  maniéré  de  trou- 
ver les  racines  des  équations,  lorfqu’elles  font  commenfurablesi 
dans  ce  cas  , il  eft  inutile  de  les  chercher  par  approximation  : 
On  a aufïi  donné  au  même  endroit  la  méthode  de  réduire  une 
équation  compofée  aux  équations  plus  fimples  dont  elle  efl 
compofée , quand  les  produits  des  équations  linéaires,  qui  con- 
tiennent les  racines  prifês  deux  à deux  , ou  trois  à trois , &c. 
font  des  grandeurs  commenfurables  : Enfin  on  a donné  dans  le 
cinquième  Livre  le  moyen  de  trouver  en  plufieurs  cas  les  ex- 
preflions  incommenfurablcs , mais  exactes  , des  racines  incom- 
menfurables  des  équations  du  fécond  degré,  du  troificme,  du 
quatrième,  &c. 

On  va  donner  dans  ce  fîxiéme  Livre  la  méthode  de  trouver 
les  valeurs  approchées  des  racines  incommcnfurables  de  toutes 
les  équations  compofées  numériques,  & le  moyen  d’approcher 
ces  valeurs  auffi  prés  qu'on  voudra  des  racines  exa&es , qu’on 
ne  peut  pas  avoir  dans  la  derniere  juftefTe. 

On  expliquera  dans  le  feptiéme  Livre  les  méthodes  d'appro- 
ximation des  racines  des  équations  littérales  ou  algébriques. 

Ll  iij 


Digitized  by  Google 


Analyse  demontre'e; 


*70 


SECTION  I. 

Où  Ton  explique  les  principes  d'où  dépend  la  méthode  de 
trouver  pour  chaque  racine  d'une  équation  numérique 
compofée  , deux  grandeurs  , dont  Tune  f oit  moindre , & 
l'autre  plus  grande  que  cette  racine. 

Définition  I. 

LES  grandeurs  entre  lefquelles  Ce  trouvent  les  racines  d’une 
équation  , feront  nommées  les  limites  de  ces  racines.  Si 
l’on  fuppofe  , par  exemple , toutes  les  racines  d’une  équation 
réelles  & inégales  , & que  l’on  nomme  par  ordre  la  première 
celle  qui  eft  la  plus  petite  ; la  féconde , celle  qui  eft  immédia- 
tement plus  grande  que  fa  première , & ainfi  de  fuite;  d’au- 
tres grandeurs  dont  la  première  eft  moindre  que  la  plus  petite 
racine,  la  fécondé  la  furpafîè , mais  elle  eft  moindre  que  la 
fécondé  racine»  & ainfi  de  fuite:  ccs  autres  grandeurs  font  les 
limites  des  racines. 

Q De' FINITION  II. 

l’ AND  les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des  raci- 
nes ü’une  équation  propofée,  on  la  nommera  l’équation  des  /#• 
mites . 

COROLLAIR  E. 

QjORSQJJ  E les  racines  d’une  équation  font  les  limites  des 
racines  d’une  autre  équation  , il  eft  évident  que  les  racines  de 
cette  fécondé  font  auffi  les  limites  des  racines  de  la  première 
équation . 

M 

THEOREME  I. 

Première  Partie. 

Ton  Jubflitue  une  grandeur  connue  quelconque  pofitive,  à la 
place  de  l'inconnue  dans  une  équation  compofée,  la Comme  connue 
de  toutes  les  grandeurs  de  T équation  , après  la  fûts fiitut  ion , eft 
preci/ément  te  re(le  tout  connu  qu'on  trouverait  en  divifant  l'é- 
quation par  l'inconnue  linéaire  moins  cette  grandeur  connue. 

JPa  R exemple , fi  on  fubftitue  la  grandeur  connue  pofitive 
*♦*  a dans  x*  — nxx  px  q = o,  la  fomme  toute  connue 
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4»  — naâ  +•  pa  q qui  vient  de  la  fubftitution  , eft  preci- 
fément  le  relie  qu’on  trouve  en  divifant  — nxx  -4-  px 
î — — o , par  # — <*  = o ; car  en  faifant  la  divifion  , 
comme  on  le  voit  ici,  < *•  — • * »**  -4*  * *+.  ? p *— « 

on  trouvera  que  le  * 1 f n*x  j **— » 
reue  de  la  divifion  ^ 4J  f 

eft  4J  — «44  <*•  pa  •+•  q. 

Il  n’y  a qu’à  faire  plufîeurs  operations  femblables,  & fe  les 
rendre  familières,  pour  en  voir  la  raifon,  qui  paraît  par  l’ope- 
ration même . 


XX- — nxm^-p 
*4 •xx— n* 


Seconde  Partie  du  premier  Thcorcme. 
v J I l'on  fubftitue  une  grandeur  négative  — a à la  place  de  Tin. 
connue  dans  une  équation,  la  fomme  toute  connue  qui  naîtra  de 
la  fubflitutlon,  fera  precifément  le  rejle  tout  connu  qu'on  trouve - 
ta  en  divi/ant  la  même  équation  par  x -4-  a = o. 

Jl  n’y  a qu’à  faire  l’operation  pour  en  découvrir  la  raifon . 
_ Corollaire. 

JLl  fuit  de  ce  Théorème  que  c’eft  la  même  chofe  de  fubfti- 
tuer  une  grandeur  -4-  ou  — a au  lieu  de  l’inconnue  dans  une 
équation  , ou  de  divifèr  cette  équation  par  l’inconnue  moins 
ou  plus  la  grandeurs,  & que  l’un  revient  à l’autre,  puifqu’on 
trouve  la  même  chofej  ce  qui  Ce  doit  entendre  dans  la  fuite. 


THEOREME  II. 


Première  Partie. 

II?.  JL/  A fomme  toute  connue  qui  vient  de  la  fubflitution  J une 
grandeur  connue  pofitive  quelconque  -4-  a , à la  place  de  Pinçon- 
nue  d’une  équation , par  exemple  x1  — nxx  «4-  px  -4-  q = o , 
ejl  precifement  le  dernier  terme  delà  transformée  quon  trouve- 
rait en  fuppofant  x = z -4-  a , & mettant  z ■+■  a au  lieu  de  x 
dans  l'équation. 

R cette  transformée  ferait  x3  = *4*  34^  -4-  3 aaz  *4“  a1 

— nxx  = o — n%(.  — a naz — »aa 

•+"px  = "4“  p%  -4-p4 

“4-  q = -4»^, 

dans  laquelle  on  voit  que  le  dernier  terme  d — naa  -4-  pa 
•4-  f , eft  precifement  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  -4-  4 au  lieu  de  x , dans  la  propofée . 
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Il  n’y  a qu’à  fe  rendre  cette  operation  familière  par  plufieurs 
exemples,  pour  en  voir  la  raifon,  qui  paroît  par  l’operation 
même. 

Seconde  Partie  du  fécond  Theorémé . 

J_jA  fomme  toute  connue  qui  viendroit  de  la  fubjîitution  de  la 
grandeur  négative  — a,  au  lieu  de  x dans  une  équation , fer  oit 
precijément  le  dernier  terme  de  la  transformée , qu’on  trouverait 
en  fuppofant  x = z — a , & en  fubfiituant  dans  la  propofée  Z — a 
au  lieu  de  x. 


.L  n’y  a qu’à  faire  l’operation  pour  en  voir  la  raifon. 


THEOREME  III. 

no.  T jES  racines  de  la  transformée  d'une  équation  quelconque 
qui  vient  de  la  fub/litution  de  z ^ a = x,  à la  place  de  l’in- 
connue x , font  les  racines  memes  de  la  propofée  i mais  les  raci- 
*}S.nes  pofitives  de  la  propofée  font  diminuées  de  la  grandeur  a * 
dans  la  transformée,  & les  racines  négatives  de  la  propofée  font 

* 3 S.  augmentées  de  la  même  grandeur  a * dans  la  transformée. 

_A.insi  fuppofé  que  toutes  les  racines  de  la  propofée  foient 
pofitives,  les  racines  de  la  transformée  font  toutes  les  différen- 
ces de  la  grandeur  a d’avec  chacune  des  racines  de  la  propofée. 

• 38.  Ce  Theorême  a été  démontré  dans  le  troifiéme  Livre . *. 


Corollaire  I. 

in.  J_jE  dernier  terme  de  la  transformée,  dont  on  vient  de  par- 
ler, étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  la  transformée  » 
& ces  racines  étant  les  différences  de  la  grandeur  a d’avec 
chacune  des  racines  de  la  propofée , qu’on  fuppofe  toutes  po- 
fitives , il  eft  évident  que  le  dernier  terme  de  cette  transfor- 
mée eft  le  produit  de  toutes  les  différences  de  la  grandeur  a 
d’avec  les  racines  de  la  propofée. 

Corollaire  II. 

1 1 z.  Ma  1 s en  fubflituant  -h  a dans  la  propofée  à la  place  de  xt 
la  lomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme  de 
la  transformée  dont  on  vient  de  parler3^  c’eft  pourquoi  en 
» fubftituant  une  grandeur  quelconque  a dans  une  équa- 

f “/  tion  propofée,  dont  toutes  les  racines  font  pofitives  , à la 
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place  de  x , la  Tomme  toute  connue  qui  vient  de  cette  fubfti- 
tution  , eft  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  grandeur  fubffituée  a & les  racines  de  la  propofée . 

Ce  Corollaire , c’eft  à dire  que  la  fomme  toute  connue  qui 
vient  de  la  fubffitution  dune  grandeur  connue  a,  au  lieu  de 
l'inconnue  de  lequation  , eft  precifément  le  produit  de  toutes 
les  différences  qui  font  entre  a & les  racines  de  la  propofée , 
qu’on  fuppofe  toutes  pofitives,  fe  peut  démontrer  de  cette  au- 
tre maniéré . 

Suppofé  que  les  racines  d’une  équation  foient  by  c,  dy  ainft 
les  équations  linéaires  dont  elle  eft  compofée , font  * — b 
= 0,  x — c = o , x — d = o . Si  on  met  une  grandeur 
connue  a au  lieu  de  x , elles  feront  changées  en  a — b = o , 
a — c = o y a — à — o . Le  produit  de  ces  trois  quantités 
a — b t a — c y a — d , eft  évidemment  la  même  qu’on 
trouveroit  fi  l’on  fubftituoit  *+*  a au  lieu  de  * dans  l’équation 
compofée  xs  — bxx , &c.  qui  eft  le  produit  des  trois  équa- 

— CXX 

— dxx 

lions  fimples  x — b — o , * r — o , x — d — o . Mais 

il  eft  évident  que  le  produit  des  trois  quantités  a — b,  a — ct 
a — d , eft  le  produit  des  trois  différences  qui  font  entre  U 
grandeur  a & les  trois  racines  b , c,  d de  la  propoleé*  : donc 
fi  l’on  fubftitue  une  grandeur  a au  fieu  de  l’inconnue  d’une 
équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives  , la  fomme 
toute  connue  qui  en  vient,  eft  le  produit  des  différences  qui 
font  entre  a & les  racines  de  l’équation . 

Remarques, 

L 

S1  k grandeur  a qu’on  fubftitue  à la  place  de  l'inconnue 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  pofitives , eft 
zéro  > ou  une  grandeur  moindre  que  la  plus  petite  des  raci- 
nes , il  eft  évident  que  toutes  les  différences  o — b,  o — e9 
o — d y ou  a — b y a — c y a — d,  font  toutes  négatives , 
& ont  les  mêmes  lignes  — qu’ont  toutes  les  racines  dans  les 
équations  linéaires  x — b — o t x — c — o,  x d=o: 
par  confequeut  le  produit  de  toutes  les  différences  , c’eft  à 
dire  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubffitution 
de  a au  lieu  de  x dans  l’équation , aura  le  même  ligne  que 
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le  dernier  terme  de  l'équation  qui  eft  le  produit  des  racines 
— bt  * — c,  — à. 

il 

Si  la  grandeur  a furpaflè  la  première  racine  qui  eft  la  plus 
petite , & quelle  foit  furpaftée  par  la  fécondé  racine,  il  eft 
évident  que  la  première  différence  a — b eft  pofitive  , & 
que  toutes  les  autres  a — c,  a — dt  font  négatives:  par  con- 
fequent  le  produit  de  toures  les  différences  a — b , a — c , 
a — à , qui  eft  la  fomme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a 
au  lieu  de  x dans  léquation,  aura  un  ligne  diffèrent  de  celui 
du  dernier  terme  de  l’équation . 

III. 

Si  la  grandeur  a furpafiè  les  deux  premières  racines,  & 
qu’elle  foit  moindre  que  la  troifiéme  , il  eft  évident  que  les 
deux  premières  différences  a — b,  a — c , feront  poûtives, 
& que  la  troifiéme  a — d fera  négative,  & les  autres  fui  van, 
tes , fi  lequation  eft  du  quatrième  ou  cinquième  degré , &c. 
par  confequent  le  produit  de  toutes  les  différences , qui  efi: 
la  lômme  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a au  lieu  de  x dans 
l’équation , aura  un  ligne  diffèrent  du  précèdent  ; c’eft  à di- 
re, le  même  ligne  que  le  dernier  terme  de  l’équation. 

Corollaire  III.  fondamental. 

113.  Fn  continuant  le  même  raifonnement  , on  verra  qu’en 
prenant  fuccdfivement  a pour  les  grandeurs  entre  Ielquelles 
les  racines  d’une  équation  quelconque , dont  toutes  les  raci- 
nes font  politives  , font  des  grandeurs  moyennes  ; & fubfti- 
tuant  fuccclfivement  ces  grandeurs  a au  lieu  de  l'inconnue 
dans  l’équation  propofée , en  commençant  par  celle  qui  eft: 
moindre  que  la  plus  petite  racine  , les  fommes  toutes  con- 
nues qui  viendront  des  fubftitutions  fuccelfives,  auront  al- 
ternativement le  ligne  du  dernier  terme  de  l’équation  & fon 
ligne  oppole , c’eft  à dire  & — dans  les  équations  des 
degrés  pairs  , comme  du 'fécond  , du  quatrième  , du  fixié- 
me,  &c.  & — & -*-  dans  les  équations  des  degrés  impairs. 
Si  l’on  fubftirue  à la  place  de  l’inconnue  d’une  équation  , 
dont  toutes  les  racines  font  politives  , une  grandeur  pofitive 
*+■  a , qui  furpaflè  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation  , 
la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitution,  aura 
toujours  le  ligne  car  cette  fomme  eft  le  produit  de  tou- 
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tes  les  différences  qui  font  entre  la  grandeur  fubftituée  & tou- 
tes les  racines  de  lequation;  & comme  cette  grandeur  eft  fup- 
pofée  plus  grande  que  toutes  les  racines,  toutes  ces  différences 
auront  chacune  le  ligne  -+->  leur  produit  aura  donc  le  figne  -K 

Corollaire  IV. 

1 14*  Il  fuit  de  là  & du  fécond  Theorême , que  fi  l'on  transforme 
Une  équation  propofée,  en  fuppofant  fon  inconnue 
& fubftituant  ? 4 au  lieu  de  * dans  la  propofée,  quand  le 

figne  du  dernier  terme  de  la  transformée  fera  le  même  que  ce- 
lui du  dernier  terme  de  la  propofée,  la  grandeur  4,  dont  les  ra- 
cines pofitives  font  diminuées,  fora  moindre  que  la  plus  petite 
racine  de  la  propofée  , ou  qu'elle  furpaffèra  un  nombre  pair 
des  racines  pofitives  de  la  propofée , comme  deux  ou  quatre , 
&c.  Mais  fi  le  dernier  terme  de  la  transformée  a un  figne  dif- 
ferent de  celui  du  dernier  terme  de  la  propofée,  la  grandeur  4 
furpaffe  neceflairement  la  moindre  racine  pofitive  de  la  propo- 
se ; mais  elle  en  peut  auflï  furpafler  un  nombre  impair,  com- 
me trois*  cinq , &c. 

Corollaire  V. 

11  J.  S 1 1’00  fohftitue  fuccefïïvement  une  grandeur  négative' — a 
dans  une  équation  dont  toutes  les  racines  font  négatives  & 
différentes , a la  place  de  l’inconnue  , & qu’on  commence 
par  fubffituer  une  grandeur  — 4 moindre  que  la  plus  peti- 
te des  racines  négatives  , & enfuite  une  grandeur  — 4 plus 
grande  que  la  première  racine  négative , mais  moindre  que 
la  fécondé,  & ainfi  de  fuite,  les  fommes  toutes  connues  qui 
viendront  des  fubftitutions  fucceflives  , auront  alternative- 
ment les  lignes  -t-  & — . 

La  démonffration  eft  fi  facile  après  celle  qu’on  a donnée 
pour  le  cas  oîi  les  racines  font  toutes  pofitives , qu’il  eft  inu- 
tile de  la  mettre. 


THEOREME  IV. 

116  N D toutes  le  s racines  d une  équation  font  négatives  & 

ré 'elles , fi  l’on  fiubfiitue  une  grandeur  pofitive  quelconque  ^ a au 
heu  de  l'inconnue , la  fiomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubfli- 
tut  ion , aura toujours  le figne  •¥•  ; Et  quand  le  s racines  font  toutes 
pofitives  t fis  l’on  fiubfiitue  une  grandeur  négative  quelconque  a 
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au  heu  de  Tinconnue , la  fomme  toute  connue  qu't  en  viendra ,dst- 
ra  toujours  le  même  figne  quavoit  le  dernier  terme  de  l'équation. 

Ce  Thcorême  eft  évident  apres  tout  ce  qui  précédé . 

A 

^ THEOREME  V. 

1 2 7’  AND  toutes  les  racines  d'une  équation  font  égales , quel- 
les font  en  nombre  pair,  if  quelles  font  toutes jnfstives  ou  toutes 
négatives , ou  bien  un  nombre  pair  de  pofitives  t & un  nombre 
pair  de  négatives,  ft  l'on  fubflitue  une  grandeur  a fait  pofstrue  , 
fait  négative,  moindre  ou  plus  grande  que  chaque  racine  égale , 
la  fomme  qui  viendra  de  la  fubftitution  fera  toujours  pofstivc  . 

Demonstratio  N. 

Soient  les  équations  linéaires  dont  J équation  eft  compo- 
fée  x — b = o,  x ■ — b — a,  x ■ — b =.  o,  x — b = o, 
ou  bien  x — b = o,  x — b = o,  x b = o,  x+i  = os 
fi  l’on  fubftirue  dans  chacune  de  ccs  équations  linéaires  une 
grandeur  -4-  a moindre  ou  plus  grande  que  la  racine  b , l’on 
aura  a — b,  a — b,  a — b,  a — b ; ou  bien  a — b,  a — bt 
a -4-  b,  a-*"  b. 

x \ Il  eft  évident  que  fi  a eft  moindre  que  b , les  quatre 
grandeurs  a — b,  a— b,  a — b,  a — b , font  négatives  ; 
ainfi  leur  produit  tout  connu  fera  pofitif . Si  a furpafte  b % 
les  quatre  grandeurs  a — b , a — b , a — b,  a — b , font 
toutes  pofitives , ainfi  leur  produit  fera  pofitif. 

1°.  Si  a eft  moindre  que  b , les  deux  grandeurs  a> — b , 
a — b , font  négatives;  ainfi  leur  proîuic  qui  eft  pofitif> 
étant  multiplié  par  les  deux  autres  qui  font  pofitives  <»■+“&, 
a -4-  b , donnera  un  produit  pofitif . Si  a furpafte  b , les  qua- 
tre grandeurs  a — b,  a — b,  a •+■  b , a^b , font  pofitives, 
ainfi  leur  produit  eft  pofitif. 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  des  quatre  grandeurs 
4 — b , a — b,  a — b , a — bt  & celui  des  quatre  a — b, 
. a — b,  a’+b,  a+-b,  font  précisément  les  fonimes  toutes 
connues  qui  viendraient  en  fubftituant  la  grandeur  a au  lieu 
de  x dans  l’éqtration  compofee  des  équations  linéaires  x — b 
= o,  x — b==. o,  x — b —o,  x — b=o,  ou  des  équa- 
tions linéaires  x — î = o,  x — b — o,  x’+’b—o,  x b 
= o;  donc,  &c. 

Lk  démonftration  fe  fera  de  la  même  maniéré  , fi  l’on 
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fubftitue  la  grandeur  négative  — a moindre  ou  plus  grande 
que  la  racine  égale  b . 

Corollaire. 

Il  eft  évident  que  ce  Theorême  eft  également  véritable 
par  rapport  à une  équation  compofée  d’un  nombre  pair  de  ra- 
cines égales  qui  ont  un  même  ligne  ■+■  ou — , & d’un  autre 
nombre  pair  d’autres  racines  égales  différentes  des  premières, 
qui  ont  aufli  toutes  le  même  ligne  ■+■ , ou  le  même  ligne  — . 


Remarqua  pour  le  Théo  renie  fuivant . 

1 z 8.  1 ‘ Il  faut  remarquer  fur  les  racines  imaginaires,  dont  on 
parlera  dans  ce  Theorême , quelles  font  toujours  en  nombre 
pair  dans  une  équation  compofée . * • 

20.  Quelles  peuvent  être  de  deux  fortes  , ou  purement  1 
imaginaires  comme  dans  ces  équations  linéaires  x •+■  y — ah 
= o , x — >/  — al  = o j ou  contenir  une  partie  réelle , & 
l’autre  imaginaire,  comme  dans  celles-ci  x — b -t»y  — bc 
= o , x — b — y — bc  = o. 

30.  Qu'érant  toujours  deux  à deux  dans  une  équation 
compoiée  , fi  l’une  elt  purement  imaginaire,  l’autre  l’elt  aufli  : 
fi  l'une  contient  une  partie  réelle  & l’autre  imaginaire , il 
faut  que  l’autre  contienne  la  même  partie  réelle  fous  le 
même  ligne  , & la  partie  imaginaire  fous  un  ligne  oppole  ; la 
raifon  en  elt  qu’autrement  la  racine  imaginaire  paraîtrait  avec 
fon  ligne  dans  l’équation  compofée  , où  l’on  fuppofe  qu’il  n’y 
en  paroîr  aucune. 

4*.  Dans  les  équations  où  la  racine  eft  purement  imaginai- 
re , comme  dans  * -+- y/  — ab  = o , x — / — ab  —o,  on 
pourra  dire  que  la  racine  imaginaire  de  la  première  eft  néga- 
tive , & celle  de  la  fécondé  pofitive  : mais  dans  les  équations 
\ — b — bc— o , x — b — y — bc  — o,  on  dira  que 

les  deux  racines  font  pofi rives;  & dans  les  deux  équations 
x -*•  b -t-y  — bc  = o,  x -+■  b — y — bc=x  o , qu’elles  font 
négatives,  ces  dénominations  étant  arbitraires. 

5°.  Une  équation  dont  les  deux  racines  font  imaginaires, 
& qui  a tous  fes  ternies,  comme  xx  — 2bx  ■+■  bb  = 0 , ou 

•fbc 

xx  •+*  2 bx  bb  = o , contient  une  équation  de  deux  racines 

bt 
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égales,  toutes  deux  pofitives,  ou  toutes  deux  négatives;  6c 
de  plus , elle  a dans  fon  dernier  terme  tout  connu  une  gran- 
deur pofitive , outre  le  quarté  de  la  racine  égale  ; ainfi  Ton 
dernier  terme  + W+  èc  , qui  eft  toujours  pofitif,  furpafle 
le  dernier  terme  de  lequation  des  deux  racines  égales  xx 
2 bx  -t*  bb  d une  grandeur  pofuive  -t-  Le* 

THEOREME  VI. 

1 1 S1  ?°n  fub/litue  une  grandeur  a foit  pofuive , foit  négative, 
qui  Joit  moindre  que  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires  > 
quand  elles  en  ont  une  % ou  qui  foit  plus  grande , ou  qui  \ lui  Joit 
égale , dan:  une  équation  qui  a fes  deux  racines  imaginaires , à 
la  place  de  l'inconnue  x , la  Jomme  toute  connue  qui  en  vien - 
drax  aura  toujours  le  figue  . 

Démonstration. 

1 ’ I_j  E Theorême  eft  évident  par  lui-même,  quand  les  deux 
racines  de  lequation  font  purement  imaginaires , comme 
dans  xx  *4-  bc  = o j 2°.  quand  les  deux  racines  imaginaires 
ont  une  partie  réelle , qui  eft  toujours  la  même  , & avec  le 
même  figne , en  ôtant  du  dernier  terme  la  grandeur  pofitive 
qui  s’y  trouve  ,,  & laiflant  le  quarré  pofitif  de  la  partie 
réelle , 1 équation  aura  deux  racines  égales  & réelles  , toutes 
deux  avec  le  même  figne  : donc  par  ce  qui  a été  démontré 
pour  les  équations  des  racines  égales  en  nombre  pair  & avec 
le  même  figne  , en  fubftituant  ■+■  ou  — a dans  cette  équa- 
tion , la  femme  toute  connue  qui  en  viendra  aura  le  figne  ; 
& fi  l’on  fubftitue  la  partie  réelle  » qui  eft  la  racine  de  l’équa- 
tion qui  a lès  deux  racines  égales , la  fomme  toute  connue 
qui  en  viendra  fera  zéro:  donc  en  y ajoutant  la  grandeur 
poûtive  du  dernier  terme  y qui  eft  caufe  que  l’équation  a 
deux  racines  imaginaires , cette  fomme  aura,  toujours  le  li- 
gne -4-,  Ce  qu'il  falloit  démontrer,. 

Corollaire  L 

5 I une  équation  eft  compofée  de  quatre  , de  fix  , de  huit 
racines  imaginaires , en  y fubftituant  à la  place  de  l’inconnue 
une  grandeur  quelconque  a pofitive  ou  négative,,  la  fomme 
qui  en  viendra  aura  toujours  le  figne  . 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  fixiéme-  Theorême- 
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Corollaire  II. 

Jl  n’y  a aucune  grandeur  réelle  qui  étant  fubftituée  à la  pla- 
ce de  l’inconnue  d’une  équation  dont  toutes  les  racines  font  ima- 
ginaires , donne  zéro  pour  la  fomme  toute  connue. 

THEOREME  VII. 

S*  une  équation  compofée  a plu  fleurs  racinei  pofitives  & inéga- 
les, & quelle  en  ait  encore  de  négatives  , quelle  en  ait  meme 
encore  d'égales  en  nombre  pair,  & qui  foient  toutes  pofitives  ou 
toutes  négatives , ou  qui  foient  pofitives  en  nombre  pair , & néga- 
tives en  nombre  pair  ; qu  enfin  elle  en  a t encore  ( fs  l'on  veut  ) 
d'imaginaires , qui  font  toujours  en  nombre  pair  ; qu'on  /uh/litue 
fuccejfvement  dans  l'équation  compofée , à la  place  de  l'inconnue, 
une  grandeur  pofitive  a , 1°.  moindre  que  la  plus  petite  des  pofiti- 
ves inégales ; z°. plus  grande  que  cette  première,  & moindre  que 
la  fécondé  racine  pofitive  ,&  ainfi  de  fuite  par  rapport  aux  fruits 
jsofitives  inégales  , les  fommes  toutes  connues  qui  viendront  des 
fubfl stations  fucceffves  auront  alternativement  les fignes  •+-  & — , 
fi  les  racines  pofitives  inégales  font  en  nombre  pair ; & alternats • 
vement  — &*r,fi  les  racines  pofitives  font  en  nombre  impair. 

Démonstration. 

Q ü’o  N conçoive  feparément  l'équation  compofante  des  ra- 
cines pofitives  inégales  , qu’on  nommera  A , pour  rendre 
la  démonstration  plus  claire  » & Séparément  l’équation  com- 
pofante des  racines  négatives , qujon  nommera  B ; & fepa- 
rément celle  des  racines  égales,’ quon  nommera  C;  «5c  en- 
fin celle  des  racines  imaginaires , qu’on  nommera  D . II  efb 
évident  par  le  troifiéme  Corollaire  fondamental  du  3'  Théo- 
rème, * que  les  fubftitutions  fucceflives  des  grandeurs  a ,« 
telles  qu’on  les  a fuppofées  , dans  l’équation  A à la  place  de 
l’inconnue  x , donneront  fuccdïivement  des  fommes  qui  au- 
ront alternativement  •+■  & — , ou  — & •*•  : Il  eft  aufii  évi- 
dent par  les  4' , * 5 * , * é'  * Théorèmes , que  les  mêmes  * 
grandeurs  fucceflives  a étant  fubftituées  fucceffivcment  dans  * 
les  équations  B ,C,  D , les  fommes  qui  en  naîtront  auront 
toujours  le  ligne  . Ainfi  le  produit  qui  naîtra  de  la  multi- 
plication d’une  fomnie  connue  qui  vient  de  la  fubftitution 
de  a dans  l’équation  A , par  le  produit  des  trois  fommes 
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connues  qui  viendront  de  la  fubftitution  de  la  même  grandeur 
a dans  les  trois  équations  B,C}  D , aura  toujours  le  même  ligne 
que  celui  de  la  fomme  connue  qui  vient  de  la  fubftitution  de  a 
dans  l’équation  A > car  les  autres  fommes  de  B,  C,  Dt  ayant 
toujours  , leur  produit  par  la  fomme  connue  de  A aura  le 
ligne  de  cette  fomme . 

Mais  il  eft  évident  que  le  produit  qui  vient  de  la  multi- 
plication des  fommes  connues  que  donnent  les  équations 
ByC,D,  par  la  fomme  connue  que  donne  l’équation  A , eft  la 
fomme  toute  connue  qu’on  trouve  en  fubftituant  la  même  gran- 
deur a au  lieu  de  x dans  l’équation  compofée  des  quatre  équa- 
tions A, B,  C , D . Par  confequent  les  fommes  toutes  connues  qui 
naîtront  des  fubftitutions  fucceflives  des  grandeurs  a , telles 
qu’on  lésa  fuppofées,  dans  l’équation  compofée  des  quatre 
AyByCyD,  au  lieu  de  l’inconnue  x,  auront  alternativement 
•4-  & — , ou  — & ■+-.  Ce  qu  il  fallait  démontrer . 

Corollaire  I. 

S i en  fubftituant  deux  grandeurs  politives  connues 
h-  b,  l’une  après  l’autre  dans  une  équation  quelconque,  à la 
place  de  l’inconnue  x , les  deux  fommes  connues  qui  en  naif- 
fent  ont  les  lignes  oppofés  -+-  & — , ou  — & , il  eft  certain 

qu’il  y a au  moins  une  racine  pofitive  de  cette  équation  entre 
les  deux  grandeurs  a Sx.  b \ c’eft  à dire , plus  grande  que  la  moin- 
dre des  deux , & plus  petite  que  la  plus  grande  de  deux  gran- 
deurs a Sx.  h. 

Il  faudrait  conclure  la  même  chofe  fi  on  divifoit  la  même 
équation  par  x — a=o,  & enfuite  par  x — b — o,  Sx  que 
les  deux  divifions  donnaient  deux  reftes  qui  euftènt  des  lignes 

• n B.  oppofés.* 

Corollaire  II. 

S 1 l’on  fubftituoit  — a , — b , l’une  après  l’autre , à la 
place  de  x , ou  II  l’on  divifoit  l’équation  par  x a — o , & 
par  x b =o,  & fi  les  deux  fommes  qui  naîtraient  des  fub- 
ftitutions, ou  les  deux  reftes  des  divifions,  avoient  des  lignes 

• 1 1 ?•  oppofés,  il  eft  certain  * qu’il  y aurait  au  moins  une  racine  né- 
& Il6,gative  entre  les  deux  grandeurs  a Sx  b , plus  grande  que  la 

moindre  des  deux , & plus  petite  que  la  plus  grande  des  deux 
grandeurs  a Sx.  b, 

Corollaire 
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Corollaire  III. 

5 1 l’on  transforme  une  équation  en  deux  autres  , i*.  en  fup- 
pofânt  l’inconnue  de  l’équation  x = z ■+■  a , & fubftituant 
* au  lieu  de  x dans  l’équation  ; 2°.  en  fuppofant  l’incon- 
nue x=y*“b , & fubftituantjf  *r  b au  lieu  de  x dans  l’équa- 
tion , & que  les  deux  derniers  termes  des  transformées  ayent 
deux  lignes  oppofés , il  eft  certain  qu'il  y a au  moins  une  des 
racines  pofitives  de  l’équation  propofée  entre  a & b , plus  gran- 
de que  la  moindre  des  deux , & plus  petite  que  la  plus  grande 
des  deux  grandeurs  a&cb. 

Mais  fi  l’on  fuppafe,  i°,  x = z — a>  &enfuite*=/ 

•—b  , & fi  après  avoir  fait  les  fubftitutions  de  % — a au  lieu 
de  x , & dey  — b au  lieu  de  x dans  l’équation  , il  vient  deux 
transformées  dont  les  lignes  foient  differens  , il  eft  certain  qu’il 
y a au  moins  une  racine  négative  de  l’équation  entre  les  gran- 
deurs aôc  b. 

Ces  trois  Corollaires  fout  des  fuites  évidentes  des  Théorèmes 
precedents . * * » * 8 , r 1 9, 

lif.iîÉ, 

Corollaire  IV.  'tf-ijo. 

Cl  u A N D on  peut  trouver  deux  limites  pour  chacune  des 
racines  d’une  équation , c’eft  à dire  deux  grandeurs  pour 
chaque  racine,  dont  l’une  eft  moindre  & l’autre  plus  grande 
que  cette  racine,  il  eft  certain  que  toutes  les  racines  de  l’équa- 
tion font  réelles  & inégales  s car  il  n’y  a pas  de  limites  pour  les 
imaginaires , puilqu’on  a démontré  * que  quelque  grandeur  * 1 ** 
qu’on  fubllitue  dans  une  équation  dont  les  racines  font  imagi- 
naires , la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  a toujours  ■+■  ; & 
il  eft  évident  qu’il  n’y  a pas  d’autres  limites  entre  les  racines 
égales  que  zéro. 

Corollaire  V. 

S 1 l’on  peut  trouver  deux  limites  pour  chaque  racine  d’une 
équation , ou  fi  l’on  trouve  les  limites  des  unes , & zéro  pour 
les  limites  des  autres  ; ou  fi  l'on  trouve  zéro  pour  les  limites 
de  chacune,  toutes  les  racines  de  l’équation  font  réelles, 
car  on  11e  fçauroit  trouver  pour  les  imaginaires  des  limites 
dont  l’une  foit  moindre  & l’autre  plus  grande  que  chaque 
racine  imaginaire;  on  ne  fçauroit  aufiï  trouver  zéro  pour 
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les  limites  des  racines  imaginaires  : Ainfi  quand  on  trouve  les 
limites  de  toutes  les  racines , ou  du  moins  zéro  pour  leurs  li- 
mites, elles  font  toutes  réelles. 

Première  fuppofition . 

T i E s équations  linéaires  de  toute  équation  compofée , dont 
toutes  les  racines  font  réelles  inégales  & pofitives  , foient  re- 
prefentées  par  x — a =o,  x — b =o,  x — £ = o , 
x — d=zzot  &c.  que  ces  racines  aillent  en  augmentant 
dans  l’ordre  qu’on  les  voit  ; c’eft  à dire , que  a foit  la  plus 
petite  , & b plus  grande  que  a,  c plus  grande  que  b ; & ainfi 
de  fuite  : que  la  différence  de  a & de  b foit  /,  celle  de  a & 
de  c foit  g , celle  de  a & de  d foit  b , & ainfi  de  fuite  ; l’on  a 
a^f—by  a*-g  — c,4fJrh=d.  Que  les  différences  de 
la  fécondé  racine  b d’avec  les  autres  , foient  exprimées  par  les 
mêmes  lettres  de  fuite  f,  g,  k,  &c.  ainfi  la  différence  de  b & 
de  a foit  /,  celle  de  b & de  c foit  g , celle  de  b & de  d foit  ht 
&c.  fOn  fe  fert  des  mêmes  lettres  pour  marquer  les  différen- 
ces, quoiqu’inégales , afin  de  rendre  la  chofe  plus  fimple  ; J 
ainfi  a—  b — f,  c — b-*-  g,  d=b  -‘rji-  Que  les  différen- 
ces de  la  troifiéme  racine  d’avec  les  autres  foient  aufli  marquées 
par  les  mêmes  lettres  /,  g , b , &c.  ainfi  a — c — /,  i = c 
. — g,  d=C'*b.  Enfin  que  les  différences  de  quelle  Tacine 
on  voudra  de  l’équation  d’avec  les  autres  , foient  marquées  de 
fuite  par  les  lettres  f,  g,  b,  &c. 

l°.  Il  eft  évident  que  les  équations  linéaires  dont  l’équation 
eft  compofée , peuvent  être  reprefentées  par  des  équations 
linéaires  , qui  auront  toutes  celles  des  racines  de  la  propofée 
qu’on  voudra , jointe  avec  les  différences  qui  font  entre  cette 
racine  & les  autres. 

Premières.  Secondes.  TroiHemes . Qustricmes  ; Cinquièmes. 

*•—  0 — 0 — X‘ — * —o  z=.x—b+*f  = o —*  — — 0 — * — fz=.o 

x — t — o o—x  — i ~ o = x— — o — x — — a1  H-  e — o 

x — e — o — g — o — x . — b — f o —x- — c — o _*•— d*btb  = o 

x — d—o  — X‘ — *• — h — O -.x  — b — b-o  s x — C — h — o — Jf—  d — 02 

2°.  11  eft  évident  que  le  produit  des  premières  équations, 
celui  des  fécondés  , celui  des  troifiémes,  celui  des  quatriè- 
mes , celui  des  cinquièmes , font  tous  égaux  , & que  les 
équations  compofées  qui  viennent  de  ces  produits , font  pré- 
cisément la  même  équation  fous  différentes  expreffions,  com- 
me on  le  voit  ici . 11  faut  les  former  foi-même  pour  Ce  rendre 
cette  formation  familière. 
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Première  équation. 

j**  — 4X'  H*  x4xx  — abcx*>r  *bld  — • 
^-4x‘  H*  aexx  — abdx 
■—  exj  H«  xdxx  — xrdx 
«—«6*  H*4rxx  —ibedx 

H"  bà  XX 

HH  (i/rï 

Seconde  équation. 


44x1*4*  <44xx  — 44  ix  H* 4»  = 

x* — 4*x 

' H“6jmxx  — 4«'x 

—A* 

HH3/XXX  — j/MïHH/i1  = 

H*  x‘ 

•— -jxxx  H*3«4X  — «’  X—"/ 

-i*’ 

•A»îf*xx  — 3xx«*Hh;*'  = 

H-  xJ 

J4XX  H"î«4X  *1  x~  t 

Hhj^hxx  ^3é/»j»xH**‘»'  = 

H*x‘ 

• — 3*xx  H”  Î**x  — ■ 4 'x  — 4 

+•&**  •—  »A**  ^fi*»  ~ 

H* xx  • — i*x  H**»XH*jè 

H*A*X  H»/è«*  as 

H* xx  — îxx  H-  44  x H* /i 

Hn^èxx  — îjèxx  H*;é4x  = 

H"  XX  •— 14X  HH44XH*i^ 

•— ÆA*  = 

H<*  —*  x*— A* 

>*-m4xiHh644xx  •— * 4è*x  H*  4*  := 

x>—  4*x'H««M*x 

— -4i'x  Hi*xi 

•+•/**  — 3/îxx  Hh  3/li*  —/il  = 

*+*x’ 

— 3<*x 

H- 3 Mx—é>  XH-f 

*-*/*'  HHJféxx  — igbbx  H*f4‘  = 

H*x‘ 

— }<x*  «4h3 M*  — b'  X — £ 

•— èx’  *+•  jA4xX  — }bblx+thb'  — 

H*x> 

— jixx 

HhjWx  — i*  X —A 

— fax  fax  — fab  = 

H"  xx 

— aix  H»  W X —fi 

—fhxx  H*  xfhbx  — » fhbb  — 

H»  xx 

— \lx  Hh  44x  ~/A 

^ HH/èxx  — Igbbx  H*gbbb  — 

Hhxx 

— t<x  H*  44  X H*f  A 

f*feix  —fghb  — 

»*HX  -4  XH-^A 

Quatrième  équation 

àt*—4farjH-6Crjrar  ~4C>x  H-c*  = ae4— 40' H»6fr;ex  — 4f’x  H-r»  X t 

*♦**'  ~j'xx  HHjt.x  — <■)  X H*/ 

H*** 


H- A*  — tfcxx  H-  3/frx  — /e«  — 

— î£«x  *+*3? — 

“*4x*  H"  jArxx  — jAcc*  hhAc*  _ 

*♦"£**  — ijfrfx  Hh^cc  — 

*"•/***  Hh  ifhcx  ~-{kct  — 

****  H-  Hh'x~ghcc  — 

—fohx  H-  fghc  m 

Cinquième  équation 

l*— ' *Jxu+*6ddxx  ~td>x  H-X»  — 

H- A*  —3/**  -bajfddx  ~fd'  — 

■Hi*’  — 3/</<ar  ’^Mddx  ~-gd'  — 

*¥bx'  ■—  ihdxx  H*  j bddx  — hd'  — H**1" 

•♦«A**  +*fidd— 

t+afhxx  — ifbdx  *+*fhdd  — 

’+lt’xx  — xghdx  pb»ghdd= 

’+fthx  —fchd-=Z 


—Jacx 
— }ixx~  H» 


Hh  3Cfx  — e»  X H-£ 
?«*  — r!  X — A 


Hhxx  — aix  Hhcc  X H»JÎT 
— trx  H» Ce  X —/A 


• xx 


H* XX  — lex  H*  ce  X /A 

H«*  -r  X — £A 


je»  — 44x'  *+*6ddxx  —4 d'x  Hh  </»  X » 
Hr'  —■jdxx  •+-\ddx  — ÜX-H/ 

H»X'  —Jdxx  Hh  \ddx  —dix  H*£ 


— )£*£. 

H*** 

Hhjc£_ 

H*x* 


+>xddx  —di  XH»è 
— idx  H»  1 A4  X H»/f 


~a<éx  Hh^XH»A 

— x •+,x* 

H-x  —X  X4-/ii 

Nn  ij 
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THEOREME  VIII.  , 

3 1 • C[3 OUT  E équation  compofée , dont  les  racines  font  réelles  iné- 
gales , & pofitives  t peut  être  con pue  comme  contennant  toutes  1er 
équations  faites  de  feules  racines  égales  à celle  de  fes  racines 
qu'on  voudra  y qui  fuivent . 

i°.  Une  équation  du  degré  de  la  propofée , par  exemple  du  4* 
degré  y dont  toutes  les  racines  font  égales  d celle  qu'on  voudra  des 
racines  de  la  propofée , laquelle  équation  des  racines  égales  efl 
multipliée  par  l'unité . 

2®.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d'un  degré 
que  la  précédente , multipliée  par  chacune  des  différences  qui  efl 
entre  cette  racine  égale  & les  autres. 

30.  Une  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d ' un  degré 
que  la  precedente , multipliée  par  chacun  des  produits  des  mêmes 
différences  multipliées  cntr elles  deux  à deux. 

4°.  U ne  équation  des  mêmes  racines  égales  moindre  d'un  de- 
gré que  la  precedente , multipliée  par  chacun  des  produits  des 
mêmes  différences  multipliées  entr'elles  trois  d trois. 

Et  arnfs  de  fuite , jufqu'à  ce  qu'on  foit  arrivé  d une  équation 
Une  aire  qui  a la  même  racine  égale , & laquelle  équation  linéaire 
efl  multipliée  par  le  produit  des  mêmes  différences  multipliées 
toutes  les  unes  par  les  autres . 

Ce  Theorême  eft  évident  par  la  fuppofîtion  precedente . 
Remarque  fur  cette  formation  des  équations. 

Supposant  que  l’on  marque  chacune  des  racines  a,  ht  c,  d, 
de  la  propofée,  par  h,  on  aura  l'équation  fui  vante, 

x*  — 4^**  -+•  (skkxx  — qk'x  -+-  x t ’ 

X}  — 3k*X  %kkx  — k}  * f 

-+■  x1  — ikxx  *+*  ik^x  — k]  x ï£.g 

•+•  x}  — *+■  344*  — 4’  x h 

• w*»XX  lkx  -+-44  X •*"  fg 

»♦-  xx  — ■ i\x  •+■  44  x fh 

-+-  XX  — 24*  -+-  44  x *Lgb 

•+■  x — 4 x + fgh 

a ■+•  4 d,  a •+•  3 dy  a -si-  idt  a -+-  idt  a -+-  o . 

Le  premier  terme  de  l’équation  linéaire  ;fc  fghx  ^ fgh  x 4, 
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qui  eft  la  dernière,  a le  figue  — , fi  les  racines  font  en  nom- 
bre pair,  & qu’on  conçoive  que  k reprefente  la  plus  petite  ra- 
cine a de  la  propofée  ; & il  a le  figne  ■+■ , fi  les  racines  font 
en  nombre  impair . 

Le  même  premier  terme  fgbx  a un  figne  oppofé  au  prece- 
dent , fi  l’on  conçoit  que  k.  reprefente  la  fécondé  racine  b . II 
a un  figne  oppofé  au  precedent , fi  k reprefente  la  troisième  ' 
racine  c . Il  a un  figne  oppofé  au  precedent , fi  k reprefente 
la  quatrième  racine  d ; & ainfi  le  terme  fgbx  a alternative- 
ment les  fignes  -+-  & — , ou  — & -4-,  félon  quon  conçoit 
l’équation  propofée  formée  fucceflivement  par  la  première  ra- 
cine de  la  propofée  , enfuice  par  la  fécondé  , enfuice  par  l.i 
troifiéme,  &c. 

La  raifon  en  eft  évidente  , fi  l’on  fait  attention  qu’il  eft  le 
produit  de  toutes  les  différences  de  la  racine  qu’on  employé 
dans  la  formation,  d’avec  tous  les  autres,  multiplié  par  *•. 

Seconde  fuppofstion. 

Si  on  multiplie  la  2*,  la  3%  la  4*,  la  5*  équation  qui  prece- 
dent, reprefentées  par  l’équation  de  la  remarque  précédente, 
fi  on  multiplie , dis  je,  feparément  chacune  de  ces  équations 
par  les  termes  d’une  progreffïon  arithmétique  quelconque,  en 
multipliant  le  premier  terme  de  l’équation  par  le  premier  ter- 
me de  la  progreffïon,  le  fecond  par  Je  fécond , & ainfi  de  fui- 
te; il  eft  évident  que  les  termes  de  chacune  des  équations 
compofées  de  racines  égales,  qui  font  contenues  dans  chacune 
de  ces  quatre  équations,  feront  multipliés  de  fuite  par  les  ter- 
mes d’une  progreffïon  arithmétique. 

THEOREME  IX. 

ou  multiplie  feparément  de  fuite  les  termes  de  la  2*,  de  la 
3*,  de  la  4',  de  la  5'  équation  precedente  par  les  termes  d’une 
progreffïon  arithmétique , les  équations  particulières  compofées  de 
racines  égales  contenues  dans  chacune  de  ces  équations , auront 
encore  après  la  multiplication  une  de  leurs  racines  égales , exce~ 
pté  la  feule  équation  linéaire. 

Oest  à dire,  après  avoir  multiplié,  par  exemple,  la  fé- 
condé équation  par  les  termes  de  la  progreffïon  arithmétique, 
le  produit  de  l’équation  de  quatre  racines  égales,  celui  de 

Nn  iij 
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l'équation  de  trois  racines  égales  , celui  de  l’équation  de  deux 
racines  égales  > tous  ces  produits  auront  encore  tous  la  racine 
égale  commune  » il  n y aura  d’excepté  que  le  fcul  produit  de 
l’équation  linéaire,  qui  n’aura  plus  une  racine  communeavec 
les  autres . 

Ce  Theorême  a été  démontré  dans  la  dernière  Scétion  du 
* 74-quatriéme  Livre.  * 

Corollaire  I. 

1 3 S1  aPr«  avo>r  multiplié  celle  qu’on  voudra  de  la  2%  3e , 4% 
j*  équation  précédente  , par  une  progreflion  arithmétique  p 
on  fubftitue  à la  place  de  l'inconnue  dans  le  produit , la  ra- 
cine égale  , fçavoir  a dans  le  produit  de  la  2* , b dans  celui 
de  la  3e , c dans  celui  de  la  4e,  d dans  celui  de  la  5e , tou- 
tes les  quantités  du  produit  fe  détruiront  par  des  lignes  op- 
pôles , excepté  les  feules  quantités  du  produit  de  l’équation 
linéaire. 

Car  en  fubflituant  en  des  équations  une  racine  de  ces 
équations  , à la  place  de  l’inconnue  , tous  les  produits  fe  dé- 
•jr-truilènt  par  des  lignes  oppofés.  * 

Corollaire  II. 

134*  S1  on  multiplie  feparément  la  2*  , la  3*  , la  4*,  la  5e  équa- 
tron  précédente  r par  les  termes  d'une  progreflion  arithméti- 
que qui  va  en  diminuant,  & qu'on  fubftitue  dans  le  produit 
la  racine  égale  de  cette  équation , fçavoir  a dans  le  premier 
produit  b dans  le  fécond , c dans  le  troiliéme  , d dans  le: 
quatrième,  à la  place  de  l’inconnue,  il  eft  évident  que  par- 
mi les  deux  quantités  du  produit  de  l’équation  linéaire  y qui 
relient  feules,  la  première  elt  la  plus  grande. 

Car  elles  font  toutes  deux  la  même  quantité  fous  diffé- 
rons lignes  , fçavoir  fgha  dans  le  produit  de  la  fécondé  % 
fghb  dans  le  produit  de  la  troiliéme,  fgbc  dans  celui  de  la 
quatrième , fgbd  dans  celui  de  la  cinquième:  mais  la  pre- 
mière de  ces  deux  quantités  égales  eft  multipliée  , par  la 
fuppolition,  par  un  plus  grand  terme  de  la  progreflion  arith- 
métique, & la  fécondé  par  un  moindre  ; par  confisquent  la 
première  elt  la  plus  grande. 
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Corollaire  III. 

«3;D  où  il  fuit  que  le  ligne  de  la  première  des  deux  quanti- 
tés de  l’équation  linéaire  eft  celui  de  la  forame  toute  connue 
qui  demeure  après  la  fubffitution . 

Corollaire  IV. 

1 3 6.  on  multiplie  feparément  la  fécondé  équation  precedente, 
la  3%  la  4e  & la  5%  par  la  progreilion  arithmétique  4,  3,  2, 
1 , o,  de  maniéré  que  le  dernier  terme  foit  multiplié  par  ze- 
ro;  ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  fi  on  multiplie  feparément 
chaque  terme  de  ces  équations  par  l'expofant  de  l’inconnue 
de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par  zéro  ; & fi  après  avoir 
divifé  chaque  produit  par  l’inconnue  x , on  fubllitue  dans  le 
produit  de  la  fécondé  la  première  racine  a au  lieu  de  l’incon- 
nue, la  fomme  toute  connue  qui  reliera,  fera  ■ — fgb;  c'eft  à 
dire,  le  produit  de  toutes  les  diffeienccs  qui  font  entre  la  pre- 
mière racine  a & toutes  les  autres  racines  . Si  on  fubllitue  b 
dans  le  produit  de  la  troiliéme  , la  fomme  toute  connue  fora 
'Hrfgb;  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font 
entre  la  fécondé  racine  Æ iSc  toutes  les  autres  racines . Si  on 
fubllitue  c dans  le  produit  de  la  quatrième , la  fomme  fora 
— fgb»  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différences  qui 
font  entre  la  troiliéme  racine  c & toutes  les  autres  racines.  En- 
fin fi  on  fubllitue  d dans  le  produit  de  la  cinquième,  la  fom- 
me fera  ■+■  fgb;  c’eft  à dire,  le  produit  de  toutes  les  différen- 
ces qui  font  entre  la  quatrième  racine  d & toutes  les  autres 
racines. 

tour  faire  la  démonftration  de  ce  Corollaire,  il  n’y  a qu’à 
en  faire  l’operation. 

■Seconde  cquttion. 
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Produit  des  termes  de  lequation  précédente  p»r  les  termes  de  la  progrcffioit 

arithmétique. 
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Divifant  tous  les  termes  par  -4-  #,  & fubftituant  4-  a au 
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Il  eft  évident  que  tous  les  termes  fe  détruifent  par  des 
lignes  oppofés , & qu’il  ne  relie  que  le  produit  des  trois  dif- 
férences — fgh. 

Il  ell  aulli  évident  qu’en  fàifant  une  operation  femblable 
pour  la  troifiéme  équation,  on  trouvera  le  feul  relie  -4-  fgh. 

Pour  la  quatrième  on  trouvera  — fgh. 

Pour  la  cinquième  on  trouvera  4- fgh . 

Enfin  il  ell  évident  que  ce  Corollaire  convient  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés,  & l’on  n’en  a pris  une  du  quatrié- 
me  que  pour  faire  concevoir  plus  clairement  ce  Corollaire  par 
un  exemple . 

Mais  il  ell  évident  que  s’il  y a des  racines  égales  dans  la 
propofée  , la  différence  qui  ell  entre  les  racines  égales  étant 
zéro,  & le  produit  de  zéro  par  les  autres  différences  étant 
auffi  zéro  , il  efl , dis-je , évident  qu’en  fubftituant  chacu- 
ne des  racines  égales  dans  le  produit , la  fomme  toute  con- 
nue fera  zéro  ; aitlfi  la  racine  égale  étant  fubftituée  dans  le 
produit , eft  elle-même  une  racine  de  l’équation  que  forme 
le  produit } puifqu 'étant  fubftituée  dans  le  produit  à la  pla- 
• ce  de  l’inconnue,  elle  le  rend  égala  zéro.  * 

* ' Corollaire 
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Corollaire  V.  fondamenta  l. 

i 3 7-  S1  00  multiplie  tous  les  termes  d’une  équation  quelconque,  de 
quelque  degré  qu’elle  puifle  être , dont  toutes  les  racines  font 
réelles,  politives  & inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  eft  l’ex- 
polânt  du  degré  qu’a  l'inconnue  dans  ce  terme,  & le  dernier 
terme  par  zéro;  & fi  après  avoir  divifé  tous  les  termes  par  l’in- 
connue x , l’on  fubftitue  dans  le  produit  à la  place  de  l’incon- 
nue, i°.  la  première,  c’eft  à dire,  la  plus  petite  racine  de  l’équa- 
tion propolêe  , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  étant 
precitément  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  plus  petite  racine  & chacune  des  autres  racines  , il  s’enfuit 
que  fi  l’équation  eft  d’un  degré  impair , par  exemple  du  cin- 
quième degré  , il  y aura  un  nombre  pair  de  différences  ; par 
exemple  quatre  différences;  & comme  elles  ont  chacune  le  li- 
gne — , leur  produit  aura  le  ligne  - Si  l’équation  eft  d’un 
degré  pair,  comme  du  quatrième,  il  y aura  un  nombre  impair 
de  différences,  ainfi  leur  produit  aura  — . 

a0.  Si  on  fubftitue  la  léconde  racine , la  fomme  toute  con- 
nue étant  le  produit  de  toutes  les  différences  qui  font  entre 
la  fécondé  racine  & les  autres , la  différence  qui  eft  entre  la 
fécondé  racine  & la  première  ayant  le  ligne  -4-  , & chacune 
des  autres  le  ligne  — , leur  produit  aura  le  ligne  oppofé  à celui 
du  produit  précèdent . 

3°.  Si  on  fubftitue  la  troifiéme  racine  dans  le  même  produit, 
les  diffèrencff  de  cette  3'  racine  d’avec  la  première  & la  fé- 
condé ayant  chacune  le  ligne  , & chacune  des  autres  diffé- 
rences ayant  le  ligne  — , leur  produit  aura  un  ligne  oppofé  au 
précèdent . 

D’où  l’on  voit  que  la  fubftitution  des  racines  de  l’équation 
fucceffivement  les  unes  après  les  autres  dans  le  produit  de  l’é- 
quation multipliée  par  la  progreffion  arithmétique  , donnera 
pour  les  fommes  toutes  connues  qui  en  viendront,  les  lignes  al- 
ternatifs -♦-  & — dans  les  équations  des  degrés  impairs,  & — • 
& -4-  dans  celles  des  degrés  pairs . 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  de  celui  qui  précédé . 

Corollaire  VI. 

.,S.Ma»  lorfque  des  grandeurs  étant  fubftituées  feparément 
de  fuite  à la  place  de  l’inconnue  dans  une  équation , les  foin- 

Oo 
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mes  toutes  connues  qui  viennent  de  ces  fubftitutions  ; ont 
alternativement  les  lignes  & — , ou  — & ces  gran- 
deurs font  les  limites  des  racines  de  cette  équation  par  le  troi- 
fiéme  Corollaire  du  troifiéme  Theorême  : Donc  les  racines 
d’une  équation  , dont  toutes  les  racines  font  réelles  , pofiti- 
ves  & inégales  , font  les  limites  de  l'équation  nouvelle  qui 
vient  de  la  multiplication  de  chaque  terme  de  la  première 
par  le  nombrp  qui  eft  l’expofant  de  l’inconnue  de  ce  terme , 
& de  fon  dernier  terme  par  zéro . 


Corollaire  VII.  <jui  est  fondamental. 

ï39  Mais  les  racines  d’une  première  équation  ne  fçauroient 
être  les  limites  des  racines  d’une  fécondé  > que  les  racines 
de  la  fécondé  ne  foient  aufli  les  limites  des  racines  de  la 
première  > par  confequent  fi  on  multiplie  les  termes  d’une 
équation  quelconque , dont  toutes  les  racines  font  réelles  , 
pofitives  & inégales,  chacun  par  le  nombre  qui  eft  l’expo- 
fant  de  l'inconnue  de  ce  terme  , & le  dernier  terme  par 
zéro,  les  racines  de  l’équation  qui  vient  de  cette  multipli- 
cation , font  les  limites  des  racines  de  l’équation  prepofee  ; 
par  exemple  fuppofant  que  x*  — nx 5 pxx  — qx  ■+■  r = o , 


O. 


4*+  — 3 nxJ  1 pxx  — qx  O — O , 


reprefente  une  équation 
dont  toutes  les  racines 
font  réelles  , pofitives 

& inégales,  fi  on  mul-lou^1  — 3 nxx+ipx  — q 
tiplie  chaque  terme  par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue 
de  ce  terme , & le  dernier  terme  par  zéro  , l’on  aura  qx* 

yixx  *4»  zpxx  — qx  = o>  ou  bien  divifant  par  a:,  4** 

3 nxx  ■+■  2px  — q — o ; les  racines  de  cette  dernierc 

équation  font  les  limites  des  racines  de  la  propofée. 

Ce  Corollaire  eft  évident  par  ce  qui  précédé. 


Corollaire  VIII. 

140.  a AND  les  racines  de  la  propofée  font  toutes  réelles, 
politives  & inégales  , les  racines  de  l’équation  des  limites 
qui  vient  de  la  multiplication  de  la  propofée  par  les  termes 
de  la  progreflion  aritnmetique  , font  aufli  toutes  réelles , 
pofitives  & inégales  ; puifque  toutes  les  fubftitutions  des 
racines  de  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue  , donnent 
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des  fommcs  fucceflives  qui  ont  alternativement  les  lignes 
& ■ — , ou  — Sc  ■+*. 

Corollaire  IX. 

141.  Par  confequent  s’il  y a des  racines  égales  dans  l'équation 
des  limites  , il  y a neceffairement  des  racines  égales  dans  la 
propofée  r Et  comme  l’on  a démont: é dans  la  derniere 
Se£t;on  du  4'  Livre  , * que  quand  on  multiplie  les  ter-*74- 
mes  d’une  équation  propofée  qui  a des  racines  égales , par 
les  termes  d'une  progreffion  arithmétique  , l’équation  qui 
en  vient  a autant  de  racines  égales  moins  une  que  la  pro- 
poféci  il  eft  certain  que  quand  l’équation  des  limites  a des 
racines  égales  > l’équation  propofée  à les  mêmes  racines  éga- 
les , & une  de  plus . 

Corollaire  X. 

142..  S'IL  y a des  racines  imaginaires  dans  l’équation  des  li- 
mites , il  eft  certain  qu’il  y a le  même  nombre  de  raci- 
nes imaginaires  ( qui  font  toujours  deux  à deux  ) dans  la 
propofée. 

Car  fi  la  propofée  avoit  toutes  Ce s racines  réelles , il  eft 
évident  que  l'équation  des  limites  les  aurait  aufli  toutes 
réelles  , puifque  fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  tou- 
tes réelles  , pofitives  âc  inégales , les  racines  de  l’équation 
des  limites  feraient  auffi  toutes  réelles,  pofitives  & inéga- 
les par  le  huitième  Corollaire  j fi  la  propofée  avoit  toutes 
{es  racines  égales  , toutes  les  racines  de  l’équation  des  li- 
mites feraient  aufli  égales  & réelles,  par  le  neuvième  Co- 
rollaire > fi  les  racines  de  la  propofée  étoient  en  partie  éga- 
les , & en  partie  inégales  y on  prouverait  toujours  par  les 
Corollaires  précédents , qu’étant  fubftituées  par  ordre  dans 
l’équation  des  limites , elles  donneraient  de  fuite  des  fom- 
mes  toutes  connues  qui  auraient  ■+■  & — , ou  — & -t-, 
ou  zéro  , comme  on  le  verra  clairement  dans  les  remar- 
ques fuivantes  ; ce  qui  ne  peut  convenir  qu’à  une  équa- 
tion dont  toutes  les  racines  font  réelles  j par  confequent 
s’il  y a des  racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limites, 
il  faut  qu’il  y ait  le  même  nombre  de  racines  imaginai- 
res dans  la  propofée.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Ooi  i 
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Remarques, 

Q.  , ■ 

fj and  on  multiplie  une  équation  quelconque 
comme  . . x'  • — nx*  <+•  fxi  — qxx  •+■  rx  — / = o, 

par  ....  5 4 3 % i o, 

l’on  trouve  5**  — 4 nx*  -*■  ipxr  — 2 qxx  -t-  rx — 0=0, 
quifèréduità  5*+ — 4*»*’  ■+■  $pxx — 2 qx  <*•  r =0; 
l’on  peut  toujours  fuppofer  que  le  produit  qui  vieDt  de  la 
multiplication,  eft  une  équation. 

Car  l’inconnue  x du  produit  pouvant  être  confiderée 
comme  une  indéterminée  differente  de  x , qui  eft  l’inconnue 
de  la  propofée  , & étant  poftible  que  l’indéterminée  x aie 
des  valeurs  propres,  à faire  en  forte  que  le  produit  foit  égal 
à zéro  , en  fuppofant  que  x reprefente  dans  le  produit  ces 
valeurs-là , il  eft  évident  que  le  produit  peut  être  fuppofé 
égal  à zéro. 

6 IL 

D’où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  x dans  Te  produit,  c’eft 
à dire,  que  les  racines  du  produit  fuppofé  égal  à zéro,  ne 
font  pas  les  racines  de  l'équation  propofée  , mais  elles  en 
font  différentes  , à moins  qu’il  n’y  eût  des  racines  égales 
dans  la  propofée  , qui  demeureraient  encore  toutes  dans  le 
produit , excepté  une  feule. 

HL 

Il  eft  évident  que  les  termes  de  la  propofée  ayant  alter- 
nativement ■+■  & — , les  termes  du  produit,  qui  eft  l’équa- 
tion des  limites  , ont  aufli  alternativement  & — > par 
confequent  toutes  les  racines  de  l'équation  des  limites  font 
auffi  pofitives, 

IV. 

L’équation  des  limites  fe  peut  toujours  divrfer  par  l’in- 
connue , pareeque  le  dernier  terme  de  la  propofée  eft  mul- 
tiplié par  zéro, 

Ainfi  l’équation  des  limites  a zéro  pour  une  de  fes  raci- 
nes; mais  elle  a pour  fes  racines  réelles  une  racine  de  moins 
que  la  propofée , étant  moindre  d’un  degré  , & fon  dernier 
terme  tout  connu  a toujours  un  ligne  différent  de  celui  du 
dernier  terme  de  la  propofée. 
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V. 

Quand  toutes  les  racines  d’une  équation , par  exemple  du 
cinquième  degré , font  réelles , pofitives  & inégales , fi  l'on  fub- 
flitue  fa  première  racine , c eft  à dire  la  plus  petite  , dans  fon 
équation  des  limites,  à la  place  de  l’inconnue,  la  fbmme  tou- 
te connue  qui  en  viendra  étant  le  produit  des  différences  qui 
font  entre  la  première  racine  de  la  propofée  & les  autres , cha- 
cune de  ces  différences  ayant  le  ligne  — , & étant  quatre  dans 
notre  exemple,  leur  produit  aura  le  ligne  -4-,  qui  eft  celui  du 
dernier  terme  de  l’équation  des  limites. 

Si  on  fubftitue  la  fécondé  racine  de  la  propofée  dans 
l’équation  des  limites  , comme  il  n’y  aura  plus  que  trois 
différences  qui  ayenc  chacune  le  ligne — , le  produit  des 
différences  qui  font  entre  la  fécondé  racine  de  la  propofée  & les 
autres,  aura  le  ligne  c’eft  à dire  le  figne  oppofé  au  précè- 
dent ; ainli  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitu- 
tion  aura  le  ligne  — . 

On  verra  par  un  femblable  raifonnement  que  la  fubftitution 
de  la  troiliéme  racine  de  la  propofée  dans  l’équation  des  limi- 
tes, donnera  le  ligne  ■+■ } la  fubftitution  de  la  quatrième  don- 
nera le  ligne  — . 

Et  enfin  la  fubftitution  de  la  cinquième  donnera  le  figne 

Cela  lait  voir  que  la  première  racine  de  la  propofée  eft  plus 
petite  que  la  première  racine  de  l'équation  des  limites. 

Que  la  fécondé  racine  de  la  propofée  furpaflè  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites  , mais  elle  eft  moindre  que 
la  fécondé. 

Que  la  troiliéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  lèconde 
& la  troiliéme  racine  de  l’équation  des  limites. 

Que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  entre  la  troifié- 
ine  & la  quatrième  de  l’équation  des  limites,  qui  eft  là  plus 
grande  & dernière  racine. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  la  propofée  furpaflè  la 
quatrième  de  l’équation  des  limites. 

VI. 

D’où  l’on  vent  que  la  première  racine  réelle  de  l’équation  des 
limites,  eft  plus  grande  que  la  première  racine  de  la  propofée, 
& moindre  que  la  fécondé  racine  de  la  propolce. 

O o iij 
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Que  la  féconde  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre  la 
féconde  & la  troifiême  racine  de  la  propofée. 

Que  la  troifiême  racine  de  l'équation  des  limites  eft  entre 
la  troifiême  & la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  que  la  quatrième  & derniere  racine  de  l'équation  des 
limites,  eft  entre  la  quatrième  & la  cinquième  ou  derniere  ra- 
cine de  la  propofée. 

VIL 

Par  confequent  les  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
prifes  de  fuite,  font  des  grandeurs  moyennes  entre  les  racines 
de  la  propofée,  & font  par  confequent  les  limites  des  racines 
de  la  propofée  qui  font  entre  la  première  & la  derniere  „ 

VIII. 

Mais  zéro  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite  des  ra- 
cines de  la  propofée,  & le  plus  grand  coëficient négatif  delà 
propofée,  rendu  pofitif  & augmenté  d’une  grandeur  arbitrai- 
re comme  de  l'unité , étant  toujpurs  une  quantité  plus  grande 
• 47.que  la  plus  grande  des  racines  pofitives , * il  eft  évident  qu’en 
ajoutant  zéro , & ce  plus  grand  coëficient  ainfi  augmenté,  aux 
racines  de  l’équation  des  limites,  l’on  aura  deux  limites  pour, 
chacune  des  racines  de  la  propofée. 

IX. 

Pour  les  racines  égaler. 

Quand  il  y a des  racines  égales  dans  la  propofée,  il  peut 
arriver  trois  cas  ; car  ou  bien,  i°,  les  racines  égales  peuvent 
être  moindres  que  chacune  des  racines  inégales  ; 20.  ou  être 
plus  grandes;,  30.  ou  bien  elles  peuvent  être  plus  grandes  que 
quelques  racines  inégales,,  & moindres  que  les  autres;  pat 
exemple  fi  l’on  fuppofe  deux  racines  égales  dans  une  équation 
du  fixiéme  degré,,  elles  peuvent  être,  l°,  moindres  que  les 
quatre  inégales;  20.  ou  plus  grandes;  î°.  ou  bien  il  peut  y avoir 
quelques  racines  inégales  moindres  que  les  égales , & les. 
autres,  inégales  feront  plus  grandes. 

Premier  cas. 

L'équation  dcs  limites  ayant  une  des  deux  racines 
égales  de  la  propofée  du  fixiéme  degré,  la  fubftitution  de 
chacune  des  racines  égales  dans  l'équation  des  limites  à la 
place  de  l’inconnue , donnera  zéro . 
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' ’ La  fubftitution  de  la  première  , c’eft  à dire  de  la  plus  peti- 
te des  quatre  racines  inégales  de  la  propofée  dans  l'équation 
des  limites , donnera  pour  la  fomme  toute  connue  le  produit 
des  différences  qui  font  entre  cette  première  racine  & toutes 
les  autres  ; & comme  il  y a trois  racines  plus  grandes  , il  y 
aura  trois  différences  qui  auront  chacune  le  ligne  — ; ainfi  le 
produit  aura  le  ligne  — . 

La  fubftirution  de  la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , donnera  pour  la  fomme  toute 
connue  le  produit  des  différences  qui  font  entre  la  féconde  ra- 
cine inégale  de  la  propofée  & toutes  les  autres  > & comme 
il  y en  a deux  plus  grandes  que  la  féconde , il  n y aura  que 
deux  différences  qui  ayent  chacune  le  ligne  — , ainfi  le  pro- 
duit aura  le  ligne  ■+• . 

Par  un  femblable  raifonnement  on  verra  que  la  fubftitution 
de  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée  dans  l'équation 
des  limites,  donnera  une  lômme  qui  aura  le  ligne  — ; & que 
la  fubftitution  de  la  quatrième  ou  derniere  racine  inégale  de 
la  propofée  , donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne 

Doit  il  fuit  , i° , que  la  quatrième  racine  inégale  de  la 
propofée  furpaffe  la  plus  grande  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes ; que  la  troifiéme  racine  inégale  de  la  propofée  eft  moindre 
que  la  plus  grande  ou  cinquième  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes , mais  elle  en  furpaffe  la  quatrième  ; que  la  fécondé  raci- 
ne inégale  de  la  propofée  eft  moindre  que  la  quatrième  racine 
de  l’équation  des  limites  , mais  elle  en  furpaffe  la  troifiéme  ; 
enfin  que  la  première  ou  plus  petite  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée  eft  moindre  que  la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  li- 
mites , mais  quelle  furpaffe  la  fécondé , c’eft  à dire , celle 
qui  eft  immédiatement  plus  grande  que  la  racine  égale  com- 
mune aux  deux  équations. 

2°.  Par  conlèquent , la  J*,  4',  & 5e  racine  de  l’équation 
des  limites  ont  chacune  deux  limites,  elles  font  par  conséquent 
réelles  > la  première  l’eftauffi,  étant  la  racine  égale  de  la  pro- 
pofée : La  fécondé  racine  de  l'équation  des  limites  eft  donc 
auffi  une  grandeur  réelle,  puifque  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à deux . 

30.  Il  eft  donc  évident  que  la  fécondé  racine  de  l’équation 
des  limites  eft  moindre  que  la  première  racine  inégale  de  la 
propofée . 


Digitized  by  Google 


zp6  Analyse  démontré' e. 

Que  la  troifiéme  racine  de  lequation  des  limites  furpaflê  la 
première  racine  inégale  de  la  propofée , & eft  moindre  que 
la  fécondé. 

Que  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  furpaflê 
la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  , & eft  moindre  que 
la  troifiéme. 

Enfin  que  la  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  fur* 
paffe  la  troifiéme  racine  inégale , & eft  moindre  que  la  qua- 
trième ou  plus  grande  racine  inégale  de  la  propofée . 

4°.  Par  confequent  les  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
fubftituées  de  fuite  dans  la  propofée,  la  première  donnera  zé- 
ro , & les  autres  donneront  des  fommes  qui  auront  alternati- 
vement les  lignes  -w  & — , ou  — & -t-  , & l’on  aura  deux 
limites  de  chacune  des  racines  inégales  de  la  propofée,  en  pre- 
nant pour  dernierc  limite  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
la  propofée  augmenté  de  l’unité. 

Second  cas. 

Si  les  deux  racines  égales  font  les  plus  grandes , & qu’on 
fubftitue  la  première  ou  la  plus  petite  racine  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites  , à la  place  de  l’inconnue  , on 
trouvera  en  raifonnant  comme  dans  le  premier  cas , quelle 
donnera  une  fomme  toute  connue  qui  aura  le  ligne  — , cet- 
te fournie  étant  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre 
la  première  racine  de  la  propofée  & les  cinq  autres , & qui 
ont  chacune  le  ligne  — . 

La  fubftitution  de  la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée 
dans  l’équation  des  limites , donnera  une  fomme  qui  aura  le 
ligne  . 

La  fubftitution  de  la  troifiéme  donnera  une  fomme  qui  au- 
ra le  ligne  — . 

La  ftibffitution  de  la  quatrième  , qui  eft  la  plus  grande  ra- 
cine inégale , donnera  une  fomme  qui  aura  le  ligne  -♦* . 

La  fubftitution  de  la  cinquième  & fixiéme  , qui  font  les 
racines  égales  , donnera  zéro . 

D’où  il  fuit , i° , que  la  première  ou  plus  petite  racine  de 
la  propofée  eft  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  l’équation 
des  limites. 

La  fécondé  racine  de  la  propofée  eft  moyenne  entre  la  pre- 
mière & la  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites. 

Et 


Digitized  by 


Google  | 


. 


Livre  VL  197 

Et  ainfï  de  fuite  jufqu'à  la  quatrième  & plus  grande  racine 
inégale  de  la  propofée,  qui  eft  moyenne  entre  la  troifiéme  & 
la  quatrième  racine  de  l'équation  des  limites;  & les  deux 
racines  égales  de  la  propofée,  qui  font  la  cinquième  & la 
fixiéme , font  chacune  égale  à b cinquième  racine  de  l’équa- 
tion des  limites . 

a°.  Par  confequent  la  première,  la  féconde  & la  troifiéme 
racine  de  l’équation  des  limites,  ont  chacune  deux  limites  , 
ainfï  elles  font  réelles. 

La  cinquième  eft  auflï  une  grandeur  réelle , puifque  c’eft 
la  racine  égale  de  la  propofée . 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  donc  auffi 
réelle;  puifque  les  racines  imaginaires  ne  peuvent  être  que 
deux  à deux . 

3®.  La  première  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyen- 
ne entre  la  première  racine  de  la  propofée  & la  féconde 
racine. 

La  fécondé  racine  de  l'équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  féconde  & la  troifiéme  racine  de  la  propofée . 

La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée. 

Enfin  la  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  fur- 
paflè  la  quatrième  & plus  grande  racine  inégale  de  la  pro- 
pofée. 

Ainfi  prenant  zéro  pour  la  moindre  des  limites  de  la  propo- 
fée, & fubfti  tuant  de  fuite  dans  la  propofée  à la  place  de  l’in- 
connue, zéro  , la  première  , la  fécondé,  la  troifiéme,  la  qua- 
trième racine  de  l'équation  des  limites  , les  fommes  toutes  con- 
nues qui  en  viendront  auront  alternativement  — & , ou 

•4-  & — ; & l'on  aura  deux  limites  pour  chacune  des  racines 
inégales  de  la  propofée. 

Troisième  cas. 

J_i ORs qu’i L y a des  racines  inégales  dans  la  propofée, 
moindres  que  les  racines  égales  par  exemple  deux , & qu’il 
y a encore  d’autres  racines  inégales  plus  grandes  qne  les  ra- 
cines égales , par  exemple  deux  , il  eft  toujours  évident 
qu’en  fubftituant  la  première , c'cft  à dire  la  plus  petite  des 
racines  inégales  de  la  propofée , à la  place  de  l’inconnue 
dans  l’équation  des  limites,  la  fomme  toute  connue  qui 
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en  viendra  , aura  le  figne  — j puifqu’elle  eft  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  entre  la  première  racine  & les  cinq 
autres  de  la  propofée , Icfquelles  différences  ont  chacune  le 
figne — . 

Si  on  fubflitue  la  fécondé  racine  inégale  de  la  propofée  , la 
fomme  qui  en  viendra  aura  le  ligne  , étant  le  produit  des 
cinq  différences  qui  font  entre  la  féconde  racine  & toutes  les 
autres,  defquelles  différences  la  première  a le  ligne  , & cha- 
que autre  le  figne  — . 

Si  on  fubflitue  la  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la 
propofée , elles  donneront  zéro  ; pareeque  ce  font  les  deux  ra- 
cines égales. 

Si  on  fubflitue  la  cinquième  racine  de  la  propofée , qui  eft 
la  troifiéme  des  inégales,  la  fomme  aura  le  figne — , parce- 
qu’clle  eft  le  produit  des  cinq  différences  qui  font  entre  la  cin- 
quième racine  de  la  propofée  & toutes  les  autres,  dont  une 
leule  a le  figne  — , & toutes  les  autres  le  figne 

Enfin  fi  on  fubflitue  la  fixiéme  racine  de  la  propofée , qui  eft 
la  quatrième  des  inégales , la  fomme  aura  le  figne 

D’où  il  fuit,  i°,  que  la  première  ou  la  plus  petite  des  ract- 
nés  de  la  propofée  eft  moindre  que  la  première  racine  de  l’équa- 
tion des  limites. 

La  leconde  racine  de  la  propofée  furpafïé  la  première 
racine  de  l’équation  des  limites,  & elle  eft  moindre  que  la 
féconde . 

La  troifiéme  & la  quatrième  racine  de  la  propofée  font  éga- 
les à la  troifiéme  de  léquation  des  limites;  puifqu'ellcs  don- 
nent zéro. 

La  cinquième  racine  de  la  propofée  furpaffe  la  quatrième 
racine  de  l’équation  des  limites , mais  elle  eft  moindre  que  la 
cinquième . 

Enfin  la  fixiéme  racine  de  la  propofée  furpaflé  la  cinquième 
& plus  grande  racine  de  l’équation  des  limites. 

. , a®.  Par  conféquent  la  première  racine  de  l’équation  des  limi- 
tes a deux  limites  ; la  troifiéme  eft  la  racine  égale  commune 
aux  deux  équations. 

La  cinquième  racine  de  l’équation  des  limites  a deux  limi- 
tes, qui  font  la  cinquième  & fixiéme  racine  de  la  propofée.  > 

Ces  trois  racines  de  l’équation  des  limites  font  donc  réel- 
les. 
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’ La  fécondé  & la  quatrième  le  font  aufli , car  il  eft  impofïï- 
ble  qu  elles  foient  imaginaires , étant  impoflible  qu’il  y ait  une 
grandeur  réelle  entre  deux  racines  imaginaires , qui  donne  zé- 
ro s & la  troifiéme  & quatrième  racine  de  la  propofée  don- 
nent zéro  , & font  entre  la  fécondé  & la  quatrième  racine  de 
l’équation  des  limites. 

Ainfi  toutes  les  racines  de  l’équation  des  limites  fonr  réelles. 

► 3°.  La  première  ou  plus  petite  racine  de  l'équation  des  limi- 
tes eft  donc  moyenne  entre  la  première  & la  fécondé  racine  de 
la  propofée. 

La  fécondé  racine  de  lequation  des  limites  furpaffe  la  fécon- 
dé racine  de  la  propofée . 

A in  fi  en  prenant  zéro  pour  la  moindre  limite  de  la  première 
racine  de  la  propofée,  l’on  a les  limites  de  la  première  & de  la 
fécondé  racine  inégale  de  la  propofée . 

La  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites  eft  la  troifiéme 
& la  quatrième  de  la  propofée. 

La  quatrième  racine  de  l’équation  des  limites  eft  moindre 
que  la  cinquième  racine  de  la  propofe;. 

- La  cinquième  racine  de  lequation  des  limites  eft  moyenne 
entre  la  cinquième  & la  fixiéme  racine  de  la  propolée. 
t Ainfi  en  prenant  Je  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  pro- 
pofée augmenté  de  l’unité,  l’on  aura  toutes  les  limites  des  ra- 
cines de  la  propofée . 

X. 

Pour  les  racines  imaginaires. 

J L eft  donc  évident  que  quand  toutes  les  racines  d'une 
équation  propofée  font  réelles  & pofitives,  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  le  font  auffi  : Par  confequent  s’il  y a des 
racines  imaginaires  dans  l’équation  des  limites  , qui  ne  peuvent 
être  que  deux  à deux  , il  y a autant  de  racines  imaginaires 
dans  la  propofée . 

• Mais  il  faut  remarquer  que  quand  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  font  réelles , ce  n’eft  pas  une  marque  af- 
fûtée qu’il  n’y  ait  point  de  racines  imaginaires  dans  la  propofée, 
comme  on  le  voit  dans  cet  exemple. 

Soit  l’équation  du  fécond  degré  xx  — 2 ax  ■+■  aa=  o. 
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dont  deux  racines  font  imaginaires  : qu’on  la  multiplie  par 
lequation  linéaire  x — a — g = o ; le  produit  eft  une 
équation  du  troifiéme  degré  xJ  — ^axx  •+■  3 aax  — a1  = o, 
dont  deux  racines  font  ima-  • — ■+•  zagx  — aag 

ginaires  . Qu’on  multiplie  ff*  — *ff 

chaque  terme  du  produit  . — ffg 

par  l’expofont  du  degré  de  I 2 *0 

l’inconnue  de  ce  terme , & le 


dernier  terme  par  zéro } on  3*»  — 6axx  $aax  = o, 
aura  l’équation  des  limites,  — 2gxx  -4-  2 agx 
qui  étant  di  vifée  par  3*,  don-  *4-  ffx 

ne  l’équation  du  2r  degré , 

qui  eft  l'équation  des  limites,  xx  — aax  aa  =.  o, 
dans  laquelle,  fi  Ton  fuppofe  — fgx  ■+■  f ag 
que  le  dernier  terme  ■+■  aa  «4-  jff 

■+■  -j  ag  •¥•  y ff  eft  moindre 

que  le  quarré  de  la  moitié  du  coêficient  • — 3 a — -jg  du  z • 
terme  , qui  eft  -4-  aa  j ag  ■+•  y gg  , ou  qu’il  lui  eft  égal  ; il 
eft  certain  que  les  deux  racines  de  cette  équation  du  iecond 
degré , qui  eft  l’équation  des  limites  , feront  toutes  deux 
réelles  & poûtives  : Mais  il  eft  évident  que  le  dernier  terme 

aa  *4-  y ag  -*■  j ff,  fera  moindre  que  aa  -4-  j ag  -*■  y gg.t 
C^'jffed  moindre  que  v'  jgg  = jg- 

Ainfi , dans  ce  cas,  l’équation  des  limites  aura  routes  lés 
racines  réelles,  & cependant  lequation  propofée  aura  deux  de 
fes  racines  imaginaires. 

En  voici  un  exemple  en  nombres . Soit  xx  — 6x  -4-  9 ==  o> 
dont  les  racines  font  imaginaires.  Qu’on  -4-  1 

la  multiplie  par  lequation  linéaire  . - . x — 9 = o^ 

on  aura  lequation  du  3*  degré  x1  — ijx-x  64*  — 90=  o, 
dont  deux  racines  font  iinagi.  3 x 1 o, 
naires.  Qu’on  la  multiplie  par 

la  progrelfion  arithmet  ique,on 

aura  le  produit  . . ...  3xJ  • — $oxx  -4-  64*  = o,. 

qui  étant  divifé  par  3*,  fe  ré-  . — 

duit  à xx  — ioflf  2t  j = 0, 

dont  les  deux  racines  font  réelles,  l’une  étant  x = 
fie  l’autre  étant  x = 5 — v'îj. 
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Corollaire  XI. 

144.  R E' s les  remarques  precedentes,  il  eft  évident  qu’en 
prenant  zéro  pour  la  plus  petite  des  limites  des  racines  d’une 
équation  quelconque , dont  tous  les  termes  ont  alternative- 
ment  -♦-  & — , & le  plus  grand  ccëficient  négatif  de  cette 
équation  , augmenté  d’une  unité  ou  d’un  plus  grand  nom- 
bre , pour  la  plus  grande  des  limites  , & les  racines  de  l’é- 
quation des  limites  pour  les  limites  moyennes;  l’on  aura  tou- 
tes les  limites  des  racines  de  la  propofée,  deux  limites  pour 
chacune . 

Zéro  & la  première  racine  de  l’équation  des  limites,  feront 
les  limites  de  îa  première  racine  de  la  propofée. 

La  première  & la  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  , 
feront  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée  . 

La  fécondé  & la  troifiéme  racine  de  l’équation  des  limites , 
feront  les  limites  de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  racine  de  l’équation  des 
limites  ; cette  derniere  racine  & le  plus  grand  coëficient  néga- 
tif de  la  propofée , augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre  nombre, 
feront  les  limites  de  la  derniere  racine  de  la  propofée . 

Ainfi  zéro  étant  fubftitué  à la  place  de  l’inconnue  dans  la 
propofée  , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra  fera  le  der- 
nier terme  de  la  propofée  , avec  fon  ligne  qui  eft  dans 
les  équations  des  degrés  pairs  , & — dans  les  équations  des 
degrés  impairs. 

La  première  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituée  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue , la  fomme 
aura  un  ligne  oppofé  au  précèdent. 

La  fécondé  racine  de  l’équation  des  limites  étant  enfuite 
fubftituée  dans  la  propofée , la  fomme  toute  connue  aura  un 
figne  oppofé  au  precedent}  & ainfi  de  fuite. 

Corollaire  XII. 

i*  4 5 • XjOR  s QU’ U N E des  racines  de  l'équation  des  limites , étant 
fubftituée  dans  la  propofée  , donne  zéro,  il  y a deux  racines 
égales  dans  la  propofée. 

Si  plu fieurs  racines  differentes  de  l’équation  des  limites, 
étant  fubftituécs,  donnent  zéro,  ri  y a deux  fois  autant  do 
racines  égales,  deux  à deux,  dans  la  propofée.  * *74. 

P p iij 
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Corollaire  XII I. 

14g.  T iO  R s 0 p* UNE  des  racines  de  l’équation  des  limites  étant 
fubflituée  dans  la  propofée  à la  place  de  l’inconnue  , la  Tom- 
me qui  en  vient  n’a  pas  le  ligne  qu’elle  devrait  avoir  , & n’efl 
pas  zéro , il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Si  plufïeurs  racines  de  l’équation  des  limites  étant  fubfli- 
tuées  dans  la  propofée  , les  fommes  qui  en  viennent  nont 
pas  le  ligne  qu’elles  devraient  avoir  , li  les  racines  de  la 
propofée  étoient  toutes  réelles  , ou  ne  font  pas  zéro  , il  y 
aura  deux  fois  autant  de  racines  imaginaires  dans  la  propo» 
fée , que  l’on  trouvera  de  fois  des  lignes  contraires  à ceux 
qu’on  devrait  trouver. 

Ainli  li  J’on  trouve  deux  fois  que  les  racines  de  l’e'qua- 
tion  des  limites  étant  fubflituées  dans  la  propofée , donnent 
des  fignes  contraires  à ceux  quelles  devraient  donner,,  il  y a 
quatre  racines  imaginaires  dans  la  propofée. 

Corollaire  XIV. 

I47-T  i’equa  tion  des  limites  pouvant  elle-même  être  conC- 
derée  comme  une  équation  principale  , û on  en  multiplie 
chaque  terme  par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme  , & le  dernier  terme  par  zéro , le  produit  fera  fon 
équation  des  limites,  à qui  il  faudra  appliquer  tout  ce  qu’on 
a dit  de  l’équation  des  limites  : Et  li  on  continue  de  mul- 
tiplier chaque  terme  de  cette  nouvelle  équation  des  limites 
par  l’expofant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce  terme  , & le 
dernier  terme  par  zéro  , on  aura  l’équation  des  limites  de 
l’équation  précédante;  en  continuant  cette  operation  jufqu’à 
ce  qu’on  foit  arrivé  à une  équation  linéaire,  l’on  aura  toutes 
les  limites  dts  racines  de  toutes  ces  équations  des  limites  . 

Car  la  racine  de  l’équation  linéaire  avec  zéro  & le  plus 
grand  coëfîcient  négatif  de  lequation  des  limites  du  fécond 
degré,  augmenté  de  l’unité  , feront  les  limites  des  racines 
de  cette  équation  du  fécond  degré. 

. Les  racines  de  celle-ci  avec  zéro  & le  plus  grand  coëficient 
négatif  de  l’équation  du  troifiéme  degré,  augmenté  de  l’uni- 
té, feront  les  limites  de  l’équation  des  limites,  du  troifiéme 
degré  ; & ainfi  de  fuite  jufqu’à  l’équation  propofée.. 
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SECTION  IL 

Où  T on  explique  la  méthode  de  trouver  les  limites  des  racines 
d'une  équation  numérique  quelconque. 

PROBLEME  I. 

1 48.  ROULER  les  limites  par  ordre  de  toutes  les  racines  cT une 
équation  numérique  quelconque. 

On  fuppofe  que  l’équation  eft  fans  fraftion,  que  fon  premier 
terme  n’a  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité,  & que  tous  lès  ter- 
mes ont  alternativement  les  lignes  & — . On  a vu  dans  le 
troifiéme  Livre  les  moyens  de  lui  donner  ces  préparations. 

• i*.  11  faut  multiplier  chaque  terme  de  l’équation  propofée 
par  le  nombre  qui  eft  l’eXpofant  du  degré  de  l’inconnue  de  ce 
terme,  & multiplier  le  dernier  terme  par  zéro  . 11  faut  divi- 
fer  le  produit  par  l’inconnue  linéaire,  & il  fera  l'équation  des 
limites  de  la  propofée,  moindre  d’un  degré  que  la  propofée  , 
& dont  toutes  les  racines  prifes  de  fuite  feront  lés  limites  des 
racines  de  la  propofée . Il  faut  multiplier  chaque  terme  de 
cette  première  équation  des  limites  par  l’expofant  du  degré 
de  l’inconnue  de  ce  terme , & le  dernier  terme  par  zéro  s & 
le  produit  étant  divifé  par  deux  fois  l’inconnue  ( car  on  trou- 
vera que  tous  les  termes  fê  peuvent  divifer  par  ix  ) fera  la 
fécondé  équation  des  limites,  dont  les  racines  feront  les  limi- 
tes de  la  precedente.  11  faut  multiplier  chaque  terme  de  cet- 
te fécondé  équation  des  limites  par  l’expofant  du  degré  de 
l’inconnue , & le  dernier  terme  par  zéro;  & pareequ’on  trou- 
vera que  chaque  terme  fe  peut  divifer  par  jr,  il  faut  divifer 
le  produit  par  3*;  & l’on  aura  la  troifiéme  équation  des  li- 
mites , dont  les  racines  feront  les  limites  de  la  precedente.  On 
continuera  d’operer  de  cette  maniéré  jufqu’à  ce  qu’on  foit  arri- 
vé à une  équation  linéaire  ; ce  fera  la  demiere  équation  des 
limites. 

20.  II  faudra  prendre  zéro  pour  la  moindre  limite  de  l'é- 
quation du  fécond  degré  ; la  racine  de  l’équation  linéaire 
pour  la  fécondé  limite  ; & le  plus  grand  coëficient  négatif 
augmenté  de  l’unité  ou  d’un  nombre  arbitraire,  pour  la  trot-* 
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fiéme  & plus  grande  limite  de  la  même  équation  du  fécond 
degré  ; & l'on  aura  ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de 
l’équation  du  fécond  degré. 

11  faudra  prendre  pour  les  limites  des  racines  de  l’équation 
du  troifiéme  degré,  zéro,  les  deux  racines  de  l’équation  du 
fécond  degré , & le  plus  grand  coéficient  négatif  de  l'équa- 
tion du  troifiéme  degré  , augmenté  de  l’unité  ; & l’on  aura 
ainfi  toutes  les  limites  des  racines  de  l’équation  du  troifiéme 
degré  , deux  limites  pour  chacune . 

Il  faudra  prendre  de  même  zéro , les  racines  de  l’équation 
du  troifiéme  degré  , & le  plus  grand  coéficient  négatif  de 
l’équation  du  quatrième  degré,  augmenté  de  l’unité  ou  d’un 
autre  nombre,  pour  les  limites  de  l’équation  des  limites  du 
quatrième  degré  ; & l’on  aura  ainfi  deux  limites  pour  cha- 
que racine  de  cette  équation . 

Il  faudra  faire  la  même  chofe  pour  les  équations  fuivan- 
tes  jufqu’à  la  propofée  , dont  zéro  , les  racines  de  la  pre- 
mière équation  des  limites  , & le  plus  grand  coéficient  né- 
gatif de  la  propofée  , augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre 
nombre , feront  les  limites , & il  y en  aura  deux  pour  cha- 
cune  des  racines  de  la  propofée. 

On  enfeignera  dans  la  Seétion  fuivante  la  maniéré  de 
trouver  chaque  racine  d’une  équation  , lorfqu’on  en  a les 
deux  limites. 

Pour  le ! racine!  égala- 

Qu  AND  une  des  racines  d’une  des  équations  des  limites 
étant  fubflituée  dans  l’équation  qui  la  précédé , donne  zéro 
au  lieu  de  donner  une  fbmme  qui  ait  le  ou  le  — , qu’el- 
le doit  avoir,  il  y a dans  ce  cas  des  racines  égales  dans  la 
propofée.  Voici  la  maniéré  d’en  déterminer  le  nombre. 

Si  une  feule  des  racines  de  la  première  équation  des  limi- 
tes étant  fubflituée  dans  la  propofée , donne  zéro , il  y a 
deux  racines  égales  dans  la  propofée. 

Si  deux  racines  ctoient  égales  dans  la  première  équation 
des  limites  , il  y aurait  trois  racines  égales  dans  la  propo- 
fée ; & ainfi  de  fuite. 

Si  deux  racines  de  l’équation  des  limites  , quoiqu’inéga- 
les  entr’elles , étoient  auffi  les  racines  de  la  propofée  , elle 
aurait  quatre  racines  égales , deux  à deux. 

Si 
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Si  une  des  racines  de  la  fécondé  équation  des  limites  étant 
fubflituée  dans  la  première  équation  des  limites,  donne  zéro , 
il  y a trois  racines  égales  dans  la  propofée. 

S’il  y avoit  deux  racines  égales  dans  la  féconde  équation  des 
limites , il  y aurait  quatre  racines  égales  dans  la  propofée  ; & 
ainfi  de  fuite. 

Si  une  des  racines  de  la  troifïéme  équation  des  limites  étant 
fubflituée  dans  la  fécondé  , donne  zéro,  il  y a quatre  racines 
égales  dans  la  propofée  » & ainfi  des  autres  qui  fui  vent  la  troi- 
fiéme  équation  des  limites , jufqu’à  l’équation  linéaire,  dont 
h racine  étant  fubflituée  dans  l’équation  des  limites  du  fécond 
degré  qui  la  précédé  , fl  elle  donne  zéro , toutes  les  racines 
de  la  propofée  feront  égales. 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  des  racines  égales  eft  une  fuite 
évidente  de  ce  qu’on  en  a démontré  dans  la  derniere  Sedlion 
du  quatrième  Livre. 

Quand  on  trouve  par  la  méthode  de  ce  Problème , que  la 
propofée  contient  des  racines  égales  , le  plus  court  eft  de  divi- 
fer  la  propofée  par  l’équation  compofce  de  toutes  les  racines 
égales , & l’on  aura  un  quotient  qui  contiendra  les  feules  ra- 
cines inégales  de  la  propofée,  dont  on  trouvera  les  limites  par 
le  premier  article. 

Pour  les  racines  imaginaires. 

V4ü  AND  une  racine  d’une  des  équations  des  limites  étant 
fubflituée  à la  place  de  l’inconnue  dans  l’équation  qui  la  pré- 
cédé immédiatement , & dont  fes  racines  font  les  limites , la 
fbmme  qui  en  vient  na  pas  le  figne  ou  — , qu’elle  devroit 
avoir  fi  les  racines  étoient  toutes  réelles  & inégales  , & que 
cette  fomme  n’eft  pas  zéro  > dans  ce  cas  il  y a deux  racines 
imaginaires  dans  l’équation  qui  la  précédé  , & dans  toutes 
les  autres  équations  des  limites  qui  la  précèdent , jufqu’à  la 
propofée  , qui  a aufli  deux  racines  imaginaires. 

Si  deux  racines  d’une  des  équations  des  limites  ne  donnoient 
dans  celle  qui  la  précédé  immédiatement , ni  le  ligne  qu’elles 
doivent  donner , ni  zéro  , il  y aurait  quatre  racines  imaginai» 
res  dans  la  propofée  ; & ainfi  de  fuite. 

Les  autres  racines  réelles  de  l'équation  qui  précédé  nau- 
roient  pas  moins  leurs  limites  , il  y en  aurait  deux  pour 
chacune , en  prenant  zéro  pour  la  moindre  , le  plus  grand 
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ccëficient  négatif  augmenté  de  l'unité , pour  la  plas  grande, 
& les  autres  racines  de  l’équation  des  limites , dont  on  parle  , 
pour  les  limites  moyennes . 

Toute  cette  méthode  eft  une  fuite  évidente  de  tout  c« 
qui  précédé. 

Application  du  Problème  à des  exemples. 

Exemple  I. 

Pour  trouver  les  limites  des  racines  de  l’équation  du 
troifiéme  degré  . . xJ — iiaxx*"  3744* — 30240=0, 
i°.  On  multipliera  fes 

termes  par  . . . 3 2 1 o } 

on  divifera  le  produit  3*’  — 228**  -t-  3744*  =0 , 

par  x , & l’on  aura 

l’équation  des  limites  3** — 228*  -*-3744  =0. 

On  multipliera  fes 

termes  par  . , . 2 x o, 

& l’on  aura  le  pro-  — — 

duit 6xx — 228*  =0, 

qui  étant  diviïé  par 
6x  , donnera  . . x — 38  = o, 

qui  eft  la  derniere  équation  des  limites  , ou  l’équation  li- 
néaire des  limites. 

2*.  Pour  avoir  à prefent  les  limites,  l’on  ôtera  le  coëficient 
du  premier  terme  de  l’équation  des  limites  du  fécond  degré  , 
3**  — 228*  -t-  3744  = o , ce  qui  fe  fera  ici  en  divifant 
chaque  terme  par  3 , & l’on  aura  **  — 76*  -t-  1248  = o , 
pour  l’équation  des  limites  du  fécond  degré . 

Zéro  & la  racine  38  de  l’équation  linéaire , feront  les  li- 
mites de  la  ire  racine  de  l’équation  xx  — 76*  •+■  1 248  = o . 

-f*  38  & ■+•  77  , qui  eft  le  plus  grand  coëficient  négatif  de 
cette  équation  , augmenté  de  l’unité  , feront  les  limites  de  fk 
fécondé  racine. 

Ainfi  en  fubftituant  zéro  au  lieu  de  x dans  lequation  xx 
— 7 6x  1248  = o,  l’on  aura  1248. 

En  fubftituant  la  fécondé  limite  38  , on  aura  — 196. 

En  fubftituant  la  troifiéme  limite  77,  on  aura  -4-  1 3 2 j. 

Et  l’on  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Se&ion  fuivante,que 
les  deux  racines  de  xx  — 76*  -4-  1248  = o,  font  24  & 52. 
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Ainfi  zéro  & 24  font  les  limites  de  la  première  racine  de 
la  propofée  x*  • — 3744* — 30240  = o » c’eft  à 

dire , la  première  racine  de  la  propofée  eft  entre  zéro  & 24s 
& en  fubftituant  zéro  au  lieu  de  l’inconnue  x dans  la  pro- 
pofée , la  fomme  toute  connue  qui  en  viendra , aura  le  li- 
gne — ; en  fubftituant  24,  la  fomme  aura 

24  & 52  font  les  limites  de  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofée , & en  fubftituant  52  , la  fomme  aura  — » 

Enfin  52  & le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propo- 
fée, augmenté  de  l’unité,  qui  eft  30241  , font  les  limites 
de  la  troifiéme  racine  de  la  propofée;  & en  fubftituant  30241, 
la  fomme  qui  en  viendra  aura 

L’on  a donc  les  limites  de  toutes  les  racines  de  la  propo- 
fée, deux  limites  pour  chacune;  ce  qu'il  falloit  trouver  * 


Second  exemple  où  il  y a des  racines  égales . 
o U R trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation  du 


troifiéme  degré  - . x*  — 30**  -*•  288*  — 864=0, 
i°,on  multipliera  fes  ter- 
mes par 3 2 1 o, 

& l’on  aura  la  première — —— 

équation  des  limites  . . $x}  — 6oxx  ■+■  288*  = o, 
qui  étant  divifée  par  x, 

donnera  ...  ».  , %xx — 6ox  288  = oj 


multipliant  cette  équa- 
tion par  .....  2 r o, 

l’on  aura  la  derniere — — ■ ■ 

équation  des  limites  ...  6xx — 602:  =0, 
qui  étant  divifée  par  6x, 
le  réduite  à l’équation 
linéaire  .....  x — 10  = o . 

20.  Pour  avoir  les  limites  de  l’équation  du  fécond  degré  3**- 

— 6ox  ■+■  288  = o , ondivifera  fes  termes  par  3 , & l’on 
aura  xx  — 20*  -4-  96  = o pour  la  première  équation 
des  limites.  Les  limites  de  la  première  racine  de  xx  — 20* 
»♦-  96  = o , font  zéro  & la  racine  10  de  la  derniere  équa- 
tion des  limites  . Les  limites  de  la  fécondé  racine  de  xx 

— 20*  -♦»  96  = o , font  10  & fon  plus  grand  coëficient 
mégatif  augmenté  de  l’unité  , qui  eft  21 . On  trouvera  par 
les  méthodes  de  la  Sedlion  fuivante , que  les  racines  de  la 

Qü  ü 
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première  équation  des  limites  xx  — 20*  -+-9^  = 0,  font  8 

& ii.- 

Ainfi  o , 8 , 12 , 865  , font  les  limites  des  racines  de  la 
propofée  : mais  pareequ’on  trouve  que  12  étant  fubftitué 
dans  la  propofée  à la  place  de  * , la  fomme  qui  en  vient 
eft  zéro  & qu’ainfi  12  en  eft  une  racine  ; la  propofée  a 
deux  racines  égales  12,  12  , & il  ne  lui  refte  plus  qu’une 
racine  inégale , dont  les  limites  font  o & 8. 

Mais  le  plus  court  eft  de  divifer  la  propofée  par  1 équa- 
tion compofée  des  deux  racines  égales  ti  ôc  12,  qui  eft  xx 
— 24*  144  = o,  & le  quotient  x — 6 = o,  contiendra 

la  racine  inégale . 

Troi/icme  exemple  où  il  y a des  racines  imaginaires. 

Pou  R trouver  les  limites  des  racines  de  cette  équation 
du  quatrième  degré  ** — 76^-^  1872**—  iji20*-*-35i3é  = o, 
i°,on  multipliera  les 

termes  par  ...  4 3 * 1 °» 

8c  l’on  aura  la  i'* 

équation  des  limites  4**  — 228**  3744**  — 15**0*  — °» 

qui  fe  réduit  en  di- 

vilânt  par  4*  à . . x ’ — 57**  37“° 

On  multiplieracette 

équation  par  ...  3 a * °> 

& on  aura  la  fécondé  ———————— 

équation  des  limites  3*J  — n^xx-*-  936*  — o, 
oui  étant  divifée  par 

3*,  fe  réduit  à . . xx  — $8#  ■*“  3 12,  — 

on  multipliera  cette 

équation  par  . . * 1 °» 

# &onauraladerniere — 

équation  des  li  mites  2xx  — 3 Sa:  = o , 
qui  étant  divifée  par 
2*,fe  réd  uit  à l’équa- 
tion linéaire  . . . x — 19  =0. 

20.  Pour  avoir  les  limites  des  deux  racines  de  l’équatioa 
des  limites  du  2'  degré  xx  — 38^  «+■  3 1 2 = o,  on  prendra 
zéro  pour  première  limite  r la  racine  19  de  1 équation  linéaire 
des  limites  * — 19  = o , pour  feconde  limite  ; & le  plus 
jjrand  coëficient  négatif  de  l’équation  xx  — 38*  -4-312=0» 
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augmenté  de  l’unité  , qui  eft  39,  pour  la  troisième  limite  • 
Ainfi  les  trois  limites  feront  0,  19,  39 . 

On  trouvera  par  les  méthodes  de  la  Seétion  fuivante , en  Ce 
fervant  de  ces  limites , que  les  deux  racines  de  la  fécondé  équa- 
tion des  limites  xx  — 38»  ■+■  3 1 1 = o,  font  1 2 & 26. 

Ainfi  les  limites  de  la  première  équation  des  limites  x1 
: — 57*x4-  936*  — 3780  =0,  feront  o,  12,  26,  3781,  par 
le  moyen  defquelles  on  trouvera  que  les  racines  de  la  premiè- 
re équation  des  limites  xl  — • 57*#  936*  — 3780  = o, 

font  6,  il,  30. 

Par  confcquent  les  limites  des  racines  de  la  propofée  a;4 
— ’j6xs’»im  1872**  — iylior  -+-35136  = 0,  font  0,6,21,  30 
15121.  Ce  aù  il  fallait  trouver . 

En  fubftituant  zéro  dans  la  propofée  au  lieu  de  x , la 
fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  le  dernier  terme , & elle 
a le  ligne  . 

En  fubftituant  la  fécondé  limite  6,  la  fomme  a le  ligne  — . 

En  fubftituant  la  troifiéme  limite  2 1,  la  fomme  a le  ligne  . 

En  fubftituant  la  quatrième  limite  30, la  fommequi  devrait 
avoir  le  ligne  — , a encore  le  ligne  C’eft  une  marque  cer- 
taine qu’il  y a deux  racines  imaginaires  dans  la  propofée  , & 
deux  racines  réelles , dont  on  trouvera  par  les  méthodes  de  la 
Seétion  fuivante,  que  la  première  eft  4,  & que  la  féconde  eft 
incommensurable , plus  grande  que  8,  & moindre  que  9, 

Remarque. 

P ou  R faire  concevoir  clairement  la  méthode  du  Problè- 
me , on  a choili  des  exemples  dont  les  équations  des  limites 
eulfent  ces  deux  conditions:  l°.  qu’elles  fe  trouvaient  fans 
fraélions,  le  Coëficient  de  leur  premier  terme  étant  undi- 
vifeur  exaét  de  tous  les  autres  termes  : 20.  que  toutes  les 
racines  des  équations  des  limites  fuftent  commenfurables . 
Quand  ces  deux  conditions  ne  fe  trouvent  pas , qui  eft  le 
cas  le  plus  ordinaire  , on  verra  à la  fin  de  la  Seétion  fuivante 
le  moyen  de  trouver  , nonobftant  cela  , les  limites  quon 
cherche. 

. y;  . r.'i 

Q»q 
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THEOREME  II. 

14. 9.  pef  U AND  on  aies  limites  des  racines  d’une  équation  > trou ■ 
ver  les  limites  des  racines  de.  toute  équation  en.  laquelle  on  trans 
formera  la  première.. 

P AR  exemple  on  al  équation  .v5  — 1 14*# -4- 3 74  4* — 30240 
= o,  dont  on  connoît  les  limites  o,  24,  52,  24241;.  on  veut 
la  transformer  en  une  autre , foit  en  iuppofant  par  exem- 
ple x — 10  = y y qui  fe  réduit  à x =y  ■+•  10, 
ou  x -*-io  =y  x = y — 10, 

ou  10 — x =y  x — io — y> 

ou  10*  =xy  x=T*r 

OU  TT  =y  . *=IO y y 

ou  enfin  de  quelqn  autre  maniéré  qu’on  voudra ..  Subfti- 
tuant  enfuite  la  valeur  de  x prife  dans  quelqu’une  de  ces  équa- 
tions où  * eft  linéaire,  au  lieu  de  x dans  la  propofée , l’équa- 
tion qui  naîtra  fera  la  transformée. 

Pour  avoir  les  limites  des  racines  de  la  transformée,  il  faut 
fubllituer  les  limites  fuccefthement  à la  place  de  x dans  l’équa- 
tion cù  x eft  linéaire,  & qui  a fervi  à faire  la  transformation; 
& les  valeurs  de  y toutes  connues  qui  viendront  de  ces  fubfti- 
tutions,  feront  les  limites  des  racines  delà  transformée;  par 
exemple  en  fubftituant  o à la  place  de  x dans  l’équation, 
x — 10  =-y  , ort  aura  o — 10  =y  > ainfi  la  première  limi- 
te de  la  transformée  fera  — 10 . 

En  fubftituant  24 , on  aura  la  fécondé  limite  24  — 10 


==14  =y-  , 

En  fubftituant  5*,  on  aura  52  — 10  ==  4.2,  =y  r ainfi  la. 
troifiéme  limite  de  la  transformée  fera  42  . 

IL  en  eft  de  même  des  autres  transformations.. 


Démonstration. 

• 3,  I L eft  évident  par  la  transformation,  * que  les  racines  de  la 
transformée  font  les  racines  mêmes  de  la  propofée  , dimi- 
nuées ou  augmentées  de  la  grandeur  connue  10  , ou  de  telle 
autre  qu’on  voudra , ou  multipliées  ou  divifées  par  cette 
même  grandeur , &c.  Par  confequenc  fi  l’on  diminue  , ou  G 
l’on  augmente , ou  fi  l’on  multiplie , ou  fi  l’on  divife , &c. 

chaque  limite  de  la  propofée  de  la  même  maniéré  , il  eft. 

• - • 

L-  • - 
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vlfible  que  les  grandeurs  qui  en  viendront , feront  les  limites 
des  racines  de  la  transformée  , c’eft  à dire  , ces  racines  feront 
des  grandeurs  moyennes  entre  ces  limites. 

Mais  en  fubftituant  chaque  limite  des  racines  de  la  pro- 
pofée à la  place  de  * , dans  l’équation  qui  a fervi  à la  tranfor- 
mation  , dans  laquelle  équation  x cft  linéaire,  il  eft  évident 
que  les  limites  de  la  proposée  font  diminuées  ou  augmentées  de 
la  grandeur , par  exemple  i o , dont  les  racines  de  la  propofée 
font  diminuées  ou  augmentées  dans  la  transformée;  ou  bien 
quelles  font  multipliées  ou  divife'es , &c.  par  la  même  gran- 
deur io,  par  laquelle  les  racines  de  la  propofée  font  mul- 
tipliées ou  divifées,  &c.  dans  la  transformée.  Les  grandeurs 
qu’on  trouve  par  ce  Problème  font  donc  les  limites  de  la 
transformée . 

Corollaire. 

S'i  l’on  transforme  une  équation  propofée  x1  — 1 14** , &c. 
en  une  autre  dont  les  racines  foient  celles  de  la  propofée , 
diminuées  chacune  d’une  des  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée, par  exemple  de  24,  qui  eft  la  plus  petite  des  deux 
limites  de  la  fécondé  racine  de  la  propofée , en  fuppofant 
x — 24  =jt  i il  eft  évident  que  la  plus  petite  <les  deux  limi- 
tes de  la  fécondé  racine  de  la  transformée  fera  zéro  ; la  fécon- 
de limite  fera  la  différence  qui  eft  entre  la  limite  24  & la  limi- 
te fuivante  32,  c’eft  à dire  fa  fécondé  limite  féra  28;  & les  li- 
mites des  racines  fuivantes  de  la  transformée , fi  elle  en  a plu- 
fieurs  , feront  les  différences  qui  fe  trouvent  entre  la  limite  24 
& chacune  des  limites  fuivantes  de  la  propofée. 

R E M A R Q^U  E S. 

I. 

\1uand  on  trouve  par  le  Problème  précèdent  une  gran* 
deur  négative  pour  la  première  limite  de  la  première  ra- 
cine d’une  transformée;  comme  on  a trouvé  la  grandeur  néga- 
tive— 10 , il  faut  prendre  zéro  pour  première  limite  de  la  pre- 
mière racine  de  la  transformée,  & non  pas  la  grandeur  néga- 
tive — 10  : Cela  eft  plus  commode  dans  la  pratique. 

IL 

Quand  toutes  les  racines  d’une  équation  font  pofitives, 
eu  toutes  négatives  & réelles,  comme  le  coëficient  du  fécond 
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terme  en  eft  la  fonime , fi  l’on  prend  le  tiers  de  ce  coëficient , fi 
elle  eft  du  troifiéme  degré , le  quart  fi  elle  eft  du  quatrième 
degré,  & ainfi  de  fuite , cette  grandeur  fera  une  limite  moyen- 
ne, au  moins  entre  la  plus  petite  & la  plus  grande  des  racines  . 

Ainfi  la  plus  petite  des  racines  eft  entre  zéro  & cette  limite 
moyenne  ; & la  plus  grande  des  racines  eft  entre  cette  limite 
moyenne  & le  plus  grand  coëficient  négatif  de  la  propofée, 
augmenté  de  l’unité  ou  d’un  autre  nombre. 

On  pourra  trouver  la  plus  petite  & la  plus  grande  racine  de 
la  propofée  en  fe  fervant  de  ces  limites  par  les  méthodes  de  la 
Seétion  fui  vante. 


Avertissement. 

Çeux  qui  commencent  & ceux  qui  ne  fçavent  pas  le  cal- 
cul des  différences,  doivent  paflier  à la  Sedtion  fuivante. 

a r 

Theoreme  V. 

1 5°'  JTy  ES  racines  de  r équation  des  limites  formée  par  la  méthode 
du  premier  Problème  > font  les  véritables  limites  des  racines  de 
la  propofée  dont  elle  eft  l'équation  des  limites , ce  fl  à dire , elles 
font  les  véritables  limites  moyennes  entre  la  plus  petite  & la  plus 
rande  racine  de  la  propofée. 


*p 


oü  R bien  entendre  ce  Theôrême  , il  faut  remarquer,  i% 
que  dans  une  équation  propofée  comme  xx  — j6x  -t-  i 248 
= o,  dont  les  racines  font  24  & 52,  toutes  les  grandeurs  qui 
font  entre  24  & 52,  comme  25, 26,  27, 28,  &c.  font  des  gran- 
deurs moyennes , ou  des  limites  entre  la  première  racine  246c 
la  féconde  racine  52;  & que  la  fubftitution  de  chacune  de  ces 
grandeurs  à la  place  de  x dans  la  propofée , donnera  différen- 
tes femmes  toutes  connues  , dont  chacune  aura  toujours  le 
même  figne — . 

2°.  Que  les  fommes  toutes  connues  qui  naiffent  de  la  fubfti- 
tution de -4-  25,  26,  27,  &c.  vont  toujours  en  augmentant, 
c’cft  à dire , celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  25  eft  moin- 
dre que  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  25,  & celle-ci 
moindre  que  celle  qui  vient  de  la  fubftitution  de  27»  & elles 
vont  ainfien  augmentant  jufqu’à  la  fubftitution  de  la  limite  38 
trouvée  par  le  premier  Problème , qui  donne  une  fomme  qui 
eft  la  plus  grande  de  toutes. 

Et 


Digitized  by  Google 


n 


Livre  VI.  313 

Et  fubftituant  enfuite  3 p,  40,  41,  42  & les  autresnombres. 
fuivans , les  fommes  toutes  connues  qui  naiflènt  des  fubffi- 
tutions  vont  en  diminuant , celle  qui  vient  de  la  fubflitution 
de  39  étant  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubflitution 
de  40,  & celle-ci  plus  grande  que  celle  qui  vient  de  la  fubftitu- 
tion  de  41,  & ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  fubflitution  de  la  raci- 
ne 52  qui  donne  zéro. 

Or  j'appelle  la  véritable  limite  la  grandeur  38,  qui  eft 
celle  de  toutes  les  limites  qui  font  entre  la  racine  24  & la 
racine  52,  qui  étant  fubflituée  dans  la  propofée , donne  la  plus 
grande  fomme  toute  connue  , les  autres  limites  donnant  cha- 
cune de  moindres  fommes  toutes  connues  : Et  je  dis  que  les 
limites  qu’on  trouve  par  le  Problème , c’eft  à dire  les  racines 
de  l’équation  des  limites , font  les  véritables  limites  moyennes 
des  racines  de  la  propofée  entre  la  première  & la  demiere  ra- 
cine de  la  propofée  ; c’efl:  à dire  , qu’étant  fubftituées  dans 
la  propofée , les  fommes  toutes  connues  qui  en  viennent,  font 
plus  grandes  que  celles  qui  viennent  de  la  fubflitution  des 
autres  limites , qui  ne  font  pas  celles  que  j’appelle  les  véri- 
tables , & lcfquclles  véritables  limites  fe  trouvent  par  le  pre- 
mier Problème. 

Pour  le  démontrer,  i°,  il  faut  fuppofer  dans  le  fécond 
membre  d’une  équation  propofée  , comme  v*  — 114W 
-♦-3744V  — 30240  = 0,  dont  les  racines  font  12,42,60, 
au  lieu  de  zéro,  une  grandeur  indéterminée  y , &l’on  aura 
a1 — ii4**-h  3744V  — 30240=7. 

2°.  Il  faut  concevoir  diffin&ement  que  v reprefentant  tous 
les  nombres  imaginables  qu’on  peut  fubflituer  à là  place 
dans  le  premier  membre  , y reprefente  toutes  les  fommes 
connues  qui  naîtront  de  la  fubflitution  de  chacune  de  ces  gran- 
deurs à la  place  de  v. 

Et  pour  concevoir  diftinélement  toutes  ces  grandeurs  que 
reprefente  y , il  faut  commencer  par  la  fubflitution  de  zéro 
à la  place  de  x ; & [allant  fucceflivement  par  ordre  , il  faut 
concevoir  qu’on  fubflitue  à la  place  de  x , après  la  fubftitu- 
tion  de  zéro  , un  nombre  fi  petit  qu’il  diffère  de  zéro  moins 
qu’aucune  grandeur  donnée , quelque  petite  qu’elle  puiffe 
être , & cette  grandeur  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée , 
eff  ce  qu’on  appelle  une  grandeur  infiniment  petite , ou  une 
différence . 
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11  faut  enfuitc  concevoir  quon  fubftitue  après  la  grandeur 
précédente  une  autre  grandeur  plus  grande , mais  qui  ne  fur- 
paffe la  precedente  que  d’une  grandeur  infiniment  petite , ou 
d’une  différence. 

Concevant  ainfi  de  fuite  qu’on  fubftitue  des  grandeurs 
par  ordre  qui  ne  fe  furpaffent  que  d’une  grandeur  infiniment 
, petite,  on  concevra  en  même  temps  que  les  fommes  toutes 
connues  qui  naiffent  par  ordre  de  ces  fubffitutions  , vont  tou- 
jours en  diminuant , & font  reprefcntées  par  y , & que  le 
premier  y furpaffe  le  fécond  d’une  grandeur  infiniment  pe- 
tite, le  fécond  furpaffe  le  troifiéme  d’une  grandeur  infini- 
ment petite,  & ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  que  concevant 
que  la  première  racine  de  la  propofée  — 114**  h-  3744» 
— 30240  = y , qui  eft  12,  étant  fubftituée  à la  place  de  x, 
la  fomme  toute  connue  qui  en  vient  eft  zéro;  ainfi  y reprefen- 
te  alors  zéro,  & n’eft  aucune  grandeur  réelle , & n a point  par 
confequent  alors  de  différence. 

Continuant  de  concevoir  quon  fubftitue  à la  place  de  x 
un  nombre  qui  furpaffe  la  première  racine  12  d’une  gran- 
deur infiniment  petite,  & enfuite  une  autre  qui  furpaffe  le  pre- 
cedent d’une  différence,  & ainfi  de  fuite,  on  concevra  en  mê- 
me temps  que  j , qui  eft  toujours  égale  à chaque  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  chacune  de  ces  fubftitutions  , devient  en- 
core une  grandeur  réelle  qui  va  en  augmentant  d’une  grandeur 
infiniment  petite  , jufqu’à  ce  que  concevant  qu’on  fubftitue  la 
première  limite  qui  eft  24 ,y  devient  la  plus  grande  fomme 
toute  connue  que  puiffent  donner  les  fubftitutions  fucceffives 
de  chacun  de  tous  les  membres  qui  font  entre  la  première  ra- 
cine 1 2 & la  fécondé  racine  42 . 

Et  concevant  qu’on  fubftitue  enfuite  une  grandeur  qui 
furpaffe  la  véritable  limite  24  d’une  différence , & enfuite 
une  autre  qui  furpaffe  la  précédente  d’une  différence  , & ainfi 
de  fuite , y reprefentera  les  fommes  toutes  connues  qui  naif- 
fent de  ces  fubftitutions , qui  vont  en  diminuant , & dont 
chacune  furpaffe  celle  qui  la  fuit  d’une  différence , jufqu’à 
ce  que  concevant  que  l’on  fubftitue  à la  place  de  x la  fécondé 
racine  42,  l’on  conçoive  en  même  temps  que  la  fomme 
toute  connue  qui  naît  de  cette  fubftitution  eft  zéro  , & 
qu’ainfi  y reprefente  alors  zéro  , & n’eft  aucune  quantité 
réelle . 
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On  continuera  le  même  raifonnement  fur  les  fubffitutions 
des  grandeurs  qui  font  entre  la  fécondé  racine  42  & la  troifié- 
me  racine  60 , & fur  les  fortunes  reprefentées  par^  qui  en  naî- 
tront ; & ainfi  de  fuite  dans  les  équations  des  degrés  plus  éle- 
vés ; & enfuite 

3*.  On  remarquera  que  dans  les  fubflirutions  des  grandeurs 
qui  font  entre  deux  racines  de  la  propofée  , par  exemple  des 
grandeurs  qui  font  entre  la  première  racine  ï 2 & la  fécon- 
dé 41 , à la  place  de  x , les  y , c’eft  à dire  les  grandeurs  que 
reprefente  y , vont  toujours  en  augmentant  d’une  différence 
jùfqu’à  la  fubftitution  de  la  véritable  limite  24. 

Que  dans  la  fubffitution  de  24 , l'augmentation  ceffé  , c’eft 
à dire  quelle  eft  nulle  ou  égale  à zéro , & qu’ainff  la  différen- 
ce dey  eff  nulle  dans  cette  fubftitution  - 

Et  quenfin  dans  la  fubftitution  des  grandeurs  fuivantes , 
jufqu’à  celle  de  la  racine 42,  au  lieu  d’augmentation,  c’eft 
une  diminution  , & les^  vont  en  diminuant  jufqu’à  ce  qu’ils 
deviennent  zéro  dans  la  fubftitution  de  la  fécondé  racine  42. 

D’où  il  fuit,  pour  la  démonftration  du  10e  rheorême,  que 
torique  l'augmentation  ou  la  différence  dey  eft  égale  à zéro , 
alors  la  valeur  de  x eft  celle  qui  étant  fubftituée  à fa  place 
dans  la  propofée  , donne  une  fouirne  qui  eft  la. plus  grande  de 
toutes  celles  que  donne  la  fubftitution  des  autres  grandeurs 
moyennes  entre  deux  racines , & que  cette  valeur  de  x eft  la 
véritable  limite  entre  ces  deux  racines. 

Pour  trouver  donc  les  véritables  limites  des  racines  , il  nô 
faut  que  prendre  la  grandeur  qui  exprime  la  différence  de  y , 
la  fuppofer  égale  à zéro,  & les  racines  de  l’équation  qui  naî- 
tra de  cette  fubftitution , c’eft  à dire  les  valeurs  de  x dans  cet- 
te équation  , feront  les  véritables  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée . 

Or  le  calcul  des  différences  apprend  que  pour  prendre 
la  différence  de  xx  — 114#*  •+•  3744*  — 30240  =>, 
il  faut  multiplier  3 z 1 o 

chaque  terme — — - 

par  l’expofont  $xxdx  — nixdx  -t-  3744^  = dy 
de  fon  inconnue  , & par  la  diffèrencielle  ax  ; qu’il  faut  multi- 
plier le  dernier  terme  par  zéro  , & écrire  au  fécond  membre 
dy  au  lieu  de  y , & divifer  chaque  terme  par  x , & l’on  aura 
la.  différence  $xxdx  — 228 xdx  •+*  3744^  = dy. 

Rr  ij 
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Il  faut  enfuite  fuppofer  dy  = o , & l’on  aura  ixxdx 

— 228 xdx  -4-  3744 dx  o. 

Il  faut  divifer  chaque  terme  par  dx,  & l’on  aura  l’équa- 
tion $xx  — 228*  -+-  3744  = o;  ou  divifant  par  3,  xx — yéx 
-4-  1248  = o , dont  les  racines  étant  fubftituées  dans  la  pro- 
pofée  à la  place  de  x , les  femmes  toutes  connues  qui  en 
naîtront  , feront  plus  grandes  que  toutes  celles  que  pour- 
ront donner  les  fubftitutions  des  autres  grandeurs  moyennes 
entre  les  racines  de  la  propofée. 

Par  confequcnt  les  racines  de  l’équation  des  limites,  qui 
eft  la  même  que  celle  qu’on  vient  de  trouver , font  les  véri- 
tables limites  des  racines  de  la  propofée.  Ce  qu'il falloit  dé- 
montrer. 

Corollaire  I. 

1 ji.  S1  l*on  conçoit  dans  xl  — 1 rqxx  •+•  3744* — 30240  —y  , 
que  y reprefente  les  plus  grandes  femmes  toutes  connues 
que  donnent  les  fubftitutions  fuccefîives  des  véritables  limi- 
tes des  racines  de  la  propofée,  c’eft  à dire,  par  ce  dixiéme 
Theorême  , les  femmes  que  donnent  les  fubftitutions  fuc- 
ceftîves  des  racines  de  l’équation  des  limites  xx  — 76* 
•4»  1248  = o;  & qu’on  tranfpofe/  dans  le  premier  mem- 
bre} les  racines  de  l’équation  des  Imites  xx  — 76* -4- 1248 
= o , feront  des  racines  exaéles  de  l’équation  x’  — 1 14-v.v 
-4-  3744*  — 30240  — y = o ; car  les  racines  24  & 52  de 
l’équation  des  limites  étant  fubftituées  l’une  après  l’autre 
dans  l’équation  xi  ■ — 1 14**  -4-  3744.x  — 30240  — y — o, 
la  femme  qui  viendra  de  la  i"  fubditutiou  fera  -4-  777 6> 
&7  reprefentant  cette  même  femme  là  , l’on  aura  -4-  777 6 

— 7776  = 0,  ainft  la  première  racine  24  de  l’équation  des 
limites  étant  fubftituée  à la  place  de  x dans  l’équation  at1 
— ■ 114x2:  -4-  3744.x  — 30240  — 7 = 0,  donne  zéro  ; 24 
eft  donc  une  racine  de  cette  équation.  La  femme  qui  vien- 
dra de  la  fubftitution  de  52  fera  — 3200 } & y reprefen- 
tant cette  même  femme  , — y fera  égal  à -4-  3200}  ainft 
l’on  aura  — 3200  -4-  3,200  = o . La  féconde  racine  52 
de  l’équation  des  limites  étant  fubftituée  à la  place  de  x 
dans  x1  — rijpcx  -4-  37442:  — 30240  — 7=0,  don- 
nant zéro  , eft  donc  une  racine  de  cette  équation. 
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Corollaire  IL 

j*-D  'où  il  fuit  que  chaque  équation  linéaire  comme  x — 24 
= o,  x — 52  = 0,  dont  le  premier  terme  efl  xt  & le  fécond 
l’une  des  racines  de  l'équation  des  limites , eft  un  divifcur 
exaét  de  l’équation  xJ  — 114**  -4-  3744*  — 30240  — 7 
= o , & de  l’équation  des  limites  xx  — 7 6x  -+-  1 248  = o , 
en  fuppofant  que  y reprefente  par  rapport  à x — 24  = 0, 
la  fomme  toute  connue  ■+■  7776  , que  donne  la  fubflitucion 
de  24  à la  place  de  x dans  la  propofée  , & que  7 reprefente 
par  rapport  à*  — 52  = 0,  la  fomme  toute  connue  — 3 200 
que  donne  la  fubflitution  de  52  à la  place  de  x dans  la  pro- 
pofée . 


J3 


Corollaire  III. 

. _A.PR  E s avoir  tranfpofé^  du  fécond  membre  dans  le  pre- 
mier membre  d'une  équation  x J — 1 i+xx  -4-  3744*  — 30240 


= o , fi  on  la  divife  par  fon  équation  des  limites  xx  — 7 6x 
■+•  1 248  = o , & apres  être  arrivé  à un  relie  où  x ait  un  de- 
gré de  moins  que  dans  le  divifcur  x*  — 76.Ï  -4-  1248  = o , 
on  divilê  ce  divifcur  par  ce  premier  relie  ; & qu’on  continue 
la  méthode  de  chercher  le  plus  grand  divifeur  commun  , 
jufqu'à  ce  qu’on  fôit  arrivé  à un refte^  — 45767-4-24883200 
= o , dans  lequel  x ne  fe  trouve  plus,  & qui  n’a  d’inconnue 
que  y , & qu’on  fuppofe  ce  relie  yy  — 457 6y  -4-  24883200 
égal  à zéro  , & le  dernier  divifcur  où  x efl  linéaire  auffi  égal 
à zéro  , qui  elt  — 392.x  -4-  17184  — y = o , ou  -4-  3 çix 
-r-  17184-4-7  =0.  Il  fuit  du  Corollaire  precedent  que  le 
refie,  ou  l’équation  yy  — 45767  -4-  24883200  = o,  (qui  fera 
toujours  du  même  degré  que  l'équation  des  limites  , comme 
l’operation  le  démontré  , ) aura  pour  fês  racines  , ou  pour 
les  valeurs  de  7,  les  fommes  toutes  connues  que  donnent  les 
fubflitutions  fucceffives  des  racines  de  l’équation  des  limites 
à la  place  de  x dans  la  propofée  , qui  font  ici  -4-  77 j6  ôc 
— 3200;  & en  mettant  fucceffivement  ces  valeurs  de7  dans 
le  dernier  divifeur  où  x efl  linéaire , c’ell  à dire  dans  392* 
— 17184  = o,  l’on  aura  les  deux  équations  linéaires  x — 24 
-4-  7 

= 0,  a — 52  = 0,  qui  font  les  divifeurs  communs  aux 

Rr  iij 
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équations  **  — 114**  -h  5744*-  — 3024a  = o,  oh  y repre- 

—y 

fente  fucceflivement  -*-777 6 & — 3200,  & xx  — j6x 
-*■  1248  =0 , & qui  contiennent  les  racines  de  l'équation 
des  limites  xx  — 7 6x  1248  =0. 

Ce  Corollaire  eft  une  fuite  évidente  du  precedent  ÔC  de 
la  méthode  de  trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
deux  équations  : car  les  racines  de  yy  — 45  76/  -*«24883  20® 
= o , font  telles qu’étant  fubftituées  à la  place  de  y dan* 
le  dernier  divifeur  oh  x eft  linéaire  , qui  eft  392*-  — 171Ï4 

•+T 

— o,  & dans  x*  — nq**-*-  3744Ae — 3024a  =o,  I’équa- 

— / 

tîon  linéaire  eft  changée  en  deux  autres  , qui  divifent  exafte- 
ment  lequation  des  limites  , & qui  par  confequent  eu  con- 
tiennent les  racines  ; & ces  memes  équations  linéaires  divi- 
fent aufli  exactement  x.1  — 1 14X*  -t-  3744a?  — 3024a  =0* 

• , ~~r 

oh  l’on  fuppofe  à la  place  de  7 , fes  deux  valeurs  «+•  777 6 x 

— 3200. 


Corollaire  IV. 

Pour  les  racines  égales. 

15  4- S°IT  une  équation  qui  a des  racines  égales  x*  — i6xp 
•ï-jixx — (?4a?-+-  16  = 0,  dont  l'équation  des  limite* eft 
jr*  1 2xr  ■+•  36*  — 16  = 0 ; qu'on  mette 7 à la  place  de 
zéro,  (conformement  à la  fuppofition  du  ae  Corollaire  qui 

£récede,  ) l’on  aura  x * — iôx*  -*-•  72**  — 64*  16  =y. 

,es  racines  de  l'équation  des  limites  étant  fubftituées  fucceffi- 
vement  à la  place  de  a?  dans  cette  équation , les  fommestou- 
* if  r. tes. connues  qui  en  viendront  feront  les  valeurs  de/  *;  par  con- 
fequent les  racines  égales  étant  communes  à la  propofée  & à 
lequation  des  limites , il  y aura  tout  autant  de  valeurs  dey 
égales  à zéro , qu’il  y aura  de  ces  racines  communes  _ 

Corollaire  V. 


Qui  contient  une-  metbode  pour  connoitre  quand  une  équation: 
propofée  a des  racines  égales  - 

1 SS-  Do  il  fuit  & du  troifiéme  Corollaire  , que  fi  l’on  tranft 
pofè  y dans  le  premier  membre  ; qu’on  cherche  enfuite  le 
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plus  grand  divifeur  commun  de  x 4 — i6*J  ■»-  jixx  — <>4* 
-♦-16  = 0,  & de  l’équation  des  limites  xJ  — 1 2xx  -+-  36X 

— J 

- — j 6 = o , & qu’on  continue  l’operation  jufqu’à  ce  qu’on 
foit  arrivé  à un  relie  où  x ne  fe  trouve  plus , & qui  n’ait 
pour  inconnue  que  y , en  fuppofant  ce  relie  égal  à zéro  , il  y 
aura  autant  de  y égaux  à zéro  dans  l’équation  de  ce  relie  , 
qu'il  y a de  racines  communes  à la  propofée  x * — 1 6x* 
•+■  y 2 xx  — 6j\x  16  — o,  & à l’équation  des  limires  x* 
. — 22xx  36*  — i£  = o,  ce  qui  marquera  qu’il  y a des 

racines  égales  dans  la  propofée  > c’elt  à dire  , y auroit  trois 
dimenfions  dans  l’équation  faite  du  relte  , fi  les  quatre  ra- 
cines de  la  propofée  étoicnt  inégales  , mais  au  lieu  de  ce- 
la, y n’aura  que  deux  dimenfions,  s’il  y a une  racine  com. 
mune  à la  propofée  & â l’équation  des  limites  ; y n'aura 
qu’une  dimenfion  dans  l’équation  du  relie  , s’il  y a deux 
racines  communes  ; & y fe  trouvera  entièrement  égale  à 
zéro  dans  l’équation  faite  du  relie , fi  toutes  les  racines  de 
l’équation  des  limites  font  aulfi  les  racines  de  la  propofée , 
& que  les  quatre  racines  de  la  propofée  lôient  égales . 

Dans  cet  exemple  on  trouve  pour  relief  — 144  =oa 
ce  qui  fait  connonre  qu’il  y a deux  racines  communes  à la 
propofée  & à fon  équation  des  limites,  & que  la  propofée 
contient  par  conféquent  des  racines  égales. 

D’où  l'on  voit  que  pour  connoître  ü une  équation  propo. 
fée  contient  des  racines  égales  , il  n’y  a qu’à  ajouter  — y à 
fon  dernier  terme , & cnfuite  chercher  le  plus  grand  divi- 
feur commun  de  cette  équation  & de  Ion  équation  des  li- 
mites ; & continuer  l’operation  julqu’à  ce  qu’on  ait  un  re- 
lie qui  n’ait  que  y pour  inconnue , & fuppofer  ce  relie  égal 
à zéro.  Si  l'inconnue  y ell  au  même  degré  dans  cette  équa- 
tion , qu  ell  x dans  l’tquation  des  limites , c’elt  une  marque 
qu’il  n’y  a pas  de  racines  égales  dans  la  propofée:  Si  l’incon- 
nue y ell  à un  degré  moindre  dans  cette  équation  du  relie 
que  celui  de  x dans  l’équation  des  limites , c’ell  une  mar- 
que qu’il  y a des  racines  égales  dans  la  propolée. 
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SECTION  III. 

Où  F on  explique  differente:  méthodes  pour  trouver  les  racines 
cF une  équation  lorf qu'on  a deux  limites  pour  chacune. 

PROBLEME  III. 

i Q^and  on  a deux  limites  et  une  racine  <f  une  équation  nu- 
mérique , l'une  moindre  & l'autre  plus  grande  que  cette  raci- 
ne ; ou  , ce  qui  revient  au  meme  , lorfque  la  fubftitution  de 
l'une  & enfuit  e de  F autre  à la  place  de  l'inconnue  y donne  des 
fommes  toutes  connues  dont  les  fignes  font  dfferens  ; trouver 
cette  racine  quand  elle  e/l  commenfurable  ; en  trouver  une  va- 
leur approchée  quand  elle  ejl  incommenfurable  ; Û continuer 
F approximation  tant  qu'on  voudra. 

Première  Méthode  par  substitution 

OU  PAR  DIVISION. 

On  appliquera  la  méthode  à un  exemple  en  l’énonçant 
pour  la  rendre  plus  claire.  " 

Il  faut  trouver  les  racines  de  xx  — 76*  M-  1248  = o;  |les 
limites  de  la  plus  petite  font  zéro  & 38  ; la  première  étant 
fubftituée  donne  , & la  fécondé  denne  — > les  limites  de 
la  plus  grande  font  38  & 77  ; la  première  étant  fubftituée 
donne  — , & la  fécondé  donne  . 

i°.  On  prendra  la  différence  des  deux  limites  , & l’on 
ajoutera  la  moitié  de  cette  différence  , prife  en  nombres 
entiers,  à la  moindre  limite,  ce  qui  donnera  une  fomme; 
ainfi  la  différence  des  deux  limites  zéro  & 38  de  la  pre- 
mière racine  , eft  38  , dont  la  moitié  eft  19  , & la  fom- 
me de  la  moindre  limite  zéro  & de  cette  moitié,  eft  19. 
La  différence  des  deux  limites  38  & 77  eft  39  , dont  la 
moitié  eft  19  ou  20  ; on  prendra  laquelle  on  voudra  , 
quand  la  différence  eft  un  nombre  impair  : on  ajoutera  cet- 
te moitié  à la  moindre  limite  38  , & la  fomme  fera  57  ou 
58  , il  n’importe  pas  laquelle  on  prenne. 

20.  On  fubftituera  la  fomme  qu’on  vient  de  trouver  à la 
place  de  l’inconnue  « . dans  la  propose  ; ainfi  on  fubftituera 
•♦-19  pour  la  première  racine , & ■+•  77  pour  la  fécondé; 

ou, 
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ou  \ ce  qui  revient  au  même , on  divifera  l'équation  propo- 
fée  par  l’équation  linéaire  x moins  cette  fomme  , c’eft  à dire 
par  x — 19  = o , pour  trouver  la  première  racine , & par 
x — 57  =3  o , pour  trouver  la  fécondé  . On  remarquera  le 
ligne  de  la  fomme  toute  connue  qui  viendra  de  la  fubftitu- 
tion  t ou  du  refte  qui  viendra  de  la  divifion,  & s’il  eft  con- 
forme au  ligne  que  doit  donner  la  première  limite  , ou  à 
celui  que  doit  donner  la  féconde  limite  ; par  exemple  en 
fubftituant  19  , on  trouve  le  ligne  conforme  au  ligne 
que  donne  la  moindre  limite  zéro  des  deux  limites  o & 38 
de  la  première  racine  > en  fubftituant  57  , on  trouve  le  li- 
gne conforme  au  ligne  que  donne  la  plus  grande  limi- 
te 77  des  deux  limites  38  & 77  de  la  féconde  racine. 

30.  On  lailfera  à prefent  comme  inutile  celle  des  deux 
limites  d’une  racine  dont  la  grandeur , fubftituée  à la  pla- 
ce de  x , a donné  le  ligne  , & on  prendra  cette  grandeur 
à fa  place  pour  être  une  des  limites  de  la  racine  qu’on 
cherche  , avec  l’autre  limite  dont  la  grandeur  fubftituée 
n’a  pas  donné  le  ligne. 

Dans  notre  exemple  en  cherchant  la  première  racine  de 
la  propolee  dont  zéro  & 38  font  les  limites  , la  gran- 
deur 19  ayant  donné  le  ligne  de  la  moindre  limite  zéro  , 
c’eft  à dire  •+*  , la  limite  zéro  fera  déformais  inutile  pour 
trouver  la  première  racine } on  prendra  à fa  place  la  gran- 
deur 19  qui  a donné  le  même  ligne  de  la  première  li- 
mite zéro,  & la  féconde  limite  fer g 38. 

On  trouve  de  même  en  cherchant  la  fécondé  racine , que 
la  grandeur  57  étant  fubftituée  à la  place  de  x , donne  le 
ligne  ■+•  de  la  plus  grande  des  deux  limites  38  & 77  de  la 
fécondé  racine  > ainfi  il  faut  laiffer  la  plus  grande  limite  77 
comme  inutile;  & prendre  à fa  place  la  grandeur  57  pour  la 
plus  grande  limite,  & la  plus  petite  38  demeure  la  même. 

Il  faut  à prefent  chercher  la  première  racine  de  la  propo- 
fée  entre  les  nouvelles  limites  19  & 38 , & la  fécondé  entre 
les  limites  38  & 57,  en  faiiânt  une  operation  femblable  à 
celle  du  premier  & du  fécond  article , c eft  à dire  en  pre- 
nant, pour  trouver  la  valeur  de  la  1"  racine,  la  moitié  de  la 
différence  de  fes  deux  limites  19  & 38,  laquelle  moitié  eft  9, 
l’ajoutant  à la  moindre  limite  19  , ce  qui  donnera  la  fomme 
a 8,  & fubftituant  cette  grandeur  28  à la  place  de  * dans  la 
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propofée  : & comme  la  fomme  qui  en  vient  a le  ligne 
qui  eft  celui  que  donne  la  fubftitution  de  la  plus  grande 
limite,  il  faut  laiffer  la  limite  38  comme  inutile,  & met- 
tre  à fa  place  28  pour  la  plus  grande  limite  de  la  premiè- 
re racine,  dont  la  plus  petite  limite  fera  19  ; & continuer 
l’opération  en  ajoutant  la  moitié  en  nombres  entiers  de  la 
différence  9 des  deux  demieres  limites  19  & 28  , laquelle 
moitié  eft  5 ou  4 , à la  plus  petite  limite  19,  ce  qui  don- 
nera la  fomme  24  , & fubftituant  cette  grandeur  24  à la 
place  de  x dans  la  propose  : Et  comme  on  trouve  que  la 
fomme  qui  en  vient  eft  zéro  , la  grandeur  24  eft  la  plus 
petite  racine  de  la  propofée. 

On  cherchera  la  fécondé  racine  comme  on  a fait  la  pre- 
mière, en  prenant  9 qui  eft  la  moitié  de  la  différence  19 
qui  fe  trouve  entre  les  deux  demieres  limites  38  & 57  de 
la  fécondé  racine  de  la  propofée  , & ajoutant  cette  moi- 
tié 9 à la  moindre  limite  , la  fomme  fera  47  , qui  étant 
fubftituée  à la  place  de  x dans  la  propofée  , donne  le  fi- 
gne  — conforme  à celui  qui  vient  de  la  fubftitution  de  la 
moindre  limite  38  . On  laiflera  la  limite  38  comme  inuti- 
le , & on  prendra  à fa  place  47  , & la  plus  grande  limite 
fera  encore  57;  ainfi  les  deux  limites  de  la  féconde  racine 
feront  47  & 57  . On  prendra  5 , qui  eft  la  moitié  exaéte 
de  leur  différence , qui  eft  10 , on  l’ajoutera  à la  moindre 
limite  47  , & la  fomme  fera  52  ; on  fubftituera  52  à la 
place  de  x dans  la  propofée , & Ion  trouvera  que  la  fom- 
me qui  en  vient  eft  zéro  ; ce  qui  fera  voir  que  la  gran- 
deur j 2 eft  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

Remarque. 

Jl  eft  vifible  qu’en  cherchant  une  racine , par  cette  mé- 
thode , entre  deux  limites , entre  lefquelles  cette  racine  eft 
une  grandeur  moyenne  , on  augment  à chaque  operation 
la  plus  petite  limite , ou  l’on  diminue  la  plus  grande  ; c eft 
pourquoi  on  arrive  enfin  à trouver  la  racine  même , quand 
elle  eft  commenfurable.  Mais  quand  en  fuivant  la  méthode, 
on  arrive  à deux  limites,  l’une  moindre,  & l’autre  plus  gran- 
de que  la  racine , ou  qui  donnent  par  leur  fubftitution  des  li- 
gnes diftérens,  qui  ne  diffèrent  entr 'elles  que  de  l’unité,  il  eft 
certain  que  la  racine  eft  incommenfurable  ; car  on  fuppofe 
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l'équation  fans  fractions , & que  Con  premier  terme  n a pas 
d’autre  coëficient  que  l’unité;  ainfi  fa  racine  étant  entre  deux 
nombres  qui  ne  diffèrent  que  de  l'unité,  elle  ne  peut  pas  être 
un  nombre  entier;  & on  a démontré  * qu’une  fraction  ne  *j 4. 
peut  pas  être  la  racine  d’une  telle  équation  _ 

Continuation  de  la  première  méthode. 

4*0^  continuera  d’augmenter  par  la  méthode  la  moin- 
dre limite , & de  diminuer  la  plus  grande  limite  de  la  ra- 
cine qu  on  cherche  , jufqu’à  ce  qu’on  trouve  une  grandeur 
qui  étant  fubffituée  à la  place  de  l’inconnue,  donne  zéro  ; 
ou  , quand  la  racine  eft  incommenfurable,  jufqu’à  ce  qu’on 
ait  trouve  deux  limites , l’une  moindre  que  la  racine  , & 
l’autre  plus  grande  , qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l’uni- 
té ; & alors  la  moindre  limite  fera  la  valeur  approchée  de 
la  racine,  plus  petite  que  la  racine  , & la  plus  grande  li- 
mite^ fera  la  valeur  approchée  plus  grande  que  la  racine  ; 

& l’une  & l’autre  valeur  approchée  ne  diffèrent  pas  de  la 
racine  exa&e  de  l’unité  entière. 

Pour  continuer  1 approximation  , on  lè  fervira  ordinaire- 
ment de  la  troifiéme  méthode  qui  fuit  , comme  étant  la 
plus  courte,  mais  on  le  pourra  faire  auffi  par  cette  premie- 
re , le  calcul  en  fera  un  peu  plus  long;  on  prendra  j-,  qui 
eft  Ja  moitié  de  la  différence  des  deux  demieres  limites,  qui 
ne  different  entr  elles  que  de  l'unité , & on  rajoutera  à la 
moindre  des  deux  dernieres  limites  ; on  fubftituera  cette 
grandeur  à la  place  de  l’inconnue  , & on  la  prendra  au 
lieu  de  la  limite  dont  elle  donnera  le  ligne  . Enfuite  on 
prendra  la  moitié  de  la  différence  qui  eft  entre  cette  nou- 
velle limite  & 1 autre  limite  qui  eft  demeurée  » on  ajou- 
tera cette  moitié  à la  moindre  de  ces  deux  limites  & la 
fomme  fera  la  grandeur  {qu’il  faut  fubftituer  à la  place  de 
iinconnue  dans  la  propoiee,  & on  prendra  cette  grandeur 
au  lieu  de  la  limite  dont  elle  donnera  le  ligne. 

On  continuera  ainfi  de  trouver  des  valeurs  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à l’infini  de  la  racine  exa&e  , qu’oo 

ne  peut  pas  trouver  autrement , puifqu’clle  eft  incommcn- 
lurable . 

Sf  ij* 
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Exemple  où  les  racines  font  incommenfurahles . 

Pou  R trouver  les  racines  de  l’équation  xx  — 20x  65 

= o,  dont  la  première  a pour  limites  zéro  & 10,  la  fécon- 
dé io*  & 21  : i*.  on  prendra  la  moitié  de  la  différence  des 
limites  zéro  & 10  , laquelle  moitié  eft  5»  on  1 ajoutera 
à zéro , & la  fomme  fera  5 ; on  fubftkuera  j à la  place 
de  x dans  la  propofée  , & l’on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  — 10  i ainfi  5 donnant  le  figne  — de  la  plus  gran- 
de des  deux  limites  o & 10  , on  prendra  s pour  la  plus 
grande  limite  au  lieu  de  10  , & zéro  demeurera  pour  la 

moindre  limite.  . 

On  prendra  la  plus  grande  moitié  en  nombres  entiers  de 
la  différence  des  limites  o & 5 > cette  moitié  eft  3,  on  la 
fubffituera  à la  place  de  x , & elle  donnera  14;  ainfi  } 
donnant  le  figne  de  la  moindre  des  deux  limites  zéro  & 5 , 
en  prendra  3 pour  la  moindre  limite  au  lieu  de  zéro  , & la 
plus  grande  fera  5 ; on  ajoutera  1 , qui  eft  la  moitié  de  la 
différence  de  ces  deux  limites  3 & 5,  a la  plus  petite  3,  oc 
en  fubffituera  la  fomme  4 au  lieu  de  * , & l’on  trouvera 
qu’elle  donne  la  fomme  1 , qui  a le  meme  figne  •+■  que 
donne  la  moindre  limite. 

L'on  a donc  les  deux  limites  4 & 5 > <3™  ne  different 
que  de  l’unité  , dont  l’une  donne  & 1 autre  • , amu 

la  première  racine  de  la  propofée  eft  plus  grande  que  4 , 
& moindre  que  y,  & elle  eft  incommrnfurable . 

Pour  en  trouver  la  valeur  en  fradbons  qui  en  approche 
tant  qu’on  voudra , on  prendra  7 qui  eft  la  moitié  de  la  dif- 
férence 1 des  deux  limites  4 & 5 , on  lajourera  à la  moindre 
limite  4 , & la  fomme  fera  47  ==  h \ 00  fubftkuera  7 a la 
place  de  x dans  la  propofée , & on  trouvera  la  fomme  toute 
connue  — 4^  , qui  a le  figne  — que  donne  la  plus  grande 

des  deux  limites  4 & 5 » on  Fendra  4t  = h au  14611 
de  5 r & les  deux  limites  ou  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière racine  feront  4 & . On  prendra  \ qui  eft  la  moitié 

de  la  différence  \ de  ces  deux  limites  4,  on 
cette  moitié  7 à la  plus  petite  4,  ôc  la  fomme  47  + c* 

ta  la  grandeur  qu’on  fubftituera  à la  place  de  x dans  la  pro- 
pofée, & on  trouvera  la  fomme  - — i-ro  qul  a Je  ûgne  que 
donne  la  plus  grande  des  deux  limites  4,  47  ; ainfi  on  pren- 
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dra  4^  au  lieu  de  la  plus  grande  limite  , & 4 demeurera 
pour  la  plus  petite. 

On  continuera  l’approximation  en  ajoutant  } , qui  eft  la 
moitié  de  la  différence  des  deux  dernieres  limites  4 , 4^,  à 
la  moindre  4 ; & l’on  fubffituera  la  fomme  4f  = -V*  à la 
place  de  x dans  la  propofée  ; & l’on  trouvera  la  fomme 
— qu*  a encore  le  ligne  que  donne  la  plus  grande  li- 
mite 4^  ; ainfi  on  prendra  pour  la  plus  grande  limite  , 
au  lieu  de  4^  , & 4 demeurera  la  moindre  limite. 

Pour  continuer  l’approximation,  on  ajoutera  quieft 

la  moitié  de  la  différence  des  deux  limites  4,  4^ , à la  moin- 
dre limite  4 , & on  fubffituera  la  fomme  47V  = ff  , à la 
place  de  x dans  la  propofée  , & on  trouvera  la  fomme 
toute  connue  ■+•  , qui  a le  même  ligne  que  donne  la 

fubftitution  de  la  moindre  limite  4 ; ainfi  4-^  fera  une  va- 
leur approchée  de  la  première  racine  moindre  que  la  pre- 
mière racine , & 4^  fera  une  valeur  approchée  de  la  mê- 
me racine  plus  grande  que  cette  racine,  qui  eff  entre  4-^ 
& 4t- 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  : mais  l’ap- 
proximation  qu’on  vient  de  faire  fuffit  pour  faire  concevoir 
la  méthode. 

2e.  On  appliquera  la  même  méthode  à la  recherche  de 
la  fécondé  racine  de  la  propofée  , dont  les  limites  font  10 
& 21  s & après  avoir  trouvé  quelle  eff  entre  iy  & 16  , 
on  continuera  l’approximation  en  fraétions  , en  ajoutant  à 
la  moindre  limite  15,  la  moitié  de  la  différence  qui  eff  en- 
tre 15  & 16  , c’eft  à dire  7;  & on  fubffituera  la  fomme 
157  à la  place  de  x dans  la  propofée,  & le  refte  comme 
dans  l’approximation  de  la  première  racine. 

Cette  première  méthode  eff  évidente  après  tout  ce  qui 
précédé  , puifqu’elle  en  eff  une  fuite  neceliaire,  & elle  n’a 
pas  befoin  de  démonffration . 

Seconde  metbode  par  le  mojen  de  la  transformation , qui  fert 
à diminuer  & à augmenter  les  racines. 

1 J 7-  Pou  R rendre  la  méthode  plus  facile  à entendre,  on  l’ap- 
pliquera à un  exemple  en  l’énonçant  , & l’on  fera  en  mê- 
me temps  les  raifonoemens  qui  la  démontrent.  .. 

Sf  iij 


Digitized  by  Google 


3z  6 Analyse  démontré’ e 

Soit  liquation  xx  — -jôx  ■+■  1 Z48  = o , dont  il  faut  trou- 
ver la  plus  petite  racine  par  cette  méthode  ; les  limites  de  la 
première  racine  font  la  plus  petite  19,  qui  étant  fubftituée  à la 

Idace  de  x , donne  une  fomme  toute  connue  qui  a le  ligne  -, 
a plus  grande  38,  qui  étant  fubffituée  à la  place  de  x , donne 
une  fomme  qui  a le  ligne — . 

11  faut  commencer  par  la  moindre  limite  19,  & fuppofor 
•*«  19  •+•  une  indéterminée  / = x , & fubllituer  19  -*./ 
= x à la  place  de  x dans  la  propofée  , comme  ori  le  voit 
dans  l’exemple  figuré;  le  dernier  terme  de  la  tranformée 
qui  en  viendra  , aura  toujours  le  même  ligne  que  don- 
ne la  moindre  limite  ; dans  notre  exemple  il  a le  li- 
gne 

* 3 8.  Il  elt  évident  * que  par  cette  première  transformation , l’on 
diminue  la  première  & plus  petite  racine  dont  on  fait  la  re- 
cherche , de  la  grandeur  1 9;  ainû  on  la  peut  déjà  concevoir 
comme  partagée  en  deux  parties  * dont  l’une  ell  la  moindre 
limite  10,  & l’autre  ell  la  plus  petite  racine  de  la  transfor- 
mée , dont  il  faut  continuer  la  recherche . Il  ell  de  même  évi- 
dent qu’ôtant  la  moindre  limite  19  de  la  plus  grande  38,  la 
différence  19  furpalfe  la  première  racine  de  la  transformée, 
puifque  38  furpaflé  la  première  racine  de  la  propofée;  ainli  il 
faut  prendre  la  moitié  en  entiers  9 ou  io,  il  n’importe  pas  la- 
quelle , de  la  différence  19,  & fuppofor  cette  moitié  9 une 
nouvelle  indéterminée  g , égale  à la  première  indéterminée/, 
& fubffituer  -t-  9 ■+•  g = / à la  place  de  / dans  la  première 
transformée.. 

La  fécondé  transformée  qui  vient  de  cette  fubftitution , ayant 
• jo.  le  ligne — au  dernier  terme,  on  ell  alluré*  que  la  premiè- 
re racine  de  la  première  transformée  ell  devenue  négative 
dans  la  foconde , & qu  ainû  on  l'a  trop  diminuée  en  la  dimi- 
nuant de  9. 

On  liait  donc  déjà  que  la  première  racine  de  la  propofée 
ell  plus  petite  que  19  .+■  9 = 28,  & que  la  grandeur  dont 
elle  ell  plus  petite  que  a8,  cil  moindre  que  9.  C’eft.  pour- 
quoi  il  faut  diminuer  la  première  racine  de  la  foconde  trans- 
formée qui  ell  régative  , d’une  grandeur  moindre  que  9» 
c’elt  à dire,  il  faut  prendre  la  moitié  de  9 en  entiers  qui 
ell  4,  la  rendre  négative  , fuppoler  — 4 -t-  une  nouvelle  in- 
détermince  b , égale  à l’indéterminée  g > & fubllituer  ■ — 4 
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«4-  b = g à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée  ••  Et 
comme  l'on  trouve  que  le  dernier  terme  de  h troifiéme 
/ transformée  qui  vient  de  cette  fubftitution,  eft  zeroi  il  eft 

évident* que  la  grandeur  4 eft  juftement  celle  dont  la  pre- * 37. 
miereracine  de  la  fécondé  transformée  avoir  été  trop  diminuée , 

& qui  étoit  devenue  négative  par  cette  diminution  ; & qu  ainfi 
4 eft  la  grandeur  qu’il  faut  ôter  de  •+*  28,  pour  avoir  la  racine 
qu’on  cherche,  qui  eft  par  confequent  19  9 — 4 = 24. 

Ce  qu'il  falloit  trouver , 

Exemple  figuré  pour  trouver  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
-XX  — 7 6x*t*  1248  = 0,  dont  la  moindre  limite  efi  19,  qui 
étant  fubjlituée  à la  place  de  x,  donne  une  fomme  qui  a le 
figne  -4-,  & dont  la  plut  grande  limite  efi  38,  qui  donne  le 
figne—. 


E QJJ  A T I 0 N 
xx  — 76* 

IL  faut  commencer  par  I 
fèr 

■*•19  ■+■/=* 

f P R O 
-4*  1248  : 

a moindr 

. XX 

— 763? 
-4-  1248 

P O S E?  E. 

— 0. 

e limite  19,  & fuppo- 
-+-38 f-+ff 

=—i444  — 7^/ 

= -4-  1 248 

11  faut  ôter  la  moindre  limite 
ig  de  la  plus  grande  38,  & 
prendre  la  moitié  en  entiers, 
qui  eft  9,  de  la  différence  qui 
eft  19,  & fuppofer 

Première 
transfor- 
mée . 

•h  iôs  — 

~\ 

"*■9  •fg—f 

-Â\ 

•4- 165 

= -+*81  -4-18,5  -**<â2 

=—342—385 

= -H  i6<s 

9 ayant  donné  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  — de  la  plus  grande  li- 
mite  38,  il  faut  prendre  la 
moitié  de  9 en  entiers,  qui  eft 
4,  & lui  donner  le  figne  — , 
& fuppofer 

Seconde 
tram  fer- 
mée. 

86—20^-4-^ 

1 

— 4 *b  — g 

« 

— 10g 

— 96 

|=-4-itf — 2b  Ofbh 
= -4“  80 — 20  b 

= —96 
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Etant  arrivé  à une  transfor- 
mée dont  le  dernier  terme 
eft  zéro , la  racine  eft  corn- 


o — 28 b •+>  bh 


T roifiéme 
transfor- 
mée. 

menfurable  , & elle  eft  égale  à la  fomme  des  grandeurs  con- 
nues des  équations  linéaires  qui  ont  ftrvi  aux  transformations  > 
ainfi  * = -t-  19  -4-  9 — 4 = 24.  Ce  qu'il  f al/oit  trouver . 

En  diminuant  la  première  racine  de  la  propofée  par  les 
transformations,  on  diminue  auflï  la  fécondé}  ainfi  en  ajou- 
tant la  première  racine  24  à la  racine  28  de  la  derniere  trans- 
formée qui  eft  linéaire , la  fomme  2 j eft  la  fécondé  racine  de 
la  propofée , dont  cependant  on  va  faire  la  recherahe  par  la 
méthode , pour  la  faire  mieux  concevoir. 

On  trouvera  donc  de  même  que  la  fécondé  racine  eft  52,  on 
en  voit  les  operations  dans  l'exemple  figuré. 


Pour  trouver  la  plus  grande  racine  de  xx — 7 6x  «4-  1 248  = o, 
dont  la  plus  petite  limite  efl  *8,  qui  étant  fubflituée , donne  le 
Jigne  — , & la  plus  grande  ejl  77,  qui  étant  Jubfiituée  t donne 
le  Jigne  -*•• 


On  fuppofera  3 

XX 

— 76* 
•4"  1248 

= -4- 1444-4- 7<?/ -4-// 

= — 2888—- 76/ 

= -4-  1248 

On  ôtera  la  moindre  limite 
38  de  la  plus  grande  77,6c  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
19  de  la  différence  39,  ôc  on 
fuppofera 

Première 
transfor- 
mée . 

— î9 

-♦-19  ■*"*=/ 

mmm 

SI 

P— 

■♦•19  donnant  au  dernier 
terme  de  la  transformée  le 
figne  -4-  de  la  [plus  grande  li- 
mite 77,  on  prendra  en  en- 
tiers la  moitié  9 de  19,  ÔC  on 
fuppofera . 

Seconde 
transfor- 
mée. 

-4-  165  38g.4 -gg 

—.9  + h~g 

SS, 
3 *S 

«4-  265 

= -4-8i  — 18  h^rbb 
=. — 342  l%h 

= >4«  i6q 

• — 9 


Digitized  by  Google 


Livre  VI.  329 


9 donnant  au  dernier  T roi  fié  me 
terme  de  la  transformée  le  tramfor- 
figne . — de  la  moindre  limi-  mée. 
te , on  prendra  en  entiers  la 

— 96  *f*  20 b’+bb 

moitié  4 de  9,  & on  fuppo 
fera 

hh 

= *+“  1 6 -4-  8/  -*-  ii 

4 -4-  i = h -*•  2oh  j 

= -*-  80  20; 

— 96  1 

= — ç6 

Etant  arrivé  aune  transfor-  4 ’tram- 
niée  dont  le  dernier  terme  formée . 

0 -*-  28/  -+-  ii 

eft  zéro,  la  racine  qu’on  cherche  eft  commenfurable,  &elle 
efl  égale  à la  fomme  des  grandeurs  connues  des  équations  linéai- 
res qui  ont  fervi  aux  transformations  ; ainfi  la  plus  grande  ra- 
cine de  la  propofée  eft  #=:■*■  38  19  — 9-4-4=52. 

Ce  qu'il  fallût  trouver. 

continuation  de  la  metbode  quand  la  racine  quon  cherche 
ejl  incommenfurahle . 

T ) ors qjj’e N cherchant  une  racine  par  cette  méthode, 
on  arrive  à une  transformation  où  l’on  eft  obligé  pour  conti- 
nuer , de  prendre  la  moitié  de  l’unité , la  racine  qu’on 
cherche  eft  incommenfurable , n’étant  pas  un  nombre  en- 
tier, puifqu’on  trouverait  une  transformée  dont  le  dernier 
terme  ferait  zéro  ; c’eft  à dire , on  trouverait  la  racine  exac- 
tement , fi  elle  étoit  un  nombre  entier  ; elle  ne  peut  pas  être 
auffi  une  fraction , * car  on  fuppofe  la  propofée  fans  fraélions,  * ^ 
& que  fon  premier  terme  n’a  pas  d’autre  coèficient  que  l’unité. 
Dans  ces  cas  la  fomme  de  toutes  les  quantités  connues  des 
équations  linéaires  qui  ont  fervi  aux  transformations,  eft  la 
valeur  approchée  en  nombres  entiers  de  la  racine  qu’on 
cherche. 

On  continuera  tant  qu’on  voudra  l’approximation  en 
prenant  -j,  c’eft  à dire  la  moitié  de  l’unité  précédée  du 
ligne-*- ou  — , félon  que  le  dernier  terme  de  la  derniere 
transformée  aura  le  ligne  de  la  moindre  ou  de  la  plus  grande 
limite , c’eft  à dire  -+-  dans  le  premier  cas , & — dans  le 
fécond  ; & on  fùppofera  ou  — 7 une  nouvelle  indé« 
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terminée,  égale  à l’indéterminée  de  la  dernière  transformée! 
& le  refle  comme  .dans  l’exemple  figuré  qui  fuit. 


E X E M P L 1 

Pour  trouver  la  plus  grande  i 
dont  la  moindre  limite  efl  i< 
de  x,  donne  le  figne  — ; & 
le  figne**. 

On  fuppofera  -4-ï  o -4 -f=x 

E FIG 

racine  de  : 
D , qui  étù 
la  plus  g 

XX  - 

— 20*  : 
-4-é?5  : 

Ulf. 

SX 2OX-4-65  =0, 

1 nt  fiibftituée  à la  place 
rande  efl  2i,  qui  donne 

= •*  IOO  "4“  2of-*ff 
— — 200  — 20 f 
= -4-  £5 

On  ôtera  la  moindre  limite 
1 o de  la  plus  grande  2 1,  on 
prendra  la  moitié  en  entiers 
6 du  refte  n,&on  fuppoferal 

Première 

transfor- 

mée. 

-35  *+ff 

6 **g—f 

H 

= -4-36  -4-  12 g **gg 
= — 35 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  figne  -4- 
de  la  plus  grande  limite  , le 
nombre  6 eft  trop  grand , il 
faut  en  prendre  la  moitié  3, 
& fuppofer 

Seconde 
tramfor- 
mie . 

*4-1  -4-  I2£  **  gg 

— 3 **b=g  1 

ZZ 

**l2g 
■4-  1 

= -4-  9 — 6b**  bh 
— — 36-4-236 

= -4-  I 

Le  dernier  terme  de  cette 
transformée  ayant  le  figne 
. — de  la  moindre  limite , on 
ôtera  3 de  6,  & on  prendra 
la  moitié  du  refie  3 en  en- 
tiers , qui  eft  2,  & on  fuppo- 
fera 

Troifiéme 
tram  for- 
mée. 

. — 26-4-  66-4-  bb 

2 *4-  i = b 

4 bb 

-4-  6 b 
— 26 

= -4-  4 -4-  4*  -4-  il 
= -4-  12  -4-  6 i 
=—it 

J 
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Le  dernier  terme 
/igné  — de  la  moindre  limi 
te,  on  ôtera  2 du  relie  pré 
cedent  3,  il  reliera  r,  dont  il| 
faut  prendre  la  moitié  7 , & 


VI. 

Quatriè- 
me trans- 
formée . 


— 10  ■+“  101  •+"  il 


__ ; 

7 -H  k — i 

« 
ioi 
— 10 

= S ■+■  io£ 
= — 10 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne  — , il  faut  ôter 
7 du  dernier  relie  1,  & pren- 
dre la  moitié  du  relie  7,  la-j 
quelle  ell  7,  & fuppofer 

| Cinquiè- 
me trans- 
formée. 

<*  7 H-  Il k*m  & 

kk 

•+•  11k 

4 + 

= *•■&■+•  il -*U 
=-4  i 

Le  dernier  terme  ayant  en- 
core le  ligne — , il  faut  ôter 
7 du  dernier  relie  7 , il  relie, 
ra  7 , dont  il  faut  prendre  la 
moitié  7,  & fuppofer 

Sixième 

transfor- 

mée. 

— iff  -*•  Il  -x  /-*-//■ 

-*-7-HOT  = / 

f U 

+ 117I 
— 1 T7 

= •+“  tï  -+■  7 1»  mm 

1 TT 

core  le  ligne  — de  la  moin-| 
dre  limite , la  fomme  de  tou- 


•St‘ 


mm 


transfor - 

,Wf . , 

tes  les  grandeurs  connues  des  équations  linéaires  qui  ont 
fervi  aux  transformations , eft  une  valeur  approchée  moin- 
dre que  la  racine  qu’on  cherche  ; ainli  10  *+-  6 — 3 -H  2 

elt  une  valeur  approchée  moindre 
que  la  racine  qu’on  cherche , qui  ell  moyenne  entre  1 5 J 
Sx.t6 . On  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  vou- 
dra, en  ôtant  -f  du  dernier  4»  & prenant  la  moitié  du 

Tt  ij 
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refte  * , laquelle  moitié  eft  7V » & fuppofant  -4- 
&c.  Quand  zéro  eft  une  des  limites  de  la  racine  qu’on  cherche, 
il  faut  prendre  la  moitié  de  la  plus  grande  limite , & fuppofer 
cette  moitié  pofitive  plus  une  indéterminée,  égale  à l’inconnue 
de  la  propofce , & continuer  l’operation  comme  dans  les  exem- 
ples precedents. 

Par  exemple  fi  l’on  cherche  la  première  racine  de  xx 
— 20*  -*-65  = 0,  dont  la  moindre  limite  eft  zéro , qui  étant 
fubftituée  à la  place  de  l’inconnue,  donne  -t-,  & la  plus  grande 
limite  eft  10,  qui  étant  fubftituée  donne  — , il  faut  prendre  la 
moitié  de  10  qui  eft  5,  & fuppofer  •+■  5 -+-/  = x , & faire 
l’operation  comme  dans  les  exemples  précedens. 

Cette  fécondé  méthode  eft  démontrée  par  les  raifonnemens 
qu’on  a faits  en  l’énonçant . 

T roiftéme  méthode  par  le  moyen  de  la  transformation , qui  fert 
à multiplier  les  racines  d'une  équation. 

Avertissement. 

ij8.^]ette  méthode  fërt  à trouver  une  valeur  approchée 
d’une  racine  d’une  équation  qui  en  diffère  moins  que  de  ~ , ou 
rfs- , ou  tôvô  , ou  Tohro  . & air|fi  à l’infini . 

On  peut  l’appliquer  immédiatement  à la  recherche  d’une 
racine  dont  on  a deux  limites , l’une  moindre  & l’autre  plus 
grande  que  cette  racine  : mais  pour  éviter  la  longueur  du  cal- 
cul , il  eft  mieux  de  trouver  par  la  première  méthode  , avant 
de  te  fèrvir  de  cette  troifiéme  , deux  valeurs  en  entiers  appro- 
chées de  la  racine , qui  ne  différent  entr’elles  que  de  l’unité , & 
il  faut  enfuite  té  fervir  de  cette  troifiéme  méthode  pour  troü* 
ver  des  valeurs  en  fractions  décimales  qui  approchent  tant  qu’on 
voudra  de  la  racine. 

i°.  Il  faut  mettre  un  zéro  devant  le  coëficient  du  fécond 
terme,  c’eft  à dire,  multiplier  ce  coëficient  par  10,  fi  l’on 
veut  une  valeur  approchée  qui  ne  différé  de  la  racine  que 
/ de  il  faut  mettre  deux  zéros,  fi  l’on  veut  une  valeur  qui 
ne  diffère  que  de  77-,,  ; il  faut  mettre  trois  zéros,  fi  l’on  veut 
une  valeur  qui  ne  diffère  que  de  7777,  & ainfi  de  fuite. 

Il  faut  mettre  devant  le  coëficient  du  troifiéme  terme 
deux  fois  autant  de  zéros  qu'on  en  a mis  au  fécond  terme  ; 
devant  celui  du  quatrième  terme,  trois  fois  autant  de  zéros; 
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devant  le  coèficient  du  cinquième  terme  , quatre  fois  au- 
tant de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme  , & ainfi 
de  fuite. 

Par  exemple  fi  l'on  a mis  deux  zéros  au  fécond  terme  , H 
en  faut  mettre  deux  fois  deux  , c’eft  à dire  quatre  zéros  au 
trôifiéme  ; trois  fois  deux  , c’eft  à dire  fix  zéros  au  quatrième 
terme  , & ainfi  de  fuite . 

2°.  Il  faut  mettre  devant  chacune  des  deux  limites  autant 
de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme. 

5°.  Il  faut  enfuite  par  la  première  méthode  , trouver  deux 
valeurs  approchées  de  la  racine  qu’on  cherche , qui  ne  diffè- 
rent entr’elles  que  de  l’unité. 

4°.  Enfin  il  faut  écrire  chaque  valeur  fur  une  ligne  pour  les 
numérateurs  , & écrire  au  deffous  de  chacune  pour  dénomi- 
nateur , l’unité  avec  autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond 
terme . Ces  deux  fractions  font  les  valeurs  approchées  qu’on 
cherchoit. 

Exemple. 

Pou  R trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine de  **  — îox  -K  6 j = o,  qui  n’en  diffère  pas  de  -,  0'— , 
dont  on  a par  la  première  méthode  les  deux  limites  appro- 
chées en  entiers  4 & 5 , qui  ne  different  entr’elles  que  de  l’uni- 
té ; i°.  on  mettra  trois  zéros  au  fécond  terme,  & fix  au  troi- 
fiéme,  & l’on  aura  la  transformée  ** — 20000*  ■+■  65000000 
= o , dont  les  racines  font  celles  de  la  propofèe , multipliées 
chacune  par  1000.  i°.  On  mettra  autant  de  zéros  devant  cha- 
cune des  limites  4 & 5 , qu’on  en  a mis  au  fécond  terme  , ëC 
l’on  aura  4000  , & 5000  pour  les  limites  de  la  transformée. 
30.  On  cherchera  par  la  première  méthode  deux  valeurs  ap- 
prochées  en  entiers  , qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l'unité , 
de  la  première  racine  de  la  transformée,  dont  la  moindre  li- 
mite  eft  4000  , qui  donne  , & la  plus  grande  5000  , qui 
donne  — , & l’on  trouvera  que  ces  valeurs  font  4094  & 4095. 
40.  Il  faut  écrire  ces  valeurs  en  fraction,  & leur  donner  1000 
pour  dénominateur  , & l’on  aura  ^ pour  les  va- 

leurs approchées  de  la  première  racine  de  la  propofèe  ** 
— 20*  6<ÿ  = o , dont  la  première  eft  moindre  que 

cette  racine , & la  féconde  eft  plus  grande,  & l’une  & 
l’autre  n’en  diffèrent  pas  de  „ . 
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Il  eft  fi  facile  d’appliquer  cette  méthode  à tous  les  exem- 
ples qu’on  voudra  , qu’il  eft  inutile  d’en  groffir  ce  traité . 

Démonflration  de  cette  méthode . 

T if  s racines  de  la  transformée  font  les  racines  de  la  propo- 
s-fée, multipliées  chacune  par  1000  *;  les  limites  de  la  pre- 
uï»T'!' miere  racine  de  la  propofée  , qui  font  4 & 5 , étant  multi- 
pliées par  1000  , font  les  limites  de  la  première  racine  delà 
4P.  transformée  * ; par  confequent  les  valeurs  40^4  fie  4095. 
qu’on  trouve  en  employant  la  première  méthode,  font  les  va- 
leurs approchées  de  la  première  racine  de  la  transformée  ; il 
eft  donc  évident  qu’en  divifant  ces  valeurs  par  ioco , les  frac- 
tions qui  en  naîtront  feront  les  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière racine  de  la  propofée . 

Il  eft  clair  que  cette  démonflration  eft  generale , & qu’on 
ne  l’a  appliquée  à un  exemple  que  pour  la  rendre  plus  facile 
& plus  courte.. 


Quatrième  méthode  par  le  moyen  de  la  transformation,  qui  fert 
à diminuer  Û à augmenter  les  racines  des  équations , mais 
d'une  maniéré  un  peu  differente  de  la féconde  méthode. 


*S9 


Q Avertissement. 

01  qu’on  puiffe  fefervir  de  cette  méthode  pour  ap- 
procher à l’infini  d’une  racine  d’une  équation  , lorfqu’on  en 
connoît  deux  limites  quelconques , l’une  moindre  fie  l’autre 
plus  grande  que  la  racine  , avec  le  ligne  que  donne  chacune 
de  ces  limites  , étant  fubftituées  dans  l’équation  à la  place  de 
l’inconnue , fie  meme  lorfqu’on  ne  connoît  qu’une  des  deux  li- 
mites de  la  racine  qu’on  cherche  ,,  pourvu  qu’on  fçache  fi  elle 
eft  moindre  ou  plus  grande  que  cette  racine,  fie  le  ligne  qu’el- 
le donne  , étant  fubftituée  dans  l’équation  à la  place  de  l’in- 
connue; cependant  on  abrégera  de  beaucoup  le  calcul,  fi  l’on 
trouve  par  la  première  méthode  les  limites  qui  ne  diffèrent 
pas  de  la  racine  qu’on  cherche  de  l’unité  entière  > c’eft  à dire  t, 
qui  ne  diffèrent  entr’elles  que  de  l’unité  .. 

On  appliquera  cette  méthode  à un  exemple  en  l’énonçant , 
pour  la  faire  mieux  concevoir , fie  l’on  fera  dans  les  opera- 
tions quelle  prefcrit , les  raifonnemens  qui  en  font  la  démon- 
ftration  , qu’on  mettra  dans  la  derniere  cvidence  dans  les  re- 
marques. 
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Soit  propofé  de  trouver  par  cette  méthode  les  racines  de 
l’équation  — 80*’  -4-  ippSxx  — 14937*  -4-  5000  =o, 
qui  font  toutes  incommenfurables  ; la  première  & plus  petite 
racine  eft  moindre  que  l’unité,  & elle  eft  plus  grande  que  ~ , 
qui  étant  fubftituée  à la  place  de  x , donne  une  fomme  toute 
connue  qui  a *4- , & elle  eft  moindre  que  7V  qui  donne  — 5 
la  fécondé  eft  entre  12  qui  donne  — , & 13  qui  donne  -4-  i 
la  3'  racine  eft  entre  32  qui  donne  «4-  , & 33  qui  donne  — ; 
la  4e  eft  entre  34  qui  donne  — , & 35  qui  donne  -4-. 

Pour  trouver  celle  de  ces  racines  qu’on  voudra  , par 
exemple  la  fécondé  qui  eft  entre  1 2 qui  donne  — , & 1 3 qui 
donne -4-,  i° , on  fuppofera  la  moindre  limite  12  plus  une 
indéterminée/,  égale  à x,  & l’on  aura  -4-i2*+*/=x;fion 
vouloit  fefervir  de  la  plus  grande  limite  13  , on  fuppoferoit 
13  — f=x.  On  fubftituera  dans  la  propofée  12  -4-  f—  x, 
à la  place  de  x : ( En  voici  l’operation . ) 

X*  =-4-20736  -4-6912/  -4-864 ff  -4- 4 8/*J -4 »/* 
• — 8oa^  = — 138240 — 34560/ — 2880 ff — 8o/J 
-4-  1998**=  -4-  287712  *4-47952/  -4-  19 ytiff 
— 1493  7*= — 17^244 — 14937/ 

•4-5000  =-4*5000 


■&  l’on  aura  la 
transformée 
on  la  fuppofera 
xeprefemée  par  0 


o = — 4036 


*-5367/  —18//  — 3 if -»-/+; 

•*■*/  —Pff  —”P  *+-/4 


Il  eft  évident  * que  les  racines  de  la  transformée  font 
celles  de  la  propofée , diminuées  chacune  de  la  quantité  12  , 
parcequ’elles  font  toutes  nofitives.  Ainfi  la  première  ou  plus 
petite  racine  de  la  propofée  étant  moindre  que  12  , elle  eft 
trop  diminuée  pour  demeurer  pofitive,  & elle  eft  devenue 
négative  ; & la  fécondé  racine  qu’on  cherche  érant  dimi- 
nuée de  12  dans  la  transformée , elle  eft  encore  pofitive , & 
fa  grandeur  dans  la  transformée  eft  exa&ement  le  refte  de 
la  fécondé  racine  de  la  propofée  , dont  on  a ôté  la  gran- 
deur 12  ; c’eft  à dire , le  refte  de  la  fécondé  racine  de  la  pro- 
pofée , après  en  avoir  ôté  12  , eft  la  plus  petite  des  racines 
qui  reftent  pofitives  dans  la  transformée  ; d’où  l’on  voit  que 
pour  avoir  la  valeur  approchée  de  la  fécondé  racine  de  la 
propofée  , il  faut  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus 
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petite  des  racines  pofitives  de  la  transformée,  ajouter  cette 
valeur  approchée  à la  quantité  12  , & la  fomme  fera  la 
valeur  approchée  de  la  féconde  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  cette  valeur  approchée  de  la  plus  petite  ra- 
cine de  la  transformée  , c’eft  à dire  la  plus  petite  valeur 
de/ dans  la  transformée  , il  y a deux  maniérés:  Et  pour 
faire  des  formules  pour  l’une  & pour  l’autre  de  ces  maniè- 
res , il  faut  fe  fervir  de  l’équation  littérale  o = — r <jf 

— Pff  — ”P 

Première  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f. 

[_jA  première  maniéré  eft  de  fe  fervir  d’abord  des  deux 
derniers  termes  feuls  -+-7/  — r = o de  la  transformée , en 
négligeant  tous  les  autres  dans  lefquels  les  puiffances  de  / 
vont  en  diminuant , puifque  / eft  moindre  que  l’unité  , ÔC 
de  fuppofer  ces  deux  derniers  termes  égaux  à zéro  ; & l’on 
aura  /==  j . 

Cette  valeur  de  / efl  un  peu  trop  petite  $ car  puifque  r 
=î f—tff  — ”f'  -*■  A il€ft  viflbIe  <Pcf=,~fflnff+rt 


& <iue  eft  p1us  §rande  <iue  f > Puifque  Ie 

dénominateur  de  la  première  eft  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur de  la  fécondé  ; ainfi  on  corrigera  la  première  valeur 
de  f=  f-,  en  mettant  cette  valeur  de/,  au  lieu  de/,  dans 

/=  - — .r-  , & l’on  aura  / = r 

J J o JT_  »rr  ■ r»  f 

“ 1 11  1' 

c’eft  la  formule  dont  il  faut  fe  fervir  pour  trouver  la  valeur 
de  / par  cette  première  maniéré . 

Cette  formule  de  la  valeur  de/  = -,  , 

a — f — -H-V» 

ï ? 11  1' 


qu’on  peut  auffi  exprimer  par  / = 

donne  une  valeur  un  peu  trop  petite  ; car  le  confequent  de 

la  fraélion  ' -pr , €ft  plus  grand  qu’il  ne 

devrait  être,  puifque  fi  l’on  conçoit  la  véritable  valeur  de/ , 
qui  furpafle  f , à la  place  de  f dans  le  confequent  de  la  frac- 


tion - 
4 


r 


nrr 

<n 


r» 

f 1 


, il  eft  vifible  que  les  grandeurs 

négatives 
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négatives  — du  confequent , feraient  plus  grandes 

quelles  ne  font i ainfi  elles  ôteraient  une  plus  grande  quan- 
tité de  la  grandeur  q , que  n’en  ôtent  les  grandeurs  néga- 


tives 


La  valeur  de  f=- 


-, 


q — -Z-  

eft  donc  plus  petite  qu’elle  ne  devrait  être,  puifque  le  déno- 
minateur en  eft  plus  grand  qu’il  ne  devrait  être. 

Pour  avoir  la  valeur  approchée  de  f par  cette  formule  , 
qui  eft  ce  qu’on  cherche  , on  mettra  dans  cette  formule 

f» 

f= — n-,  ou  plutôt  dans  celle-ci,  qui  eft 


jï 


n 


toute  préparée  f = Ï1 les  grandeurs 

numériques  de  la  transformée , à la  place  des  lettres  qui  les 

reprefentent,  & l’on  aura/=  ^3p4447So^°^  . ou  bien 

82488566008(5681 

en  réduifant  cette  fraétion  en  fraftion  décimale, ce  qui  eft  plus 
commode  pour  le  calcul , on  auraf= VL = 

q*~—pyqr—nyrrf+*r‘ 

O,  75^4°  • La  valeur  approchée  par  cette  première  maniéré 
de  la  fécondé  racine  de  la  propofée  , eft  donc  12  , 75640'’. 


Seconde  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  f 

La  fécondé  maniéré  de  trouver  la  valeur  approchée  de  la 
plus  petite  des  racines  pofitives  , reprefentée  par  /,  de  la 

transformée,  qui  eft  reprefentée  par  o = — r •+-  qf pff 

— nP  f*  » eft  de  fe  fervir  des  trois  derniers  termes  feuls 
°t=  — r qf — pff  de  cette  transformée,  en  négligeant 

d’abord  les  autres  — nf  comme  très  petits  par  rapport 
aux  trois  derniers  , & de  fuppofer  que  ces  trois  termes  font 

une  équation  du  fécond  degré  o = — r qf pff-,  ou 

bien  en  tranfpofant , pour  rendre  le  terme  — pff  poûtif , 
l’on  aura  pff — qf  -4-  r = o , qui  fe  réduit  à jf  — if  -t-  L 
= o;  on  prendra  enfuite  par  la  méthode  qui  fert  à refoudre 
les  équations  du  fécond  degré,  la  plus  petite  des  deux  raci- 
nes de  cette  équation , qui  eft  /=  VfJ-  — qu’on 

peut  aulH  exprimer  ainfi  f = ~ fr-  • c’çft  Ja 

P 
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formule  dont  il  faut  fe  fervir  d’abord  pour  trouver  par  cette 
fécondé  maniéré  la  valeur  approchée  de  / qu’on  cherche  ! , 
en  fubflituant  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée 
à la  place  des  lettres  qui  les  reprcfentent  ; & l’on  trouvera 
en  fàifant  le  calcul,  & fe  fervant  des  fraftions  décimales, 

, hq-JiM  P* — y/AlLsAlLî  7x6if% — . 

f= t 

o,  75ÎSJ1'', ainfi  on  a d êja/=  g=0,  7539". 

Il  faut  corriger  cette  valeur  qui  efl  trop  petite  ; car  difpo- 
fant  ainfi  la  transformée  pff  — ?/  •+*  r •+-  »/J  — f*  = o , ou 

bien  T1— "T  = 0>  & regardant  cetCe 

équation  comme  du  fécond  degré  , dont  le  premier  terme 

eft/f,  le  fécond  — */ , & le  troifîéme  Ç-  » 

on  trouve  en  la  refolvant , que  la  plus  petite  de  fes  deux  ra- 
cines efl /=  -]7  -V#--—  7 — -7-,  qu'  peut  aufr« 

, . • /-  y if  — '/if?  — pr  — npp  pf* 

s exprimer  amfi  / = — — - • , 

Or  il  efl  évident  que  V — — 7 ,^efl  plus  grande  que 
V _n  — 1 — JÏL  la  première  étant  ôtée  de  laiffe 

donc  un  refte  — v' ” , qui  efl  moindre  que  le  refie 

V & j — •+•  -Ç- , qui  efl  celui  que  laiffe  la 

fécondé,  étant  ôtée  de  ainfi  la  première  valeur  / = 

— V'JJ-  — 7 , efl  plus  petite  qu’il  ne  faut . 

Pour  la  corriger  on  fuppofera  f — — 7 = w, 

& on  fubflituera  »»  à la  place  de  / dans  le  fécond  membre 
de/ —~Jr >/  ” j ■ — ~ «+■  & l’on  aura  la  formule 

corrigée  / = -J-  — — 7 — 7wI  ~f  , qt»  & ^ 

auffi  exprimer  de  cette  maniéré  pour  la  commodité  du  cal- 
cul , /=  ïf  — — pr  — »pm>  H-  pm ♦. 

P 

Pour  trouver  par  cette  formule  la  valeur  approchée  de/, 
qui  efl  ce  qu’on  cherche  , on  fubflituera  dans  cette  formule 
a la  place  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la  trans- 
formée que  reprcfentent  ces  lettres  ; & à la  place  de  m , 

la  grandeur  £ ^ , qui  efl  égale  dans  notre 


qui  efl  égale  dans  notre 
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exemple  à o , 7539"  , & l’on  trouvera  en  employant  les 
fractions  décimales  , la  valeur  approchée  qu’on  cherche  , 

f — il — — = o,  7564160$"". 

J ? 

Cette  valeur  de  /,  ou  de  la  plus  petite  des  racines  pofitives 
de  la  transformée  precedente  , eft  encore  un  peu  plus  petite 
que  cette  racine  } car  il  eft  évident  que  m étant  moindre 
que  la  valeur  exaéte  de/  dans  la  transformée,  la  grandeur 
négative  — ~ c£t  moindre  que  la  grandeur  ^C- , en  fuppo- 
fant  que  f reprefente  fa  valeur  exaéte } par  confequenc  la 
grandeur  négative  — • , étant  moindre  qu’il  ne  faut  dans 

y/.».  — - — -fml  «+■  y- , cette  grandeur  entière,  a pour 
ainfi  parler  , une  plus  grande  grandeur  pofitive  qu’elle  ne 
devrait  avoir  ; elle  ôte  donc  plus  quelle  ne  devrait  ôter 
de  la  grandeur  , d’oà  il  fuit  que  la  quantité  totale 

— y/ — J — 7'”'  ■*“.  T"  » 1u’on  fuPP°fe  <%alc  à />  cft 
cependant  un  peu  plus  petite  que  la  valeur  exaéte  de/;  ainfi 
la  valeur  approchée  de  /,  qu’on  trouve  par  cette  féconde  ma- 
niéré , qui  eft/=  o , 75641 6o9T,n  , eft  un  peu  plus  petite 
que  la  valeur  exaéte  de  /. 

Joignant  cette  valeur  de /à  la  moindre  limite  12,  l’on  a 
12,  77641  éo^1"  pour  la  valeur  approchée  de  la  féconde  ra- 
cine de  la  propofée. 

On  peut  continuer  l’approximation  de  cette  féconde  ra- 
cine à l'infini  par  cette  quatrième  méthode , comme  on  le 
va  voir.  Mais  il  eft  bon  de  remarquer  auparavant  que  fl  l’on 
ne  pouvoir  pas  s’affurer,  comme  on  la  fait,  que  la  valeur 
approchée  de/  qu’on  a trouvée  par  ces  deux  maniérés,  fût 
moindre  ou  plus  grande  que  fa  valeur  exaéte , on  le  pour- 
rait toujours  en  fubflituant  cette  valeur  approchée  de  / à 
la  place  de  / dans  la  transformée  } car  fi  la  fomme  toute 
connue  qui  en  viendrait , avoit  le  figne  de  la  moindre  limi- 
te , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofê , celui  du  dernier  terme 
de  la  transformée,  il  eft  évident  que  la  valeur  approchée 
ferait  moindre  que  la  valeur  exaéte  de/.  Si  cette  fomme 
avoit  le  figne  de  la  plus  grande  limite  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche  , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofê  , le  ligne 
oppofé  à celui  du  dernier  ternie  de  la  transformée  , il  eft 
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évident  que  la  valeur  approchée  feroit  plus  grande  que  la  va- 
leur exaéle  de  /. 

Il  faut  auffi  remarquer  que  fi  l’on  s’étoit  fervi  de  la  plus 
grande  limite  13,  au  lieu  de  la  moindre  limite  12,  pour  trou- 
ver la  fécondé  racine  de  la  propofée , & que  l’on  eût  fuppofé 
13  — f = x pour  la  première  transformée,  il  faudrait  ôter 
de  13  la  valeur  approchée  de  / au  lieu  de  l’ajouter  à 12  , 
comme  on  l'a  fait  fe  fervant  de  la  moindre  limite  1 1. 


C ontinuation  de  P approxima  tion  de  la fécondé  racine  de  la  prcpofcet 
ou  continuation  de  la  quatrième  mctbode. 

i°.  P ou  R continuer  l’approximation  de  la  fécondé  racine  , 
on  fuppofera  la  valeur  approchée  de  f qu’on  vient  de  trou- 
ver par  l’une  ou  l’autre  des  deux  manières  précédentes  plus 
une  indéterminée  g , égale  à/;  ce  qui  donnera  o , 75640’ 
-*-£  = /,  ou  o , 75(541  6oqr"'  ■+■  g = /;  on  fubfiituera 
cette  valeur  de  / à fà  place  dans  la  transformée  precedente, 
& l’on  trouvera  une  fécondé  transformée. 

Si  la  valeur  approchée  de  / étoit  plus  grande  que  /,  on 
fuppoferoit  pour  trouver  la  fécondé  transformée  , cette  va- 
leur de/ moinsg,  égale  à f. 

Comme  il  ne  s’agit  ici  que  de  faire  concevoir  clairement 
la  méthode,  pour  rendre  le  calcul  un  peu  moins  long,  on 
ne  prendra  que  le  dernier  chifre  7*  ou  W de  la  valeur  de  / 
qu’on  a trouvée,  pour  la  valeur  approchée  de  /,  & l'on  fup- 
pofera 7 ’ 9 = / ; on  fubfiituera  cette  valeur  de  / à fa 

place  dans  la  transformée  precedente  , comme  on  le  voit 
ici: 

/♦  =-4-o,  2401  ,T-+-  r,  372 "'g  -*-2, 

-—32/  =—  u>tÇ76"'—  47, 04  "g  —67,1'^  —32^ 

— 18/jf  ==— 8,  82"  —25,2 'g 
-4-5367/^=  h- 37j6,c>-  -*-5367S 

— 4036  = — 4036 


On  trouvera  la 
transformée 
on  la  fuppofera 
reprefenteepar 


O = — 2518, 6 5 59”-*- 5 25x5,13 2mg— 82,26"^— -+-£+; 

o — — r -+-£?  —pgg  —»Zl 


Il  eft  évident  par  les  raifonnemens  qu’on  a faits  fur  la 
première  transformée  , que  la  plûs  petite  valeur  pofitive 
de  g,  c’cft  à dire  la  plus  petite  des  racines  pofitives  de  cette 
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fécondé  transformée  , eft  exaéïement  ce  qui  refte  de  la  valeur 
de  la  fécondé  racine  de  la  propofée , après  en  avoir  ôté  12,  & 
encore  la  valeur  approchée  de  / dans  la  première  transformée  s 
ainfi  il  faut  pour  continuer  l’approximation  de  la  fécondé  raci- 
ne de  la  propofée,  trouver  la  valeur  approchée  de  la  plus  pe- 
tite racine  g de  cette  féconde  transformée . 

Pour  la  trouver  par  la  première  maniéré , on  fé  fervira 

y 

de  la  formule  g = , ou  plutôt  de  la 

q ^ — — *+■  — 

1 Jî  f 

q'r 

formule  g = , qui  eft  plus  propre 

q*  — pqqr  — nqrr  -+-  r*  1 r r * 

pour  le  calcul  ; & on  trouvera  en  fubftituant  dans  cette  for- 
mule , au  lieu  des  lettres , les  grandeurs  numériques  de  la 
fécondé  transformée , qui  font  reprefentées  par  ces  lettres , 
g = o,  056441"  ; ainfi  en  ajoutant  cette  valeur  approchée 
de  g à 12,  7*  qu’on  a déjà  , la  valeur  approchée  de  la  féconde 
racine  de  la  propofée  fera  iz,  756441''  , qui  eft  un  peu  plus 
petite  que  la  véritable  fécondé  racine  de  la  propofée. 

Pour  trouver  la  valeur  de  g par  la  fécondé  maniéré , on 


fe  fervira  d’abord  de  la  formule  g 


\9  — ^~qq—pr\ 

P 


on  fubftituera  dans  cette  formule  à la  place  des  lettres , les 
grandeurs  numériques  de  la  fécondé  transformée , reprefen- 
tées par  ces  lettres,  & on  trouvera^  = o,  0564*080331*'  ; 
& fuppofant  enfuite  la  lettre  m — g = ot  05644080331*' 

r=  — - * ^ — — - , on  prendra  la  formule  corrigée 


= „„  fuW(ituera 
P . • . 

cette  formule  les  grandeurs  numériques  de  la  transformée, 
à la  place  des  lettres  qui  les  reprefcntent  ; on  y fubftituera 
aufli  la  valeur  de  m =5=  o,  056440  &c.  à la  place  de  m,  ÔC 
on  trouvera  g =0,05644179448074402*"'}  on  ajourera 
cette  valeur  approchée  de  g aux  parties  1 2,  7'  de  la  féconde 
racine  de  la  propofée  r qu’on  a déjà  trouvées , & l’on  aura 
pour  la  valeur  approchée  de  cette  fécondé  racine  x = 12, 
7 56441 79448 074402“"  ‘ . Cette  valeur  approchée  eft  de  très 
peu  plus  petite  que  la  véritable . 

Vu  iij 
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3°.  On  peut  continuer  l’approximation  de  la  fécondé  racine 
de  la  propofée,  en  fuppofanc  la  valeur  approchée  de  g qu’on 
vient  de  trouver,  plus  une  nouvelle  indéterminée  b , égale  à 
g > & fubftituant  cette  valeur  de  £ à fa  place  dans  la  fécondé 
transformée  , il  en  viendra  une  troifiéme  transformée  ; on  trou- 
vera la  valeur  approchée  de  la  plus  petite  racine  pofitive  b de 
cette  troifiéme  transformée,  par  laquelle  on  voudra  des  deux, 
formules  precedentes,  & ainfi  à l’infini. 

R E M A R QJJ  E. 

E T T E quatrième  méthode  convient  avec  la  fécondé  dans 
la  première  operation,  par  laquelle  on  trouve  la  premiers 
transformée,  mais  elle  en  eft  différente  dans  la  manière  de 
trouver  les  valeurs  approchées  de  la  plus  petite  racine  pofiti- 
ve de  chacune  des  transformées , par  le  moyen  des  formules 
qu’on  a expliquées.  Le  calcul  de  cette  quatrième  méthode  eft 
long,  mais  en  récompenfe  on  approche  à chaque  operation, 
extrêmement  de  la  racine  qu’on  cherche. 

Ceux  qui  veulent  fe  la  rendre  familière  , peuvent  l’appli- 
quer à la  recherche  de  la  première,  de  la  troifiéme  & de  la. 
quatrième  racine  de  la  propofée . 

Corollaire  de  la  quatrième  méthode. 

i ^o.  JP  ou  R avoir  les  formules  des  équations  de  chaque  degrés 
qui  fervent  à trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  raci- 
ne pofitive  de  chacune  des  transformées,  on  fuppofera  que  k 
reprefênte  l’indéterminée  ou  l’inconnue  de  chacune  des  trans- 
formées , & que  ces  transformées  font  reprefentées  par  les 
équations  littérales  qui  fuiventr 
o=...  q...fk...  »U  k' 
oé=s...r  ...qk...  pkk...  nk}  ...  k* 

O = ...  s ...  r£  ...  qfjt  ...pki ...  nk*  •••  & 
o = ...r  ...ik  ....  rkk...qk' ... pk 4 •••  nk'--  • ks + 

On  ne  mer  pas  la  formule  du  fécond  degré,  dont  on  trouve- 
facilement  les  racines  approchées,  par  la  méthode  qui  eflr 
particulière  aux  équations  du  fécond1  degré  : On  ne  met 
pas  les  lignes,  mais  feulement  des  points  entre  les  termes , 
$?our  marquer  que  les  fignes  de  ccs  équations  generales  pour 
chaque  degré , doivent  être  déterminés  par  les  fignes  des 
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transformées  qu’on  trouve  , c’eft  à dire  leur  être  femblables  : 
On  ne  mettra  pas  les  fignes  devant  les  grandeurs  des  for- 
mules fuivantes  pour  la  même  raifon.  Enfin  on  ne  met  pas 
les  équations  qui  paflènt  le  fixiéme  degré , dont  on  a rare- 
ment befoin  , chacun  peut  les  ajouter,  & leurs  formules , ce 
quiefl:  facile. 

Formules  de  la  première  maniéré. 

Pour  le troifiéme degré  \ = 

Pour  le  quatrième  dégré  k — p — 

Pour  le  cinquième  degré  k 


,’r 


T*S 


Pour  le  fixiéme  degré  * = 

Formules  de  la  fécondé  maniéré. 

Pour  le  troiGimc  degré  . 


Formules  par  ois  il  faut 
commencer. 

k — ‘''P'--”? — m 

n 


Formules  corrigées. 
•••  ” 


,ts  ± ??•••?*■ 

4 


Pour  le  quatrième  degré 

- i 


m.u = 


• pr  ..,npm*  • ..pnr 


Tour  le  cinquième  degré  # 


k = 


±r,.iSi-rr,..qs  1 i y ~rr . ..  j/ . ..pjm'...  »?«*. 

— 1 —psL- — — ; i 

n r » 


1m 


Pour  le  fixiéme  degré. 


K ^ 1 — y 

Pour  fe  forvir  de  ces  formules , il  faut  d’abord  fuppofer  la 
plus  petite  limite  de  la  racine  dont  on  veut  trouver  la  valeur 
approchée,  plus  une  nouvelle  indéterminée/,  égale  à 1 incon- 
nue x de  l’équation  propofée  . ("On  fuppofe  que  la  limite  ne 
diffère  pas  de  la  racine  qu’on  cherche  d’une  unité  entière . )U 
faut  fubllituer  la  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofée , & 
l’on  aura  la  première  transformée . 

Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  moindre  des 


, p rrri* 
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racines  pofitives  de  cette  transformée  » on  fuppofera  que  cette 
transformée  eft  reprefontée  par  l’équation  generale  qui  lui  con- 
vient ; dans  le  troifiéme  degré , par  4*  ••  • , &c.  & ainfi  des 

autres.  On  fuppofera  que  l’inconnue /de  cette  transformée  eft 
reprefentée  par  la  lettre  k des  formules. 

Si  l’on  veut  fo  fervir  des  formules  de  la  première  maniéré, 
on  fubftituera  dans  la  formule  du  degré  de  la  propefee  , les 
grandeurs  numériques  de  la  transformée,  à la  place  des  lettres 
qui  les  reprefentent;  & après  la  fubftitution,  on  aura  la  va- 
leur approchée  qu’cn  cherche. 

Si  l’on  veut  fe  fervir  des  formules  delà  fécondé  maniéré, 
il  faut  faire  deux  operations:  i°.  11  faut  fubftituer  dans  la  for- 
mule du  degré  qui  convient  à la  transformée  , par  laquelle  on 
a marqué  qu’il  falloit  commencer  , les  grandeurs  numériques 
de  la  transformée , à la  place  des  lettres  qui  les  reprefentent» 
& après  la  fubftitution,  on  aura  la  valeur  qu’on  cherche; 
mais  il  la  faut  corriger . On  nommera  cette  valeur  non  corri- 
gée m ; 2°.  & on  fubftituera  dans  la  formule  corrigée  la  valeur 
de  ct,  & les  valeurs  des  autres  lettres  de  la  formule , à la  pla- 
ce de  ces  lettres  ; & ce  qui  v iendra  de  la  fubftitution  fora  la 
valeur  approchée  qu’on  cherche. 

Pour  continuer  l’approximation , on  fuppofora  la  valeur 
approchée  qu’on  vient  de  trouver  plus  une  nouvelle  indéter- 
minée g , égale  à l'indéterminée /de  la  première  transfermée. 
Si  la  valeur  approchée  furpaffoit  la  véritable  valeur  de/,  on 
fuppoferoit  cette  valeur  moins  g , égale  à /.  On  fubftituera 
cette  valeur  de  / à fa  place  dans  la  première  transformée , & 
il  en  viendra  une  fécondé  transformée  : on  trouvera  la  va- 
leur approchée  de  la  plus  petite  racine  pofitive  g de  cette 
transformée  par  les  formules , comme  on  a trouvé  la  valeur 
approchée  de/,  & on  continuera  l’approximation  tant  qu’on 
voudra. 

La  fomme  de  la  limite  de  la  racine  qu’on  cherche  , qui  a 
fervi  à la  première  operation , & de  toutes  les  valeurs  appro- 
chées des  inconnues  des  transformées , prifes  de  fuite,  fora  la 
valeur  approchée  de  la  racine  qu’on  cherche'. 

L’exemple  qu’on  en  a donné  fuffit  pour  faire  concevoir  l’ap- 
plication des  formules. 


Avertissement 
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Avertissement. 

O N pourrait  chercher  une  racine  négative  d’une  équation 
proposée  par  les  méthodes  precedentes , en  employant  des  limi- 
tes négatives*  mais  comme  il  eft  facile  * de  faire  en  forte  que  * 48* 
les  racines  négatives  d'une  équation  propofée  deviennent  pofi- 
tives, en  diangeaot  les  lignes  des  termes  pairs,  il  vaut  mieux 
chercher  les  racines  par  -les  limites  pofitives,  cela  accoutume 
à une  même  méthode , & la  rend  plus  facile . 

Remarques  fier  cette  quatrième  méthode  d' approximation , 
qu'il  faut  je  rendre  familières. 

I. 

•^ETTE  méthode  fait  trouver  une  racine  d’une  équation 
propofée  par  parties,  que  l'on  découvre  les  unes  après  les  au- 
tres; elle  fuppofè  qu’on  fçait  par  une  autre  voye  la  première 
partie  de  la  racine,  qui  en  diffère  très  peu:  mais  elle  fait  trou- 
ver les  autres  parties  par  des  transformées , dont  les  racines  po- 
fitives font  les  racines  pofitives  de  la  propofée , diminuées  cha- 
cune de  la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  dont 
on  fait  la  recherche  , & dont  les  racines  négatives  font  les  né- 
gatives de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  meme  fom- 
.me  j & quand  la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine 
dont  on  fait  la  recherche  , furpaffe  cette  racine , ou  furpaffe 
auffi  d’autres  racines  pofitives  de  la  propofée,  la  racine  de  la 
propofée  dont  on  fait  la  recherche , & toutes  ces  autres  raci- 
nes pofitives , font  devennues  négatives  dans  la  transformée  oit 
cela  fe  rencontre  * pui/qu’elles  ont  été  trop  diminuées  ; & il  ne 
leur  reffe  à chacune  dans  cette  transformée  , que  l’excès  dont 
la  fomme  déjà  trouvée  des  parties  de  la  racine  qu’on  pourfuit, 
furpaffe  chacune  de  ces  racines  pofitives  de  la  propofée  ; & cec 
excès  eft  négatif. 

Ainfi  fi  l’on  appelle  a la  première  partie  de  la  racine  dont  on 
fait  la  recherche  » b,  la  fécondé  partie;  c,  la  troificme,  & ainfi 
de  fuite  ; la  première  partie  a eft  fuppofée  connue  d’ailleurs , & 
elle  fèrt  à trouver  la  féconde  partie  b,  en  transformant  l’équa- 
tion propofée , par  exemple  x>  — nxx  +*px  — q = o,  par  la 
fuppofition  de  a -+-/  = & par  la  fubftitution  de  cette  va- 

leur de  * à fa  place  dans  la  propofée . 


/ 
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On  remarquera  fur  cette  première  transformée  , i° , que 
les  racines  pofitives  de  la  propofée , & par  confequent  celle 
que  l’on  cherche  , font  diminuées  chacune  de  la  grandeur  a\ 
ainfi  chacune  des  racines  pofitives  de  la  première  transfor- 
mée , eft  precifement  l’excès  -des  racines  pofitives  de  la  pro- 
pofée  plus  grandes  que  a fur  cette  grandeur  a-,  & fi  a furpaf- 
fe  quelques  racines  pofitives  de  la  propofée  , elles  devien- 
nent négatives  dans  la  transformée , & l’excès  de  a fur  ces 
racines  pofitives  de  la  propofée  , eft  precifement  leur  valeur 
négative,  pour  ainfi  parler,  dans  la  transformée  i <5c  les  au- 
tres racines  négatives  de  la  transformée  étant  augmentées 
chacune  de  a , leur  valeur  dans  la  transformée  eft  la  fomme 
de  chacune  des  racines  négatives  de  la  propofée  & de  la 
grandeur  a. 

2°.  Par  confequent  le  terme  tout  connu  , ( qu’on  nommera 

* n5>-ici  le  premier  , ) de  la  transformée  , étant  * la  fomme  toute 
connue  qui  vient  de  la  grandeur  a , fubfticuée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée;  cette  fomme  ou  ce  premier  terme  eft  le 
produit  des  différences  qui  font  entre  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propofée  & la  grandeur  a , par  les  racines 
négatives  de  la  propofée  augmentées  chacune  de  la  gran- 
deur a. 

IT. 

i 61.  La  première  transformée  fait  découvrir  la  fécondé  par- 
tiel» de  la  racine  de  la  propofée,  dont  on  fait  la  recherche, 
par  la  première  maniéré  de  la  quatrième  méthode  ; c’eft  le 
quotient  qu’on  trouve  en  divifant  le  premier  terme  tout 
connu  de  la  première  transformée  par  le  coëficient  du  terme 
fuivant , c’eft  à dire  du  terme  où/  eft  linéaire , ( qu’on  nom- 
mera ici  le  fécond  terme , ) ou  , ce  qui  revient  au  même , cette 
fécondé  partie  h eft  une  fraélion  dont  le  numérateur  eft  le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  dont  on  a 
changé  le  ligne  , ( car  pour  trouver  cette  fraélion , on  a fup- 
pofé  le  premier  terme  égal  au  fécond  , ce  qui  change  le  ligne 
du  premier  terme  ; & dégageant  f dans  cette  équation  , on 
trouve  la  fraélion  dont  on  vient  de  parler  , ) & le  dénomina- 
teur eft  le  coëficient  du  fécondé  terme  de  la  transformée: 
Mais  comme  le  premier  terme  n’cft  pas  égal  au  feul  fécond 
terme , mais  à tous  les  autres  termes  , quand  on  veut  avoir 
la  fécondé  partie  b de  la  racine  plus  approchante  de  la  veri- 
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table , il  faut  ajouter  au  dénominateur  de  cette  fraélion  le  pro- 
duit du  coëficient  du  troifie'me  terme  par  cette  fraétion , le 
produit  du  coëficient  du  quatrième  terme  par  le  quarré  de  cet- 
te fradiion  , & ainfi  de  fuite , en  obfervant  d’ajouter  ces  pro- 
duits au  dénominateur  avec  les  lignes  qu’ont  les  coëficients  dans 
la  transformée;  & la  fradtion  qui  naît  de  cette  operation , eft 
la  féconde  partie  b de  la  racine  qu'on  cherche  plus  approchante 
quelle  n’âuroit  été. 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  c,  il  faut  foire  une  fécondé 
transformée  en  fuppofant  b •+*  g =f,  & fubftituer  cette  va- 
leur de  / à fa  place  dans  la  transformée  précédente  ; & l’on  au- 
ra la  fécondé  transformée,  qui  fervira  à faire  découvrir  la  troi- 
fieme  partie. e de  la  racine  qu on  cherche,  delà  même  maniéré 
que  la  première  transformée  a fervi  à faire  trouver  la  fécondé 
partie  b. 

^■ejte  troifîeme  partie  de  la  racine  quon  cherche , fervira 
de  même  à former  une  troifiéme  transformée,  en  fuppofant 
c ■+■  b = g » & fubftituant  cette  valeur  de  g à fa  place  dans 
la  fécondé  transformée  ; & cette  troifiéme  transformée  fera 
trouver  la  quatrième  partiel  de  la  racine  quon  cherche,  & 
ainfi  de  fuite  à l’infini. 

III. 

16).  On  fera  fur  chacune  de  ces  transformées , par  rapport  à la 
transformée  qui  la  précédé  immédiatement,  les  mêmes  re- 
marques qu  on  a faites  fur  la  première  transformée  par  rap- 
port a l’équation  propofée  dont  elle  eft  la  transformée  imme- 
diate  ; & on  remarquera  de  plus,  i*,  que  fi  le  premier  terme 
d une  transformée  fe  trouvoit  égal  à zéro , l’on  aurait  la  raci- 
ne.exaéte  de  1 équation  propofee  qu’on  cherche,  qui  ferait  éga- 
le à la  fomme  de  toutes  les  parties  de  cette  racine  qui  ont  été 
decouvertes,  jufqua  la  transformée  où  cela  arrive.  Car  la 
derniere  partie  découverte  étant  fubftituée  à la  place  de  l’in- 
connue dans  la  transformée  qui  précédé  celle  dont  le  premier 
terme  eft  égal  à zéro,  donnerait  une  fomme  toute  connue 
égalé  a zéro , puifque  cette  fomme  eft  égale  à ce  premier  ter- 
me ; ainfi  elle  ferait  la  racine  exadte  de  cette  transformée  qui 
procédé  celle  dont  le  premier  terme  eft  égal  à zéros  l’on  au- 
rait donc  precifément  ce  qui  manquoit  aux  parties  déjà- dé- 
couvertes  de  la  racine  qu’on  cherchoit  ; par  confequent  on  l’au- 
rait entière . • 

- : v"  •* 

Xx  y 


Digitized  by  Google 


343  Analyse  démontré*  e. 

2°.  Quand  le  premier  terme  dune  transformée  a un  figne 
diffèrent  de  celui  du  premier  terme  de  la  transformée  qui  la 
précédé  immédiatement , dans  ce  cas  la  partie  qui  a fervi  à 
faire  la  transformée  où  cela  fe  rencontre , eft  plus  grande  que 
la  partie  de  la  racine  que  l’on  cherche  ; car  fi  cette  partie 
dtoi t plus  petite  que  la  partie  que  l’on  cherche , elle  donnerait 
au  premier  terme  de  la  transformée  le  ligne  du  premier  ter- 
. me  de  la  transformée  précédente*;  fi  elle  était  égale,  cU 
le  donnerait  zéro;  & donnant  un  ligne  different,  elle  eft 

plus  grande.  . 

D’où  l’on  voit  que  fi  ceft  par  exemple  la  troifieme  partie  c, 
qui  change  le  ligne  de  la  troifiéme  transformée,  fuppofe  que 
e fût  politive , l’on  trouvera  par  la  méthode  même  la  qua- 
trième partie  d négative  ; & dans  ce  cas  il  faudra  fuppo» 

fer d -+•  i = h , pour  faire  la  quatrième  transformée  ; par- 

ceque  la  racine  pofitive  dont  on  faifoit  la  recherche , étant  de- 
venue négative  dans  la  troifiéme  transformée,  la  troifiéme  par- 
tie  c fe  trouve  plus  grande  qu  il  ne  faut  ; ainfi  il  faut  la  dirai» 
nuer  dans  la  transformée  fui  vante. 


IV. 


, On  peut  raporter  immédiatement  chaque  transformée  à 
* 4’  L’équation  propofée  ; on  raportera  ici  à l’équation  propofée , 
k troifiéme  transformée  qui  eft  fcite  par  la  fuppofition  de 
(+.  b = g,  & par  la  fubftitution  de  cette  valeur  de  g a fa 
place  dans  ia  fécondé  transformée;  & ce  que  l’on  en  dira, 
pourra  facilement  s'appliquer  aux  transformées  les  plus  reculées 

de  1 équation  propofée . . 

Si  l’on  fuppofoit  la  fomme  de  toutes  les  parties  déjà  decou- 
vertes de  la  racine  qu’on  cherche,  plus  une  nouvelle  inconnue 
b , égale  à l’inconnue  de  l’équation  propofée , par  exemple  fi  1 on 
fuppofoit  7^b^c^-b=x,  ( on  a mis  une  ligne  fur  a + b 
•wr  pour  marquer  quon  regarde  cette  fomme  comme  une  leu- 
le  grandeur , ) & qu’on  fubrtituât  cette  valeur  de*  à fa  place 
dans  l’équation  propofée , la  transformée  qui  ^ viendro.t  , fc. 
roit  precifément  la  troifiéme  transformée»  c eft  à dire  la  trans- 
formée que  l’on  a trouvée  en  fubftituant  c^-h—g,  à la  place 

de  z dans  k fécondé  transformée . . . . , . 

Car  les  racines  pofitives  de  la  transformée  qui  viendrai 

de  la  fubftituticn  de  a^rb-^c  •*-&  = *>,  à la  place  de  * 
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dans  la  propose  , feroient  les  racines  pofitives  de  la  propo- 
fèe  diminuées  chacune  de  la  grandeur  a b -♦»  c\  les  néga- 
tives de  la  transformée  feroient  le»  négatives  de  la  propofée 
augmentées  chacune  de  la  grandeur  a -»■  b •¥>  c ; & s’il  fe 
srouvoit  que  la  grandeur  a b c furpafiât  quelques  ra- 
cines pofitives  de  la  propofée  , ces  racines  feroient  devenues 
négatives  dans  la  transformée  r & chacune  de  ces  racines 
négatives  ferait  l’excès  de  a ■+■  b c fur  chacune  des  racines 
pofitives  de  la  propofée , qui  feroient  moindres  que  a •+•  b 
■+-r.  Or  en  confiderant  avec  attention  la  fuite  des  transfor- 
mations , depuis  la  propofée  jufqu’à  la  troifiéme  dont  h efV 
^inconnue , on  verra  clairement  que  les  racines  pofitives  & 
négatives  de  la  troifiéme  transformée  , font  precifement  le* 
m.'mes  racines  dont  on  vient  de  parler . Par  confequent  la 
troifiéme  transformée  efl  precifement  la  meme  transformée 
qu’on  trouverait  en  fubftituant  immédiatement  dans  l'équa- 
tion propofée  à la  place  de  *►. 

D’oh  il  fuit  auffi  que  fi  l’on  fubfïituoit  avec  de*  lignes 
contraires  la  fomme  de  toutes  les  parties  qu’on  a déjà  dé- 
couvertes de  la  racine  qu’on  cherche  plus  l’inconnue  x,  à la 
place  de  l’inconnue  b>  dans  la  troifiéme  transformée,  l'équa- 
tion qui  en  viendrait,  ferait  exactement f équation  propofée» 

par  exemple  fi  l’on  fuppofe  — a — b — ■ c x = b , ÔC 
qu’on  fubflitue  cette  valeur  de  b à fa  place  dans  la  troifié- 
me  transformée  , l'équation  qui  en  naîtra  , fera  l’équatio» 
propofée. 

V. 

6 j.  Si  la  grandeur  a qu’on  prend  pour  la  première  partie  de  Ta 
racine  qu’on  cherche  , étoit  la  limite  en  deffus , c’eft  à dire  , 
fi  a furpaflbit  la  racine  qu’on  cherche  r il  faudrait  fuppofer  , 
pour  faire  la  première  transformée  , a — /=  x , & fubfti- 
tuer  cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofée  . Et  l’on  fe- 
rait fur  cette  transformée  & fur  les  fui  vantes  des  remarque* 
femblables  à celles  qu’on  a foires  en  fuppofoht  que  la  premiè- 
re partie  a de  la  racine  qu’on  cherche  , efl  moindre  que  cette- 
racine.  Mais  il  eft  mieux  de  prendre  la  première  partie-  a plus 
petite  que  la  racine,  pour  s’accoutumer  à une  même  méthode. 

Ou  bien  , pour  fuivTe  la  même  méthode  , on  fuppofera 
■a  H-  / = x , quoique  a furpafle  la  racine  qtfon  cherche  * 

Xx  iij 
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on  fubftituera  a -4-  / dans  la  propofée  à la  place  de  x,  & le 
premier  terme  tout  connu  de  la  transformée  qui  en  vien- 
dra , aura  un  ligne  oppofé  à celui  du  premier  terme  tout 
connu  de  la  propofée  } ce  qui  fera  trouver  la  fécondé  par- 
tie b négative  ; & pour  faire  la  fécondé  transformée  t on 
fuppofera  — b ■+■  g = f . 

Avertissement. 

On  n’a  fait  ces  remarques  que  fur  la  première  maniéré 
qu’on  a donnée  dans  la  quatrième  méthode  de  trouver  par 
le  moyen  de  chaque  transformée  , la  partie  de  la  racine 
quelle  doit  faire  découvrir , quoiqu’elles  paillent  auffi  con- 
venir  à la  fécondé  maniéré  ; parceque  cette  fécondé  manie. 
te  renfermant  le  ligne  radical  , & obligeant  à l’extrac- 
tion des  racines , le  calcul  en  eft  plus  embaraflànt  , & on 
peut  moins  facilement  s’en  fervir  dans  l'approximation  des 
racines  des  équations  littérales. 

Il  faut  Ce  rendre  ces  remarques  & la  quatrième  méthode 
bien  familières,  & la  première  manière  qu’on  a donnée  dan* 
la  quatrième  méthode , de  trouver  par  chaque  transformée 
la  partie  de  la  racine  qu’elle  doit  faire  découvrir  , afin  de 
concevoir  clairement  la  méthode  d’approximation  de*  racines 
des  équations  littérales  qu’on  doit  donner  dans  le  7*  Livre, 
qui  n’aura  pas  befoin  de  démonftration,  n’étant  qu’une  ap- 
plication de  cette  quatrième  méthode. 

La  quatrième  remarque  donne  lieu  à une  autre  pratique 
de  la  quatrième  méthode  , qu’on  appellera  une  cinquième 
méthode  d’approximation  , pour  faire  mieux  diftinguer  ces 
deux  manières  de  pratiquer  la  quatrième  méthode. 

Cinquième  metbode  pour  trouver  les  valeurs  approchées  tant  prêt 
qu'on  voudra  des  racines  des  équationsi  ou  autre  pratique 
de  la  quatrième  metbode. 

j 66.  l’O  partagera  en  deux  parties  l'inconnue  de  l’équation 
propofée  dont  on  veut  trouver  les  racines  ■,  par  exemple  fi 
en  veut  chercher  la  première  racine  de  l'équation  xx  — 20» 
■4-  £5  = o,  qui  eft  entre  4 & 5,  on  fuppofera  E -4-  y = x, 
E reprefentera  la  partie  de  la  racine  que  l’on  connoît  déjà  > 
& à mefure  qu’on  découvrira  les  parties  de  la  racine  qu’on 
cherche  , on  fuppofera  que  E reprefente  toutes  ces  parties 
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déjà  découvertes  ; y reprefentera  ce  qui  refte  à découvrir 
de  la  racine  qu’on  cherche . 

On  fubftituera  E -t-  y à la  place  de  r dans  la  propofée  , 
& l’on  aura  l’équation  EE  -*-iEy  -4-  yj  = o , qui  reprefen- 
— ao  E — loy 

-H  5 y 

tera  toutes  les  transformées  qui  doivent  fervir  à découvrir 
les  parties  de  la  racine  qu’on  cherche  , les  unes  après  les 
autres  à l’infini  : on  l’appellera  la  transformée  indéterminée  . 
On  fuppofe  la  première  partie  4 de  la  racine,  connue  d'ail- 
leurs . Pour  trouver  la  fécondé  partie . 

2°.  On  fuppofera  que  E reprefente  4 , & on  fubftituera  4 
à la  place  de  £ dans  la  transformée  indéterminée , & l’on 
aura  1 — 1 27  ■+»/>  = o;  pour  trouver  la  valeur  de  y,  on 
fera  une  équation  du  premier  & du  fécond  terme,  qui  don- 
nera y — tt  . C’cft  la  fécondé  partie  de  la  racine  que  l’on 
cherche  ; ou,  ce  qui  cft  la  même  chofe,  on  divifera  le  pre- 
mier terme  par  le  coëficient  du  fécond  ; & changeant  le  li- 
gne du  quotient,  l’on  aura  la  féconde  partie  de  la  racine. 

Si  on  vouloit  une  fécondé  partie  plus  approchée , on  ferait 
ce  raifonnement  > . comme  dans  la  quatrième  méthode  . Le 
premier  terme  1 n’eft  pas  feulement  égal  au  fécond  12 y, 
mais  — 1 = — 12 y •t-yy,  ain fiy=  — ; & mettant  la 
valeur  de  y = -pj-  déjà  decouverte , à la  place  de  y dans  le 
fécond  membre,  on  aurait /=  , qui  efi  une  valeur  un 

peu  plus  approchée.  Mais  pour  éviter  la  longueur  du  calcul, 
on  prendra  ici  y — pour  la  fcconde  partie  de  la  racine. 

30.  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine,  on  fuppo- 
fera que  E dans  la  transformée  indéterminée  , reprefente  la 
foinme  47V  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes , & 
que  y reprefente  ce  qui  en  refie  à découvrir:  On  fubftitue- 
ra dans  cette  transformée  4^  = à la  place  de  E , & 
l’on  aura  rh  — yy  = 0.  On  divifera  le  premier 

terme  par  le  coëficient  — ^ du  fécond  terme  , & 

changeant  le  ligne  du  quotient , on  aura  -*■  —\"ï  pour  la 
troifiéme  partie  de  la  racine  qu’on  cherche . 

4°.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  racine,  on  fup- 
pofera dans  la  transformée  indéterminée , que  E reprefente 
la  fomme  des  parties  de  la  racine  déjà  découvertes  , 4 ■+•  ■— 
-h  y—:  = -t-  on  fubftituera  cette  valeur  de  E à fo 
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place  dans  la  transformée  indéterminée;  & prenant  enfuice 
le  quotient  du  premier  terme  de  l’équation  qui  en  viendra, 
divifé  par  le  coëficient  du  fécond  terme,  & changeant  le 
ligne  de  ce  quotient  , ce  fera  la  quatrième  partie  qu’oo 
cherche. 

On  peut  continuer  cette  approximation  à l’infini . Cet 
exemple,  qui  neft  pas  compofe  , fufïit  pour  faire  .concevoir 
clairement  cette  méthode  , qui  eft  démontrée  par  la  qua- 
trième méthode  , & par  les  remarques  , & furtout  la  4e. 
Il  eft  évident  que  la  partie  de  la  racine  reprefentée  par  fi, 
ne  fait  qu’augmenter , pctxiant  que  celle  qui  eft  reprefentée 
par  y y ne  fait  que  diminuer  . 

Pour  Ce  rendre  cette  méthode  familière  , on  peut  conti- 
nuer l’approximation  precedente  ; & chercher  la  fécondé 
racine  de  la  propolée , qui  furpafiè  15  , & qui  eft  moindre 
que  1 6 . On  peut  aufli  chercher , par  la  même  méthode , 
les  racines  de  l’équation  x3  — 2700*  -*■  31400  = 0, 
dont  la  plus  petite  eft  entre  iz  & 13  « la  2* , entre  44  ÔC 
45  ; & la  3'  , entre  57  & 5$. 

On  va  faire  ici  l’application  de  cette  cinquième  métho- 
de à l’approximation  des  racines  des  pui fiances  numériques 
imparfaites. 

Vf  âge  de  la  cinquième  metbode  <T approximation  des  racines  des 
équations  t pour  trouver  les  valeurs  approchées  tant  près  qu'on 
voudra  des  racines  des  puiffances  numériques  imparfaites . 

67.  On  fuppofè  qu’on  a trouvé  par  la  méthode  de  l’extra&ion 
des  racines  de  l’arithmétique , la  racine  de  la  plus  grande 
puifiànce  parfaite  contenue  dans  la  puifiànce  numérique 
imparfaite  t ce  fera  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche,  qui  ne  diffère  pas  de  la  racine  véritable,  qui  eft 
incommeofurable  , d’une  unité  entière  ; il  faut  trouver  les 
autres  parties  de  cette  racine»  & en  continuer  l’approxima- 
tion à l’infini  , ou  autant  prés  qu’on  voudra  de  la  vérita- 
ble racine , qu’on  ne  peut  pas  exprimer  par  nombres. 

10.  On  fuppofera  que  la  racine  de  la  plus  grande  puifiànce 
parfaite  contenue  dans  la  puiftance  numérique  imparfaite 
dont  on  cherche  la  racine , eft  reprefentée  par  E , & l’excé* 
de  la  puifiànce  numérique  imparfaite  fur  la  plus  grande 
puifiànce  parfaite  qui  y eft  contenue , eft  reprefenté  par  D : 

ces 
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ces  deux  nombres  font  fuppofés  connus . Ainfi  EE  -4-  D fera 
l’expreflion  de  toutes  les  fécondés  pui (Tances  numériques  im- 
parfaites  ; E*  D , celle  de  toutes  les  troifiémes  puiffances  ; 
£*•+•  D , de  toutes  les  quatrièmes  ; E?  D , de  toutes  les 
cinquièmes  ; & ainfi  de  fuite. 

i*.  On  fuppofera  que  E •+•  x reprefentent  les  deux  parties 
de  la  racine  qu’on  cherche  ; fçavoir  E , celle  qui  eft  connue  > 
& x,  celle  qui  eft  inconnue  & que  l’on  cherche  ; ce  qui  don- 
nera les  équations  fuivantes  : E -s-  x = fÈE  -t-  D,  pour  les 
fécondés  puiffances:  E h-  x = + D,  pour  les  troifiémes: 

■£•*“*  = D,  pour  les  quatrièmes;  & ainfi  de  fuite. 

3°.  On  ôtera  les  incommenfurables  de  ces  équations  , & 
Ton  aura  — D ■+■  2 Ex  + w = o,  pour  les  fécondés  puif. 
fânces  ; — D ■+•  3 ££*-4*  3 Exx  = o,  pour  les  troifié- 
mes; — D ^.E’x  -+-  6EExx  4 Ex*  -4-  x*  = o , pour  les 
quatrièmes  ; — D -4-  5 E*x  ■+■  10  Exx  -4-  10  EEx'  h-  5 Ex* 
= o , pour  les  cinquièmes  ; — D ■+■  6 E'x  -4-  z$E*xx 
**  io£;xJ  -4-  15 EEx*  -4-  <s£*«  -4-  x*  = o,  pour  les  fixiémes? 
& ainfi  des  autres  fuivantes  . 

Ces  équations  feront  les  transformées  indéterminées , com- 
me dans  la  cinquième  méthode  , chacune  pour  fon  degré . 
E reprefentera  d’abord  la  première  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche  ; & fubftituant  cette  première  partie  à la  place  de  E, 
on  trouvera  la  fécondé  partie  comme  dans  la  5*  méthode; 
puis  fubftituant  la  (ômme  des  deux  premières  parties  à la 
place  de  E , on  trouvera  la  troifiéme  ; après  fubftituant  la 
fomme  des  trois  premières  parties  à la  place  de  E , on  trou- 
vera  la  quatrième  partie  ; & ainfi  à l’infini. 

I 6 8 • Le  premier  terme  D eft  toujours  entièrement  connu  quand 
on  commence  l’operation,  puifque  c’eft  le  refte  connu  delà 
puiftance  numérique  imparfaite  , qui  demeure  après  avoir 
ôté  de  cette  puiffance  imparfaite  la  plus  grande  puifTance 
parfaite  qui  y eft  contenue. 

Quand  on  a trouvé  la  fécondé  partie  de  la  racine  par  la 
fubftitution  de  la  première  partie  , qu’on  fuppofe  connue , à 
la  place  de  E , pour  avoir  la  féconde  valeur  de  D , il  faut 
fubftituer  cette  fécondé  partie  de  la  racine  qu’on  vient  de 
trouver , à la  place  de  x , & Iaifler  la  première  partie  fubfti- 
tuce  à la  place  de  E ; & la  fomme  toute  connue  qui  vient 
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* 1 15.de  cette  fubftitution  , eft  le  fécond  D * , qui  doit  fervir  pour 
trouver  la  troifiéme  partie . 

Quand  on  aura  trouvé  cette  troifiéme  partie  par  la  ftibfti- 
tution  de  la 'fomme  des  deux  parties  déjà  découvertes,  à la 
place  de  E dans  l’équation  transformée  indéterminée  , où 
l’on  a lailfé  la  valeur  du  D precedent , il  faudra  fubftituer 
cette  troifiéme  partie  à la  place  de  x , & la  fomme  toute 
connue  qui  viendra  de  cette  fubftitution,  fera  le  troifiéme  D, 
ou  la  troifiéme  valeur  de  D , qui  doit  -forvir  pour  trouver  la 
quatrième  partie . 

Quand  on  aura  découvert  cette  quatrième  partie  par  la 
fubftitution  de  la  fomme  des  trois  premières  parties  déjà 
connues  à la  place  de  E,  il  faudra  fubftituer  cette  quatriè- 
me partie  qu’on  vient  de  découvrir  à la  place  de  x , & la 
fomme  toute  connue  qui  naîtra  de  cette  fubftitution  , fera 
le  4*  D,  ou  la  4*  valeur  de  D , qui  doit  fervir  à faire  dé- 
couvrir la  5'  partie;  & ainfi  à l’infini. 

169.  Ou  bien  pour  avoir  la  valeur  de  D , qui  fert  à trouver 
chaque  partie  , par  exemple  la  quatrième,  il  n’y  a qu’à  éle- 
ver à la  même  puiftance  dont  on  cherche  la  racine , la  fom- 
me de  toutes  les  parties  déjà  trouvées  , par  exemple  des 
trois  premières , & ôter  la  puiftance  de  cette  fomme  de  la 
puiftance  numérique  imparfaite  propofée  ; le  refte  fera  la 
valeur  de  D qu’on  cherche . 

On  peut  faire  comme  dans  la  quatrième  méthode  , des 
formules  generales  dans  chaque  degré  > pour  trouver  les 
parties  de  la  racine  qu’on  cherche  , les  unes  après  les  au- 
tres, la  première  partie  étant  fuppofée  connue. 

Formula  generales  pour  V approximation  des  racines  des 
puijfancet  numériques  imparfaites. 

1 7°*  T)0UR  *es  rac‘nes  des 
X fécondés  puiflances  «.  x 

Pour  les  racines  des  trei- 
fiémes  puiffanccs  . . * * 

Pour  les  racines  des 
quatrièmes  puiffances  . . * 


D 


rr  . D , DD, 

3 EE 

D 
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3 5 S 


i DD 


D * 


Pour  les  racines  des 

cinquièmes puiflances  .•*=  lt> — 

C £+  

On  peut  facilement  trouver,  comme  dans  Ja  4e  méthode 
les  formules  pour  les  puiflances  fuivantes  à l'infini , fi  Ion 
en  a befoin . 

Pour  trouver  par  le  moyen  de  ces  formules  la  racine 
cubique,  par  exemple  de  12:  i°.  le  plus  grand  cube  con- 
tenu dans  12,  efl  ! ?,  dont  la  racine  cubique  eft  2;  ainfi  1 — E\ 
} 1 = 8 4 = £’  D,  & le  premier  D = 4.  L équation 

^déterminée  du  troifiéme  degré  , qui  reprefente  toutes  les 
transformées  qui  feront  trouver  les  parties  de  la  racine  qui 
fui  vent  la  première  qui  eft  2,  eft — D + zEEx-t-^Exx  + x* 
— o : La  formule  qui  fort  à trouver  ces  parties  reprefentées 

par  x,  déduite  de  cette  équation , eft  x ==  ^ 


3 EE 


n 

£ 


230. 

Ces  choies  fuppofées  : ^ 

2°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  racine  , on  fobfti- 
tuera  dans  cette  formule  4 à la  place  de  D , & z à la  place 

de  E;  & l’on  aura  la  fécondé  partie  = 4 

12  4"  2 "H  i 1 2 y 

Pour  avoir  la  féconde  valeur  de  D , qui  fervira  à trouver 
la  troifiéme  partie  de  la  racine , on  fu  bit  i tuera  dans  l’équa- 

f>"*m3EEx+m3ExX’*’xl  = 0,  4 à la  place  de  D; 
2 a la  place  de  Es  à la  place  de  x ; & l’on  aura  — 4 

* ? x r T 6 “ ■Wf  * =— HWK.  1» 

conde  valeur  de  D , qu  on  trouveroit  aulfi  en  élevant  la  fom- 
me  des  deux  parties  dé/a  trouvées  2 ■+•  à la  3e  puilfonce 
& retranchant  cette  3e  puiiïancc  de  la  propofée  12  le  relie 
feroit  la  fécondé  valeur  de  D. 

30.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  racine  quon  cher, 
che,  il  faut  fubftituer  dans  la  formule  x — £. 

a la  place  de  D t fa  valeur  qu’on  vient  de  trouver , 6c  à la 
place  de  E , la  fomme  2 des  parties  de  la  racine  déjà 

découvertes  , &c. 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini:  ces  operations 
fuffifent  pour  faire  clairement  concevoir  la  méthode. 
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Si  l’on  veut  des  formules  où  il  faut  extraire  la  racine  q nar- 
rée , on  les  formera  comme  dans  la  quatrième  méthode  ; 
«lies  font  inutiles  pour  tirer  les  racines  des  quarrés  impar- 
faits. Voici  la  maniéré  de  les  former  pour  trouver  les  valeurs 
approchées  des  racines  troiliémes  des  troifiémes  puiffances  im- 
parfaites , dont  l’équation  indéterminée  eft  — D 3 EEx 
-v  $Exx  -h  x}  = = 0.  Il  faut  faire  une  équation  des  trois 
premiers  termes,  & l’on  aura  — D -+*  3 EEx  $Exx  = o,ou 

bien  xx ■+■  Ex  = j|-,  doit  Ton  tire  x = — — 

C’e fl  la  formule  par  où  il  faut  commencer  pour  trouver 
chaque  partie  de  la  racine  qu’on  cherche , la  première  par  * 
tic  étant  fuppofcc  connue  : Et  pour  rendre  cette  partie  de 
la  racine  encore  plus  approchante  > on  fuppofera  cette  pre- 
mière valeur  de  chaque  partie  = t»,  & enfuite  on  con- 
fiderera  Iequation  indéterminée  entière  — D lEEx 
«4-  3 Exx  -+■  xr  = 0 , comme  étant  du  fécond  degré  , l’or- 
donnant ainfi  lExx  -H  3 EEx  = D — x*t  ou  plutôt  xx  •+•  Ex 

= JE  ~~  JË> d’oîl r°n tirera X — — J±EE «*- 
Ce  mettant  dans  le  2'  membre  la  valeur  de  # déjà  trouvée  , 

qu’on  a fuppofée = m}  on  aura  x = — \E+*V  ^ EE —• — —• 

C’eft  la  formule  corrigée  , qui  à chaque  operation  fera  trou- 
ver une  partie  très  approchante  de  la  racine  qu’on  cherche. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  pour  découvrir  les 
parties  de  la  racine  d’une  quatrième  puiflàncc  imparfaite  , 
il  faut  commencer  , en  cherchant  chaque  partie  , par  la 

formule  x = — ^ ^ ; & cette  partie  étant 

découverte  par  cette  formule  , on  la  fuppofera  = m , & on 
rapprochera  encore  plus  par  cette  formule  corrigée  x = 

Pour  la  cinquième  puiffance  y on  commencera  par  la  for- 
mule * = — ^ + ^77^  + & aPrés  avoir  trouvé 

la  valeur  de  la  partie  qu’on  cherche  par  cette  formule  , on 
la  fuppofera  m , & on  fe  fervira  enfuite  de  la  formule 

-conigee  x = — h-  ✓ttE£  * IÏË  -~  ><> i*  • 

Il  eft  facile  de  trouver  les  formules  pour  l’approximation 
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des  racines  des  puiflances  numériques  imparfaites  plus  élevées , 
û 1‘  on  en  a befoin  . 

Pour  fe  fervir  de  ces  formules  dans  l’approximation  des 
racines  des  puiflances  imparfaites , par  exemple  pour  appro- 
cher de  la  racine  cubique  de  1 2 = 8 ■+•  4 : i°.  on  fubflituera 
dans  la  formule  par  où  il  faut  commencer  , la  première  par- 
tie de  la  racine  qui  eft  2,  à la  place  de  £,  & 4 à la  place 
de  D , & l’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine  qu’on 
cherche  . Pour  l’approcher  davantage  , on  la  fuppofera  cette 
fcconde  partie , reprefentée  par  m , & on  la  fubflituera  avec 
les  précédentes  valeurs  de  £ & de  D dans  la  formule  corri- 
gée , & l’on  aura  la  fécondé  partie  de  la  racine  très  ap- 
prochée . 

Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  racine  , on  cherche- 
ra la  fécondé  valeur  de  D,  comme  aux  articles  168,  169;  on 
fubflituera  cette  valeur  de  D à fa  place  dans  la  formule  par  où 
il  faut  commencer , & la  fomme  des  deux  parties  de  la  racine 
déjà  découvertes , à la  place  de  E ; & on  aura  la  troifiéme 
partie  de  la  racine  . Pour  la  corriger  , ce  fi  à dire  pour  la  ren- 
dre plus  approchante  , on  la  regardera  comme  reprefentée  par 
tn  y & on  la  fubflituera  avec  les  valeurs  precedentes  de  D & 
de  £ dans  la  formule  corrigée  ; & l’on  aura  la  troifiéme  par- 
tie de  la  racine  très  approchante  . On  réitérera  l'operation 
tant  qu’on  voudra  : mais  le  calcul  en  étant  plus  pénible  que 
celui  qu’il  faut  employer  dans  l’ufuge  des  premières  formules, 
on  peur  fe  contenter  de  ces  premières  formules;  & il  fuffit  ici 
d’avoir  fait  concevoir  clairement  la  formation  & l’ufage  des 
unes  & des  autres . 


SECTION  IV. 

Oit  l'on  enfeigne  à refondre  tontes  les  équations  numériques, 

D PROBLEME  IV. 

T1'  1 \ESOUDRE  toute  équation  numérique  de  quelque  degré 
quelle  puiffe  être , lorfqu'clle  na  qu’une  inconnue . 

(^’Est  à dire  trouver  les  racines  commenfnrables  d’une 
équation  numérique  , lorsqu’elle  en  a de  commenfura- 
bles  ; trouver  les  valeurs  approchées  des  racines  incommen- 
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fùrables  , & eo  continuer  1 approximation  à l’infini  > détermi- 
ner fi  elle  a des  racines  imaginaires  ; & fi  la  proposée  a de  ces 
racines > en  déterminer  le  nombre* 

On  jfuppofe  que  l’équation  propofée  n’a  point  de  fractions  ni 
d’incommenfurables;  que  fon  premier  terme  n’a  pas  d’autre 
coëficient  que  l’unité  ; quelle  a tous  Tes  termes , & qu’ils  ont 
alternativement  les  lignes  -♦-  & — . 

METHODE. 

"I+^i°.  Il  faut  trouver  par  Je  premier  Problème  * toutes  les 
équations  des  limites  de  l’équation  propofée  . 

2°.  La  racine  de  l’équation  linéaire  des  limites  fera  la  limi- 
te moyenne  des  deux  racines  de  l’équation  des  limites  du  fé- 
cond degré  ; zéro  & fon  plus  grand  coëficient  négatif  rendu 
pofitif  & augmenté  de  l’unité  , en  feront  les  limites  extrê- 
mes . Par  le  moyen  de  la  limite  zéro  & de  la  limite  moyen- 
ne , on  trouvera  la  première  & plus  petite  racine  de  l’équation 
des  limites  du  fécond  degré , par  les  méthodes  du  troifiéme 
Problème  fi  elle  elt  commenfurable , ou  fa  valeur  approchée 
fi  elle  elt  incommenfurable  * On  trouvera  de  même  en  fe 
fervant  de  la  limite  moyenne  & de  la  plus  grande  limite  ex- 
trême , la  fécondé  racine  de  la  même  équation , ou  fa  valeur 
approchée.  s 

Les  racines  de  l’équatîon  des  limites  du  fécondé  degré  , ou 
leurs  valeurs  approchées  , feront  prifes  pour  les  limites  moyen- 
nes des  racines  de  l’équation  des  limites  du  3*  degré  ; zéro  & 
fbn  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de  l’unité  » en  fe- 
ront les  limites  extrêmes.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces. 
limites  les.  racines  de  cette  équation  ou  leurs  valeurs  appro- 
chées , qu’on  prendra  pour  les  limites  moyennes  des  racines 
de  l'équation  des  limites  du  quatrième  degré , dont  zéro  & le 
plus  grand  ccëficient  négatif  augmenté  de  l’unité  feront  les 
limites  extrêmes  . On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  limites  les 
racines  de  cette  équation  du  quatrième  degré , ou  leurs  va- ^ 
leurs  approchées , qui  feront  les  limites  moyennes  des  racines 
de  l’équation  des  limites  du  cinquième  degré  ; zéro  & le  plus 
grand  ccëficient  négatif  de  cette  équation  du  cinquième  de- 
gré augmenté  do  l’unité , feront  les  limites  extrêmes  , & par 
k moyen  de  ces  limites  on  trouvera  les  racines  de  cette  équa- 
tion ou  leurs  valeurs  approchées*  . . . 
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' Continuant  ces  operations  jutqu’à  l’équation  propose , de 
quelque  degré  quelle  toit , on  en  trouvera  toutes  les  raci- 
nes lorfqu’elles  ibnt  commenfurables , ou  leurs  valeurs  ap- 
prochées. r 

3°.  Si  l’on  trouve  qu’une  des  limites , c’eft  à dire  une  des 
racines  d’une  équation  des  limites,  étant  fubflituée  dans 
l’équation  du  degré  immédiatement  plus  elevé  , à la  place  de 
l’inconnue  , donne  zéro;  c’eft  à dire,  fi  ces  deux  équations 
ont  une  racine  commune , il  y a des  racines  égales  dans  la  pro- 
pofée:  on  a marqué  dans  le  premier  Problème  la  maniéré  d’en 
déterminer  le  nombre. 

4**  -Lortque  la  racine  d’une  équation  des  limites  étant 
fubftituée  à la  place  de  * dans  l’équation  immédiatement  plus 
elevee  d un  degré , ne  donne  ni  zéro , ni  une  tomme  toute 
connue  qui  ait  le  ligne  -t-  ou  — que  doit  donner  cette  ra- 
cine priée  pour  limite  moyenne , il  y a des  racines  imaginai- 
res dans  la  propofée;  & comme  les  racines  imaginaires  font 
toujours  deux  à deux  , il  y en  a deux  fois  autant  que  cela  ar- 
rive de  fois. 


Application  de  Ici  méthode  aux  exemples 
Exemple! 

Pour  trouver  les  racines  de  *♦  — $0*i  1998**  - i4937*  j000 

1 - on  en  trouvera  parle  pre- 

roier  Problème  les  équations  4 3 2 1 o: 

des  limites , comme  on  les  — — 

Voit  ici;  . f 4**  — 240** 3996** — 14*37*  = 0 

x équation  \ ou  4*J  — 240**  -t-  3996*  — 14937  = 0 
dethmites.  | 32  1 o. 


=■0 


i 


1 r*’  — ■ 480**  -f»  3996*  = o 
ou  \2xx  — 480*  **3996  =0, 


a*  équation  J 
des  limites . J 


ou  bien  encore  en  divifant  chaque 
terme  par  1 a,  qui  s en  trouve  un 
divitëur  exatt  : 


xx  — 4°#  333  ç=o 

C •-  : ~ .7  2 ; X o. 

2*  équation  f 2xx  — 40#  = o 

des  limites,  ou  x — — 20  — r o» 
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2°.  On  prendra  la  racine  20  de  l’équation  linéaire  x — 10 

— o,  pour  la  limite  moyenne  des  deux  racines  de  la  fécondé 

équation  des  limites  xx  — 40X  333  = 0;  & l’on  pren- 

dra zéro  & le  plus  grand  coëficient  négatif  augmenté  de 
l’unité  pour  les  limites  extrêmes  ; & les  limites  des  racines  fe- 
ront o,  20,  41 . 

* r fC.  On  cherchera  par  la  première  méthode  du  3*  Problème , * 
la  première  & plus  petite  racine  de  xx  — 40*  -*-333=0, 
en  fe  fervant  des  limites  o & 20;  & l’on  trouvera  que  cette  ra- 
cine eft  incommenfurable , & quelle  eft  entre  1 1 qui  donne 
-*-  1 4,  & 12  qui  donne  — 3 . On  prendra  pour  la  valeur  ap- 
prochée de  cette  première  racine  n ou  12 . 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  20  & 41, que 
la  fécondé  racine  eft  incommenfurable  , & qu’elle  eft  entre  18 
qui  donne , étant  fubftituée  à la  place  de  x , la  fomme  toute 
connue  — 3,&  29  qui  donne  •+■  14.  On  prendra  pour  la  valeur 
approchée  de  cette  féconde  racine  28  ou  29. 

Ainfi  o,  12,  28,  & le  plus  grand  ccëficient  négatif  de  la 
première  équation  des  limites  4**  — 240**  3996* 

— 14937  = o,  feront  les  limites  de  cette  équation.  Pour 
avoir  ce  plus  grand  coëficient  négatif,  il  faut  divifèr  tous  les 
termes  par  le  coëficient  4 du  premier  terme , afin  d’avoir  l’é- 
quation x 1 — 6oxx  •+■  999*  — 3734  ? = °>  dont  k prem’er 
terme  n’a  pas  d’autre  coëficient  que  l’unité;  & fés  limites  fe- 
ront o,  12, 28,  3736. 

On  troùvera  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me , en  fe  fervant  des  limites  o & 12,  que  la  première  & plus 
petite  racine  eft  entre  5 qui  donne  le  figne  — , & 6 qui  donne 
le  figne  On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine 5 ou  6 . 

On  trouvera  de  même  en  fe  fervant  des  limites  1 2 & 28, 
que  la  féconde  racine  eft  entre  21  qui  donne  ■+-,  & 22  qui 
donne  — .On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  fé- 
condé racine  2 1 ou  22 . 

On  trouvera  en  fe  fervant  des  limites  28  & 3736,  que  la 
troifiéme  racine  eft  entre  34  qui  donne  — 24  & 35  qui  don- 

ne ■+■  605  * . On  prendra  pour  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine 34  eu  3 j.  • • , •• 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  propofee  font  o,  6, 21, 

34>x4938.  _ 
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On  trouvera  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me , en  fe  fervant  des  deux  limites  o & 6,  que  la  première  & 
plus  petite  racine  de  la  proposée , eft  entre  zéro  & l’unité  ; & 
fi  on  fe  fert  enfuitede  la  troifiéme  méthode,  on  trouvera  quel- 
le  eft  entre  ~ & car  ~ donne  & 7V  donne  — . 

On  trouvera  de  même  , en  fe  fervant  des  deux  limites  6 
& 21,  que  la  fécondé  racine  de  la  propoféc  eft  entre  12  qui 
donne  — , & 13  qui  donne 

On  trouvera , en  fe  fervant  des  deux  limites  21  & 34,  que 
la  troifiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  3 1 qui  donne  , 

& 3 j qui  donne  — . 

Enfin  on  trouvera  en  fe  fervant  des  deux  limites  34  & 
14938,  que  la  quatrième  & plus  grande  racine  de  la  propofée 
eft  entre  34  qui  donne  — , & 3J  qui  donne  -4-. 

Ainfi  les  quatre  racines  de  la  propofée  font  incommenfura- 
bles;  la  première  ou  plus  petite  furpaflè  , & eft  moindre 
que  tV  qui  font  fes  valeurs  approchées. 

. Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  fécondé , font  la 
moindre  12  & la  plus  grande  13 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  troifiéme  , font  la 
moindre  32  & la  plus  grande  33 . 

Les  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  quatrième,  font  la 
moindre  34  & la  plus  grande  35  . 

Si  l’on  veut  après  cela  approcher  à l’infini  de  chacune  de  ces 
racines  , il  faut  le  fervir  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme 
Problème  ; & * fi  l’on  ne  ‘craint  pas  la  longueur  du  calcul,  il  *!*• 
faut  fe  fervir  de  la  quatrième  méthode , * par  le  moyen  de  * 1 î?* 
laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs  extrême- 
ment approchées  des  racines  qu’on  cherche  , & qu’on  ne 
fçauroit  trouver  exactement  par  les  nombres  ; puifqu’elles  font 
incommeçfurables. 

Remarques  pour  la  pratique  de  ce  Problème. 

I. 

X L faut  toujours  avoir  en  vûe  le  figne  que  doit  donner  cha- 
que limite  ; Que  la  moindre  limite  & toutes  les  grandeurs 
moindres  que  la  plus  petite  racine  d’une  équation  , doivent 
donner  le  figne  du  dernier  terme  de  cette  équation . 

, Que  la  fécondé  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  fécondé  racine , mais  plus  grandes  que  la  première  , 
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doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Que  la  troifiéme  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres  que 
la  troifiéme  racine , mais  plus  grandes  que  la  fécondé  doivent 
donner  le  figne  du  dernier  terme. 

Que  la  quatrième  limite  & toutes  les  grandeurs  moindres 
que  la  quatrième  racine  , mais  plus  grandes  que  la  troifiéme , 
doivent  donner  le  figne  contraire  à celui  du  dernier  terme. 

Et  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  derniere  üc  plus  grande  limite  qui 
doit  toujours  donner  le  figne  «4-;  & toutes  les  grandeurs  qui  fur- 
pafTent  la  plus  grande  & derniere  racine  , doivent  donner  le 
même  figne  . 

Qu’entre  les  grandeurs  qui  font  moyennes  entre  les  deux 
mêmes  racines,  & qui  donnent  le  même  figne,  celles  qui  don- 
nent de  moindres  relies  que  les  autres , approchent  plus  de  la 
racine  qu’on  cherche. 

IL 


Quand  on  cherche  les  racines  d’une  équation  des  limites  , 
ou  de  la  propofée,  dont  on  a les  limites  > il  faut  toujours  com- 
•i  jtf.mencer  par  la  première  méthode  du  troifiéme  Problème, 

la  continuer  juiqu'à  ce  qu’on  ait  trouvé  les  racines  exaâes , 
lorfqu’elles  font  commenfurables;  ou,  quand  elles  font  incom- 
menfurables , jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  leurs  valeurs  appro- 
chées en  entiers,  qui  ne  different  entr elles  que  de  l'unité, 
dont  lune  foit  moindre  & l’autre  plus  grande  que  la  racine 
qu’on  cherche. 

SU  faut  enfuite  trouver  des  valeurs  en  fra&ions  qui  appro- 
chent de  plus  en  plus  à l’infini , on  fe  fervira  de  la  troifiéme 
• , . g méthode  du  trafic  me  Problème;  * & fi  l'on  veut  bien  prendre 
la  peine  du  calcul , on  fe  fervira  de  la  quatrième  méthode, 
* i f * pat  laquelle  on  trouve  à chaque  operation  des  valeurs  qui  ap- 
prochent bien  de  plus  ptés  de  la  racine  qu’on  cherche, 

III. 

Lorfque  les  racines  d’une  équation  des  limites  font  com- 
menfurables  , on  les  appellera  les  limites  exactes  , & l’on  elb 
affiné  qu’étant  fubftituées  à la  place  de  l'inconnue  dans  l’é- 
quation dont  elles  font  les  limites,  elles  donneront  les  lignes 
quelles  doivent  donner  , fans  même  en  faire  la  fubftitution, 
fi  les  racines  des  cette  équation  font  inégales  ; & que  celles 
des  limites  qui  font  égales  à quelques-unes  des  racines, 
donneront  zéro , quand  il  y a des  racines  égales;  & qu’enfio 
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celles  de  ces  fi  ml  tes  exactes  qui  ne  donneront  ni  zéro  , ni  le  fi" 
gne  qu’elles  doivent  donner , feront  connoître  qu’il  y a des  ra- 
cines imaginaires  dans  l’équation  dont  elles  font  les  limites  , 
& dans  la  propofée . 

Mais  quand  les  racines  d’une  équation  des  limites  ne  font  pas 
incommenfurables  , l’on  n’eft  pas  affiné  que  leurs  valeurs  ap- 
prochées en  nombres  entiers , qu’on  appellera  ici  les  limites  ap- 
prochées en  entiers , donnent  toujours  les  lignes  quelles  doi- 
vent donner . Comme  cependant  il  arrive  ordinairement  que 
les  limites  approchées  en  nombres  entiers , donnent  les  lignes 
que  doivent  donner  les  limites  exaftes,  pareequ’ordinaire- 
ment  les  racines  des  équations  dont  elles  font  les  limites, 
diffèrent  entr’cllcs  de  plufieurs  unités  ; quand  on  a trouvé 
oes  limites  approchées  par  la  première  méthode , il  faut  les 
fubffituer  à la  place  de  l'inconnue  dans  l’équation  dont  elles 
font  les  limites , pour  voir  fi  elles  donnent  les  fignes  qu’elles 
doivent  donner  ; & fi  l’on  trouve  qu’elles  les  donnent , il  faut 
s’en  fèrvir  pour  trouver  les  racines,  comme  l’on  a fait  dans 
l’exemple  précèdent. 

Si  les  limites  approchées  en  nombres  entiers , ne  donnent  pas 
les  fignes  des  limites  exaéVes , ce  qui  arrive  lorfque  les  racines 
de  l’équation  dont  elles  font  les  limites  , font  incommenfura- 
bles ; & ne  diffèrent  entr  elles  que  par  des  des  grandeurs  moin- 
dres que  l’unité,  il  faut  alors  continuer  l'approximation  des  li- 
mites par  la  3*  ou  4*  méthode. 

Ou  bien  il  faut  d’abord  multiplier  les  racines  de  la  propofée 
par  io,  ou  par  100,  ou  1000,  &c.  en  mettant  un  ou  plufieur» 
zéros  au  fécond  terme,  deux  fois  autant  au  troifiéme  terme, 
trois  fois  autant  au  quatrième  terme , & ainfi  de  fuite  ; & 
après  cela  les  racines  différeront  entr’elles  de  plufieurs  unités, 
& les  limites  approchées  en  nombres  entiers  qu'on  trouvera  , 
donneront  les  fignes  que  doivent  donner  les  limites  exadles , 
lorfque  les  racines  de  la  propofée  fèront  récites  & différen- 
tes entr’elles  : & fi  elles  ne  les  donnoient  pas  ce  feroit  une 
marque  qu'il  y aurait  dans  la  propofée  des  racines  égales  in- 
commenfurables , ou  des  racines  imaginaires . On  en  fera  une 
remarque  à la  fin  des  exemples . 

Mais  quand  on  a ajouté  des  zéros  au  fécond  terme  de  la 
propofée  & aux  autres  termes , il  faut  divifer  les  valeurs 
approchées  des  racines  de  la  propofée , quand  on  les  aura 
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trouvées , par  l’unité  précédée  d’autant  de  zéros  qu’on  en  a 
mis  au  fécond  terme  de  la  propofée , & ces  fractions  feront 
les  valeurs  approchées  des  racines  de  la  propofée. 

Il  faut  donc  remarquer  qu’on  trouvera  toujours  les  limites 
approchées  en  nombres  entiers  , du  moins  en  ajoutant  des 
zéros  au  fécond  terme  & aux  autres  termes  de  la  propofée  , 
lorlque  fans  cela  on  ne  peut  pas  les  trouver  en  entiers  ; ou 
des  limites  approchées  en  fraéiions  , en  continuant  l’appro- 
ximation par  la  troifiéme  ou  quatrième  méthode , lelquel- 
les  limites  donneront  les  lignes  que  doivent  donner  les  limi- 
tes exactes , lorfque  les  racines  de  l’équation  font  toutes  réel- 
les & inégales. 

Ainli  li  l’on  ne  pouvoit  pas  trouver  ces  limites,  ce  ferait 
une  marque  allurée  que  les  racines  de  la  propofée  ne  feraient 
pas  toutes  inégales , & qu’il  y en  aurait  d'égales,  mais  incom- 
jnenfurables , ou  bien  qu’il  y aurait  des  racines  imaginaires. 

1 V. 

On  peut  louvcnt  diminuer  le  calcul  de  la  méthode  de  ce 
quatrième  Problème  , en  faifant  quelques  tentatives , furtout 
en  deux  chofes. 

La  première  eft,  quand  la  plus  grande  limite,  qui  efl  le 
plus  grand  coëficient  négatif  rendu  pofitif  & augmenté  de 
l’unité  t lurpafle  confiderablement  la  limite  pénultième  , 
comme  dans  le  premier  exemple , où  la  plus  grande  limite 
14938,  furpaffe  confiderablement  la  penulciéme  limite  34» 
au  lieu  de  fc  fervir  de  la  plus  grande  limite , on  peut  foi- 
re quelques  tentatives  fur  des  grandeurs  plus  approchantes  de 
la  limite  pénultième , comme  dans  le  premier  exemple  ou 
peut  efîayer  fi  la  fubflitution  de  40  à la  place  de  l’inconnue  , 
ne  donnera  point  le  ligne  «♦*  de  la  plus  grande  limite  ; & 
comme  l’on  trouve  que  40  donne  le  figne  -4- , on  elt  alluré 
que  40-  furpafle  la  plus  grande  racine  de  la  propçfée;  <Sc  on 
le  fervira  des  limites  34  & 40  , pour  la  trouver  par  la  pre- 
mière méthode , au  lieu  des  limites  34  & 14^38-, 

La  féconde  eft,  qu’avant  de  refoudre  les  premières  & les 
plus  compofées  équations  des  limites,  c’eft  adiré  avant  d’en 
chercher  toutes  1rs  racines  , on  peut  foire  des  tentatives  , 
pour  voir  fi  les  racines  exaébes  ou  approchées  des  dernieres 
& plus  limples  équations  des  limites , ne  peuvent  point  fervir 
immédiatement  de  limites  aux  racines  de  la  propofée , en 
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fubftituant  ces  racines  des  demieres  équations  des  limites  , 
à la  place  de  l’inconnue  , immédiatement  dans  l’équation 
propofée  ; on  trouvera  le  plus  fouvent  quelles  donnent  les 
(ignés  que  doivent  donner  les  limites  des  racines  de  la  pro- 
pofée , & on  les  prendra  dans  ce  cas  pour  ces  limites  des 
racines  de  la  propofée. 

Par  exemple  , Iorfqu’on  a trouvé  que  les  racines  appro- 
chées de  l’équation  des  limites  du  fécond  degré  dans  le  pre- 
mier  exemple,  font  la  plus  petite  n ou  12  , la  plus  grande  28 
ou  29  , on  fubftituera  la  première  de  ces  racines  11  ou  12 , à 
la  place  de  l’inconnue  dans  la  propofée  ; & trouvant  une 
Comme  toute  connue  qui  a le  ligne  — , qui  eft  celui  que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propofée  , 
on  prendra  11  ou  12  pour  la  fécondé  limite,  & l’on  aura 
pour  les  deux  limites  de  la  première  & plus  petite  racine 
de  la  propofée , o & 1 2. 

On  fubftituera  de  même  28  ou  29  , & trouvant  que  28 
ou  29  donne  le  ligne  ■+»  , qui  eft  celui  que  doit  donner  la 
troiliéme  limite , on  prendra  1 1 & 28  pour  les  deux  limi- 
tes dont  il  faut  fe  fervir  jîbur  chercher  la  fécondé  racine  de 
la  propofée.  ! . . . • 

D’où  l’on  voit  que  pour  avoir  toutes  les  limites  de  la 
propofée  , il  ne  faudra  plus  chercher  que  la  grandeur  qui 
furpafle  28  , & qui  donne  le  ligne  — , c’eft  à dire  la  li- 
mite qui  furpafle  la  troiliéme  racine  de  la  propofée  , & 
qui  eft  moindre  que  la  quatrième  ; ainli  il  ne  faudra  cher- 
cher dans  l’équation  des  limites  du  troiliéme  degré  , que 
la  plus  grande  racine  feule  , dont  les  limites  font  28  & 
3736  , & le  calcul  fe  trouve  bien  abrégé  par  ces  tenta- 
tives. v ...  . 

Un  peu  de  pratique  fera  trouver  beaucoup  d’autres  abré- 
gés. • •-  • • v~" 

. Exemple  II.  . - ' 

P.  *•”- y'1  ',*«;•• 

OUR  trouver  les  racines  de  l’équation  x6  — • jxx  -*■  é 
qui  n’elt  que  du  troiliéme  degré  , par  Icfquelles  on  aura  les 
valeurs  de  * linéaire  dans  cette  équation  > x°.  il  faut  la  trans- 
former en  une  autre  équation  qui  ait  tous  fes  termes  avec 
les  figoes  alternatifs  ce  qui  fe  fera  en  fuppofant 

8 — r jry.^=  ç ; d’où  l’on  aura  km  = 8 — - \ ;•&  fubftituant 
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8 — ^ à la  place  de  x , on  aura  la  transformée  que  voici , 
qu’on  regardera  comme  la  proposée . 

a".  Il  faut  en  trouver  z1  — 24*1  -*“185^ — 461=0. 

les  équations  des  limi-  3x10. 

tes,  comme  on  les  voit  — ■ 

ici:  3tf— ■ 48U-*i8tt=o; 

divilant  par  }Z,  on  aura  la  première  équation  des  limites» 

ZZ  — i6z*-6ij=o. 
x , 1 o. 


2ZZ  — x6*=o; 

dirifant  par  *z>  on  aura  la  derniere  équation  des  limites» 

Z — 8 =0. 

3°.  Il  faut  prendre  la  racine  9 de  l'équation  linéaire  des 
limites  z — 8 = 0,  pour  la  limite  moyenne  entre  les  deux 
racines  de  la  première  équation  des  limites  » & les  trois  li- 
mites des  deux  racines  de  cette  jxemiere  équation  des  limi- 
tes feront  a,  8 , 17. 

En  cherchant  la  première , c’efl  à dire  la  plus  petite  ra- 
cine de  l’équation  ZZ  — = o » par  îc  moyen 

de  fes  deux  limites  o & 8 , on  trouve  qu’elle  furpaflè  6> 
& qu'elle  eft  moindre  que  7 . 

Pour  abréger,  on  pourra,  avant  de  chercher  la  fécondé 
racine  de  la  première  équation  des  limites , tenter  fi  la  fub- 
ftitution  de  l’une  ou  l’autre  des  limites  6 ou  7,  à la  place 
de  z dans  la  propofée  , ne  donnerait  point  le  ligne  h»  que 
doit  donner  la  fécondé  limite  des  racines  de  la  propofee,  ÔC 
en  fervir  elle- même  , en  cas  qu’elle  le  donne.  Mais  trouvant 
que  la  fubftitution  de  6 au  lieu  de  z dans  la  propofée  don- 
ne zéro , on  a par  cette  fimple  operation  * pour  la  premiè- 
re racine  de  la  propofée  x3  — içzz 

Pour  abréger  encore  le  calcul  , on  divifera  la  propofee 
^1  — 24^  &c.  par  l’équation  linéaire  z — 6 = 0,  qui 

contient  fa  première  racine;  & l’on  aura  le  quotient  ZZ  — 
^77  = 0,  qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  pro- 
pofée . 

On  pourra  enfin  , pour  abréger  , refondre  cette  équation 
qui  contient  les  deux  autres  racines  de  la  propofée  , par  la 
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méthode  qui  convient  au  fécond  degré  , & l’on  trouvera 
que  fcs  racines  font  7 & n. 

Pour  achever  la  refolution,  on  fubftituera  fucceiïivement 
les  trois  racines  6, 7 & 1 1 delà  transformée  z3 — z4^z 
dans  l'équation  8 — xx  = z,  ou  xx  = 8 — z>  qui  a fer- 
vi  à la  transformation  ; & l'.-'n  trouvera  les  trois  valeurs 
de  xx  dans  x*  — yxx  6 = 0,  qui  font  xx  = 1,  xx  = 2 , 

xx  = — 3. 

D’où  l’an  tirera  les  fix  valeurs  de  x linéaire  , dans  la  pro- 
pofée** — yxx -*-6=o,  qui  font  ^=-*-1^1  , x= — y'n 
X—+1/1 , x= — y' z ; x=-+i/  — 3 , *= — y'  — 3. 

D’où  l’on  voit  que  x a quatre  valeurs  réelles,  & deux  valeurs 
imaginaires  dans  la  propofée  x*  — jxx  6 = o > & la  pro- 
posée eft  entièrement  refolue. 

Exemple  III. 

P o D R trouver  les  valeurs  approchées  des  trois  racines  de 
1 équation  irréductible  du  3e  degré  x1  — zjoox  32400 
— o»  dont  les  deux  plus  petites  racines  font  pofitives,  & 
dont  la  plus  grande  eft  négative  & égale  à la  fomme  des 
deux  autres , puifque  le  fécond  terme  eft  évanoui  > i°.  il  faut 
la  transformer  en  une  autre  qui  ait  tous  fos  termes,  & dont 
toutes  les  racines  foient  pofitives  ; ce  qu'on  fera  en  fuppofant 
le  plus  grand  coëficicnt  négatif  rendu  pofitif  & augmenté 
de  l’unité  moins  une  nouvelle  inconnue  z > égal  à l’incon- 
nue x ; ce  qui  donnera  2701  — Z = x ; & en  fubftituant 
cette  valeur  de  x à fa  place  dans  la  propofée  , on  aura  la 
transformée  fuivante,  ?» — 8 103?? 21883503? — 1*69  7*17801  = 0 
qui  a les  conditions  321  o. 

propres  à y appliquer  — — — 

la  méthode  du  qua-  3^  i62o6^-*-n883jo3£  = o. 

triéme  Problème.  divifanc  par  32,,  l’on  a la  première 
2°.  Il  fout  trouver  équation  des  limites, 

les  équations  des  lirai-  ZZ  — 5401?  72*4501  = o. 

tes  des  racines  de  la  » 1 o. 

transformée,  comme  — — 

on  le  voit  ici  : 5403^ — °* 

La  racine  de  la  2*  divifant  par  2*,,  l’on  a la  féconde 
équation  des  limites  équation  des  limites, 

étant  z = 270 r,  les  ? — 2701  =0. 
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limites  des  racines  de  la  première  équation  des  limites  fe- 
ront o,  2701,  5403.  On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  li- 
mites, ou  fi  l’on  veut  par  la  méthode  des  équations  du  fé- 
cond degré  , que  les  racines  de  la  première  équation  des 
limites  lent  exactement  2571  & 2731. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  feront  o, 
2671  > 2731  , 1^697617802. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  deux  premières  limites  o, 
2671  , que  la  première  & plus  petite  racine  de  la  transfor- 
mée eft  entre  2656,  qui  étant  fubftituée  à la  place  de  z > 
donne  le  figne  — , & 2657  qui  donne  -4-, 

On  trouvera  par  le  moyen  de  la  fécondé  (x.  troifiéme  li- 
mite 2671,  2731,  que  la  feconde  racine  de  la  transformée 
eft  entre  2688  qui  donne  -4-  , & 268g  qui  donne  — . 

Il  eft  inutile,  comme  on  le  va  voir,  de  fe  donner  la  peine 
de  chercher  la  valeur  approchée  entre  deux  limites  qui  ne 
different  que  de  l’unité,  de  la  troifiéme  racine  de  la  tranfor- 
mée  ; comme  aufli  de  trouver  des  valeurs  plus  approchées 
de  la  première  & de  la  fécondé  racine  de  la  transformée . 

3°.  Il  faut  fubfiituer  dans  l’équation  fimple  1701  — z—xi 
qui  a fervi  à trouver  la  transformée  , à la  place  de  z > les 
valeurs  approchées  en  entiers  de  la  première  & fécondé  ra- 
cines de  la  transformée;  & l’on  trouvera  la  première  & plus 
petite  valeur  de  x dans  la  propofée  entre  1 2 , qui  y étant 
fubftituée  à la  plûce  de  x}  donne  & 13  qui  donne  . — . 

On  trouvera  de  même  la  fécondé  valeur  de  *•  dans  la 
propofée  entre  44  qui  donne  — , & 45  qui  donne  -4-. 

On  trouvera  enfuite  des  valeurs  approchées  en  fraCtions 
de  la  première  & fécondé  racines  de  la  propofée  tant  près 
qu’on  voudra , en  employant  la  troifiéme  ou  la  quatrième 
méthode  du  troifiéme  Problème. 

Et  comme  l’on  fçait  que  la  troifiéme  & plus  grande  raci- 
ne de  la  propofée  eft  égale  à la  fortune  des  deux  autres,  il  n’y 
aura  qu’à  prendre  la  fortune  des  valeurs  approchées  de  la 
première  & fécondé  racines  , & la  rendre  négative  , & ce 
fera  la  valeur  approchée  de  la  3'  racine  de  la  propofée. 

Ou  bien  fi  l’on  veut  chercher  la  troifiéme  racine  de  la 
propofée  en  particulier  , on  la  rendra  pofitive  en  changeant 
le  figne  du  quatrième  terme  de  la  propofée  , & l’on  aura 
Je1  — 27OOX  — 32400  = 0, 

On 
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On  prendra  la  fomme  des  deux  moindres  limites  en  nom- 
bres entiers  des  deux  plus  petites  racines , lefquelles  limites 
font  12  & 44 , & cette  fomme  56  fera  la  moindre  limite  de 
la  troifiéme  racine  de  la  propofée  , qui  étant  fubftituée  à la 
place  de  x , donnera  le  ligne  — . 

On  prendra  de  même  la  fomme  des  deux  plus  grandes  li- 
mites 13  & 45  des  deux  premières  racines  de  la  propofée  , 

& cette  fomme  58  fera  la  plus  grande  limite  de  la  troifiéme 
racine  de  la  propofée , qui  étant  fubftituée  donnera  . 

On  trouvera  en  employant  la  première  méthode  du  troi- 
fiéme Problème  avec  ces  deux  limites  56  & 58  , que  la  troi- 
fiéme  racine  de  la  propofée  eft  entre  37  qui  donne  — , & 58 
qui  donne  «4-  ; & en  employant  la  3*  ou  la  4*  méthode  du 
troifiéme  Problème  , on  trouvera  la  valeur  approchée  en 
fractions  tant  près  qu’on  voudra  de  la  troifiéme  racine  de 
la  propofée. 

ExEMPLEIV,  OÙ  IL  y a DES  RACINES  EGALES. 

Pour  trouver  les  racines  de  l’équation  fuivante  du  4* 
degré;  i°.  on  en  trouvera  les  équations  des  limites  comme 
on  les  voit  ici  . . . ( ** — 24x’-4«i92xx — 640* -4- 7 68  =0. 

2°.  La  racine  delà  der-  43  2 10. 

niere  équation  des  lirai-  

tes  étant  6 , les  limites  4*4 — 72*' -4-  384**  — 640* =0; 
des  racines  de  la  fecon-  divifant  par  4X,  on  aura  la  première 
deferonto,  6,  13.  équation  des  limites. 

On  trouvera  par  le  xJ — 1 8xx-^s6x — 160  = 0. 
moyen  des  limites  0,6,3  2 1 o. 

3ue  la  première  racine * 

e la  fécondé  équation  3x* — 36**  -4-g6*  =0; 

des  limites  eft  4;  & par  divifant  par  jx,  on  aura  la  fécondé 

le  moyen  des  limites  6 équation  des  limites, 

& 13,  que  la  fécondé  eft  xx — i2x-4-32=o. 

8 ; ainfi  les  limites  des  210. 

racines  de  la  première  ■ — 1 

équation  des  limites  fe-  2xx — iax  = o; 
ront  o,  4,  8,  161.  divifant  par  îx,  on  aura  la  troifiémé 

Mais  on  trouvera  en  équation  des  limites, 

cherchant  la  première  g — 9. 

racine  de  la  première 

Aaa 
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équation  des  limites  entre  o & 4,  que  4 eft  une  racine  exa&e 

Ainfi  il  y a dans  la  première  équation  des  limites  deux  raci- 
nés  égales  à 4 , & il  y a dans  la  propofée  trois  racines  éga- 
les à 4. 

Le  plus  court  eft  quand  on  trouve  ainfi  des  racines  égales 
exaCtes , de  divifer  la  propofée  par  l’équation  qui  eft  le  pro- 
duit des  trois  équations  linéaires  des  trois  racines  égales  à 4 , 
lequel  produit  eft  x 1 — nxx  48a?  — 64  = o;  & le  quo- 
tient  x ■ — 12  = 0,  contiendra  les  racines  inégales , qui  font 
ici  la  feule  x = 12. 

Si  l’on  vouloit  employer  la  méthode  de  ce  4*  Problème  à 
trouver  la  racine  inégale  de  la  propofée  , il  faudrait  trouver 
la  troifiéme  racine  de  la  première  équation  des  limites,  en  fe 
fervant  de  la  limite  8 & du  plus  grand  coëficient  négatif  aug- 
menté de  l’unité , qui  eft  1 61  pour  la  fécondé  limite  , & on 
trouverait  que  cette  racine  eft  10.  On  fe  ferviroit  enfuite  de 
cette  racine  10  pour  première  limite , & du  plus  grand  coëfi- 
cient négatif  de  la  propofée  augmenté  de  l’unité  , qui  eft  641 , 
pour  fécondé  limite;  & l’on  trouverait  par  le  moyen  de  ces 
deux  limites , que  la  quatrième  racine  de  la  propofée  eft  12. 

On  peut  remarquer  qu’on  a dit  qu’il  falloit  chercher  la  ra- 
cine inégale  de  la  première  équation  des  limites , entre  les  li- 
mites 8 & 161  , pareeque  8 furpaffe  la  racine  égale  45  mais 
fi  la  racine  égale  avoit  furpaffé  8 , il  aurait  fallu  chercher  la 
racine  inégale  entre  o & 8 . De  même  fi  la  racine  égale  eût 
furpaffé  la  limite  10,  que  la  première  équation  des  limites 
donne  pour  limite  de  la  racine  inégale  de  la  propofée  , il  au- 
rait fallu  chercher  la  racine  inégale  de  la  propofée  entre  zé- 
ro & la  limite  10. 

Exemple  V,  oit  les  racines  sont  imaginaires. 

P o U R refoudre  l’équation  x*  • — 1 ix3  68xx  — ipix  28  8 = o. 

i°.  on  trouvera  toutes  les  4 3 x 1 , °- 

équations  des  limites  , corn-  4*+ — 3 136* — 192*= o; 

me  on  les  voit  ici:  divifant  par  4V,  on  aura  la  première 

a°.  La  racine  de  la  der-  é«uanon  dcs  limices> 
riierc  équation  des  limites  x>  9****“34*  4^  °* 

étant  3 , les  limites  des  raci-  3110. 
nés  de  la  fécondé  équation  3*1  — i8*x-4»34*=o;  v~ 
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divifant  par  jr,  on  aura  la  féconde 
équation  des  limites» 

**  — 6x  •¥•  r i -j  = o. 
i i o. 


2xx — 6x=.  o> 

divifant  pana-,  on  aura  ladernicre 
équation  des  limites, 

x — a = o. 


Livre  VI. 

des  limites  feront  0,3,7. 

Mais  on  trouve  que  la 
limite  3 étant  fubftituée 
dans  la  féconde  équation 
des  limites,  à la  place  de  .*>, 
donne  le  ligne  ■+■  au  lieu 
du  ligne — quelle  devrait 
donner;  ainlî  l’on  eftalTuré 
que  les  deux  racines  de  la 
fécondé  équation  des  limites  font  imaginaires,  & que  par  con- 
lequent  il. y a deux  racines  imaginaires  dans  la  première  équa- 
tion des  limites  , «5c  dans  la  propofée. 

La  fécondé  équation  des  limites  ne  donnant  aucunes  limites 
pour  les  racines  de  la  première  équation  des  limites , on  nau- 
ra  pour  les  limites  de  la  racine  réelle  de  la  première  équation 
des  limites  , que  o & 49. 

On  trouvera  par  le  moyen  de  ces  deux  limites , que  3 eft 
la  racine  reelle  de  la  première  équation  des  limites. 

Ainfi  on  aura  pour  les  limites  des  deux  racines  de  la  propo- 
se qui  relient  à trouver , o,  3 , i^j.  ■ 

Mais  Ion  trouve , que  la  limite  3,  qui  eft  une  limite  exafle 
donne  le  ligne  +.  au  lieu  du  ligne  — qu'elle  devrait  donner  ; 
( car  la  limite  o & la  limite  1^3  donnent  chacune  le  ligne  ) 

pfopoféeV°ir  qUl  y 3 enCOrC  deuX râcincs imag‘naires  dans  la 

•La  propolee  eft  relblue , car  fçaehant  que  lés  quatre  raci- 
nes font  imaginaires  , on  eft  alTuré  que  le  Problème  exprimé 
par  cette  équation,  eft  impollible , ou  renferme  contradiction. 

Exemple  VI,  qui  appartient  a un  cas  qu’il 

FAUT  REMARQUER  PAR  RAPPORT  A CETTE  METHODE. 


Pour  relôudre  1 équation 
10.  il  faut  trouver  les  équa- 
tions des  limites , comme 
en  les  voit  ici  r 

z°.  I,a  racine  de  la  der- 
nière équation  des  limites 
étant  4 , on  aura  pour  les 
limites  des  racines  de  la 
féconde  équation  des  Iimi- 
mites,  o,  4, 


x* — 1 6 71  xx — 64*-4-i£— o. 

10. 

4** — 48*'  -4- 144** — 64^=0; 

divifant  par  4 x,  on  aura  la  premiers 
équation  des  limites, 

xJ  — l2XAr«4-3  6x — lé  = o. 

S z la: 


3* J — 2$xx  ■+■  3 6x  — o; 

Aaa  ii 
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On  trouvera  par  le  moyen  divifant  par  j.t,  en  aura  la  fcc  onde 
des  limites  o & 4 , que  la  équation  des  limites, 
première  & plus  petite  ra-  xx  — 8a?-*-i2  = o. 
cine  de  la  fécondé  équation  a 1 o. 
des  limites  eft  2.  — 

On  trouvera  de  même  2XX  8*=o; 
par  le  moyen  des  limites  4 divifant’par  ir,  on  aura  la  troifiéme 
& 9 , que  la  fécondé  racine  ou  dernicre  équation  des  limites, 

eft  6.  x — 4=0. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  première  équation  des-  li* 
mites  font  o,  2 , 6,  17. 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  o , 2 , que  la  premiè- 
re & plus  petite  racine  de  la  première  équation  des  limites  eft 
incommenfurable,  & quelle  eft  entre  zéro  & l’unité > &par 
l’approximation  de  la  t roi  fié  me  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me , quelle  eft  entre  , qui  étant  firbfticuée  à la  place  de  x 
donne  — , & ~ qui  donne  -*■ . 

On  trouvera  par  le  moyen  des  limites  2 & <?,que  la  féconde 
racine  de  la  première  équation  des  limites  eft  exactement  4. 

On  trouvera  enfin  par  le  moyen  des  limites  6 & 17 , que 
la  troifiéme  & plu,s  grande  racine  de  la  première  équation  des 
limites  eft  incommenfurable  , & qu’elle  eft  entre  7 qui  don- 
ne — , & 8 qui  donne  -v>. 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  proposée  font  o , ou. 

4»  7 ou  8,  & 65-. 

On  cherchera  donc  la  première  & plus  petite  racine  de  1» 
propofée  entre  les  limites  o & -jV  ou 

La  fécondé  entre  les  limites  tV  rr  & 4- 

La  troifiéme  entre  les  limites  4 & 7 ou  g. 

La  quatrième  entre  les  limites  7 ou  8 ÔC  65. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  fa  propofée  par 
le  moyen  des  limites  o & ou  ^ t on  ne  trouve  point  que 
la  fécondé  limite  ~ ou  -jV,  donne  le  figne  — quelle  doit 
donner . 

De  même  en  cherchant  la  fécondé  racine  entre  les  limi- 
tes  —■  ou  & 4 , on  ne  trouve  point  que  la  première  limite, 
ni  aucune  grandeur  entre  la  première  limite  & la  fécondé  4 , 
donne  le  figne  — qu’elle  doit  donner. 

On  trouvera  le  même  inconvénient  en  cherchant  la  troifié- 
•jne  & la  quatrième  racine  de  la  propofée . 
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3*.  Dans  ce  cas  il  faut  approcher  les  limites  en  fra&ions , & 
fe  fervant  de  la  troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problème , 
mettre  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  première  équa- 
tion des  limites , en  mettre  deux  fois  autant  au  troifiéme  ter- 
me qu'on  en  a mis  au  fécond  terme,  en  mettre  trois  fois  autant 
au  quatrième  terme,  & quatre  fois  autant  au  cinquième,  Ôte. 
trouver  enfuite  les  limites  approchées  de  la  première  & troifié- 
fiéme  racines  de  la  première  équation  des  limites  , de  maniéré 
que  les  deux  limites  pour  la  première  racine,  ne  diffèrent 
que  d’une  unité  , & de  même  les  deux  limites  pour  la  troifié- 
me racine,  &c. 

Il  faut  mettre  ces  limites  pour  numérateurs  , & l’unité  pré- 
cédée d’autant  de  zéros  qu’on  en  a mis  au  fécond  terme , pour 
chaque  dénominateur  -,  & enfuite  chercher  avec  ces  limites  ap- 
prochées les  racines  de  la  propofée . 

Mais  comme  en  cherchant  la  première  racine  entre  les  deux 
nouvelles  limites , qui  font  des  fractions  dont  les  dénomina- 
f teurs  font  fort  grands , on  trouve  toujours  que  la  fécondé  limi- 
te approchée  ne  donne  point  le  figne  — qu’elle  doit  donner , 
cela  porte  à conclure  que  l’on  ne  fçauroit  trouver  de  fécondé 
limite  qui  donne  le  figne  — quelle  doit  donner,  & qu’ainfi  il 
faut  ou  que  la  première  racine  de  la  première  équation 
des  limites , qui  eft  incommenfurable  , foit  égale  à la  pre- 
mière racine  de  la  propofée  s & que  fi  on  la  pouvoit  trou- 
ver examinent,  elle  donnerait  zéro,  étant  fubftituée  à la 
place  de  x dans  la  propofée  ; que  ce  n’eft  que  parcequelle 
eft  incommenfurable  qu’on  ne  peut  pas  trouver  fa  valeur 
exaéte  , qui  étant  fubftitqpe  dans  la  propofée  donne  zéro; 
& que  dans  ce  cas  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
font  égales  : Ou  bien  il  faut  que  les  deux  premières  racines 
de  la  propofée  fbient  imaginaires , pareeque  dans  ce  cas  la  fé- 
conde limite  de  la  première  racine  de  la  propofée,  quoi- 
qu’approchée  à l’infini,  ne  donnera  jamais  le  figne  quelle  de- 
vrait donner , fi  les  deux  premières  racines  de  la  propofée 
étoient  réelles  & inégales . 

Et  comme  en  cherchant  la  troifiéme  & quatrième  racinesde 
la  propofée,  la  limite  4*  qui  devrait  donner  le  figne donne 
aufli  le  figne  , quoiqu’on  l’approche  tant  qu’on  voudra , cela 
portera  de  même  à conclure  que  la  troifiéme  & la  quatrième 
xacines  de  la  propofée  font  égales  ou  imaginaires. 

A a a iij 
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4®.  Au  lieu  de  la  méthode  de  l'article  troifiéme , on  peut  (c 
fervir  de  celle-ci , qui  revient  à la  même  chofe. 

On  mettra  plufieurs  zéros  au  fécond  terme  de  la  propofée, 
plus  on  en  mettra,  & plus  on  fera  affuré  que  la  propofée 
appartient  au  cas  pour  lequel  eft  ce  fixiéme  exemple . On 
mettra  le  même  nombre  de  zéros  au  fécond  terme  de  la  pre- 
mière équation  des  limites.  On  mettra  deux  fois  autant  de  zé- 
ros au  troifiéme  terme  de  la  propofée , & de  la  première 
équation  des  limites , qu’on  en  a mis  au  fécond  terme.  On  en 
mettra  trois  fois  autant  au  quatrième  , &c.  On  en  met  dans 
notre  exemple  feulement  deux  pour  abréger  le  calcul , & l'on 
aura  les  transformées, 

x 4 — • 1600**  720000** — 64000000*-**  1600000000  = 

xl  — 1 200**  -*-  360000*  — 16000000  = o _ 

Comme  l’on  a déjà  , par  le  premier  & le  fécond  article  de 
ce  fixiéme  exemple , les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites  , qui  font  -nr  iV , la  fécondé  exacte- 
ment 4,  la  troifiéme  7 ou  8 ; on  mettra  devant  chacune  deux 
zéros , & elles  feront  les  racines  approchées  de  la  première 
équation  des  limites  de  la  transformée.  Ces  racines  approchées 
font  la  première  50  ou  60,  la  féconde  exactement  400,  la  troi- 
fiéme 700  ou  8co. 

On  cherchera,  par  la  première  méthode  du  3*  Problème* 
deux  valeurs  approchées  de  la  première  racine  de  la  transfor- 
mée de  1 équation  des  limites,  qui  ne  différent  que  de  l’unité* 

& l’on  trouvera  5j  qui  donne  — , & 54  qui  donne •+*. 

On  cherchera  de  même  deux  valeurs  approchées  de  la  troi- 
fiéme racine,  & Ton  trouvera  744  qui  donne  — , & 745  qui 
donne  -*- . 

Ainfi  les  limites  des  racines  de  la  transformée  de  l'équa- 
tion propofée,  féronto,  53  ou  54,  4O0,  744  ou  745;,  &. 
6400000t. 

Mais  en  cherchant  la  première  racine  de  Ta  transformée  de 
la  propofée,  avec  les  limites  zéro  & 53  ou  54,  on  ne  trouve 
pas  que  la  fécondé  limite  53  ou  54  donne  le  ligne  — quelle 
devroit  donner  : Comme  l’on  fuppofe  qu’on  a mis  beaucoup 
de  zéros  au  fécond  terme  des  transformées  , cela  porte  à con- 
clure que  les  deux  premières  racines  de  la  transformée  de  la 
propofée,  & par  confequenc  les  deux  premières  racines:  de  la 
propofée*  font  égales  ou  imaginaires» 
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La  même  chofe  arrivant  en  cherchant  la  troifiéme  racine, 
on  en  conclut  de  même  que  les  deux  dernieres  racines  de  la 
propofée  font  égales  ou  imaginaires. 

5°.  On  pourrait,  au  lieu  de  fe  fervir  de  la  méthode  du  3e 
article  de  cet  exemple  , c’eft  à dire  , au  lieu  de  fe  fervir  de  la 
troifiéme  méthode  du  troifiéme  Problème  , employer  la  qua- 
trième méthode  du  troifiéme  Problème , pour  trouver  les  va- 
leurs extrêmement  approchées  des  racines  de  la  première  équa- 
tion des  limites. 

Remarque!  fur  le  cai  de  ce  Jixie'me  exemple. 

O N ne  peut  pas,  dans  le  cas  de  ce  fi  xiéme  exemple , s'affil- 
ier par  cette  méthode  d'approximation  du  quatrième  Problè- 
me, fi  les  racines  de  la  propofée,  pour  lesquelles  on  ne  trouve 
pas  des  limites  approchées  qui  donnent  les  Signes  qu’elles  doi- 
vent donner,  font  des  racines  égales  & incommenfurables,  ou 
fi  elles  font  imaginaires . Il  faut  avoir  recouTs , quand  la  pro- 
pofée ne  furpafle  pas  le  quatrième  degré,  aux  marques  certai- 
nes qu’on  a données  dans  le  cinquième  Livre  , pour  diftinguer 
les  racines  qui  font  imaginaires , de  celles  qui  font  égales , dans 
le  quatrième,  troifiéme  & fécond  degré. 

On  peut  encore  fe  fervir  de  la  méthode  generale  des 
équations  qui  ont  des  racines  égales  , qu’on  a donnée  à la 
fin  du  quatrième  Livre,  c’eft  à dire,  chercher  le  plus  grand 
divifeur  commun  de  la  propofée  & de  la  première  équation 
des  limites  ; & trouvant  que  xx  — 8a?  4 = o , eft  un  di- 

vifour  qui  leur  eft  commun , on  eft  affiné  que  les  deux  racines 
de  ce  divifeur  commun  , qui  font  x = 4 -4-  2^3  , x = 4 
— 21^3  , font  communes  à la  première  équation  des  limites  & 
à la  propofée  5 & par  confequent  que  les  deux  premières  raci- 
nes de  la  propofée  font *=4 — 2^3,  #=4 — 21^3,  &les 
deux  dernieres  font  x = 4 h-  2^3 , * = 4 -H  2^3 . 

On  peut  aufii  fe  fervir  de  la  méthode  du  5*  Corollaire  du 
dixiéme  Théorème  , pour  diftinguer  dans  le  cas  de  ce  fixiénae 
exemple,  s’il  y a des  racines  égales. 
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ANALYSE  QUI  ENSEIGNE  A RESOUDRE 
les  Problèmes  qui  fc  reduifenc  à des  équations 
compofées . 

L'  I V R E VII. 

De  l'approximation  des  racines  des  équations  littérales . 

SECTION  I. 

De  l'approximation  des  racines  des  équations  littérales 
déterminées. 

PROBLEME  I. 

173.  ^7° ROUVER  les  racines  dune  équation  littérale  qu't  n'a 
qu’une  inconnue , ou  bien  les  valeurs  approchées  des  racines  r 
fit  en  continuer  l'approximation  à l'infini . 

METHODE  GENERALE  POUR  LES  e' QUATIONS 
DE  TOUS  LES  DEGRES. 

LE  S lettres  connues  des  coëficients  des  ternies  de  l’équa- 
tion , & celles  du  dernier  terme , marquant  des  gran- 
deurs connues,  il  faut  fuppofer  que  Tune  de  ces  lettres  eft 
l’unité,  ou  un  nombre  pris  à diferetion , comme  10,  ao,  30, 
ioo,  1000,  &c. 

Le  rapport  de  chaque  autre  lettre  connue  à celle  qu’on 
vient  de  fuppofer  égale  à un  nombre , étant  connu  , il  faut 
trouver  les  valeurs  en  nombres  de  toutes  les  autres  lettres 

connues 
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connues  par  rapport  à la  lettre  qu’on  a fuppofée  égale  à un 
nombre . Il  feue  fubftituer  tous  ces  nombres  égaux  aux  let- 
tres connues , à la  place  de  ces  lettres  connues , dans  l'équa- 
tion propofée , & elle  fera  changée  en  une  équation  numé- 
rique . Il  faut  trouver  par  le  quatrième  Problème  du  fixié- 
tne  Livre,  les  racines  de  cette  équation  numérique,  ou 
leurs  valeurs  approchées  tant  prés  qu’on  voudra  . Ces  ra- 
cines ou  leurs  valeurs  approchées , feront  les  racines  ou  les 
valeurs  approchées  des  racines  de  la  propofée  ; ainfi  elle  fera 
refolue . 

Exemple. 

Pou  R trouver  les  racines  ou  les  valeurs  approchées  tant 
près  qu’on  voudra  de  l’équation  x1  — laax-*-  aab^=o , il 
faut  fuppofer  fe  grandeur  marquée  par  la  lettre  connue  a , éga- 
le à un  nombre  pris  à diferetion , par  exemple  à 30,  &.  l’on 
mtr a 4 = 30. 

Le  rapport  des  grandeurs  marquées  par  a & par  b , étant 
connu  , par  exemple  fuppofant  que  f = \ , la  grandeur  mar- 
quée parafera  égale  à 36,  ainfi  £=36.  Il  feut  fubftituer 
ces  nombres  à la  place  des  lettres  aufquelles  on  les  a fuppofé 
égaux , dans  la  propofée,  & la  propofée  x'  — 3 aax  ■+•  aab 
= 0,  fera  changée  en  l'équation  numérique  x*  — 2700* 
*+*  31400  = o . 

Il  faut  chercher  par  le  quatrième  Problème  du  fixiéme 
Livre , les  racines  de  cette  équation  numérique  , ou  leurs 
valeurs  approchées , comme  on  le  voit  dans  le  troifiéme 
exemple  du  quatrième  Problème,  où  Ion  refout  cette  même 
équation  j & l’on  trouvera  que  les  valeurs  approchées  en 
entiers  de  trois  racines  de  cette  équation  , font  1 2 ou  13, 44 
ou  45,  57  ou  58. 

On  peut  continuer  l’approximation  à l'infini  de  ces  valeurs 
approchées  en  nombres  entiers  des  racines  de  la  propofée  , par 
la  troifiéme  ou  par  la  quatrième  méthode  du  troifiéme  Problè- 
me du  fixiéme  Livre. 

Si  on  veut  changer  les  valeurs  approchées  numériques  qu’on 
a découvertes , en  littérales , on  trouvera  que  12  = f a , & 
encore  1 2 = ÿ b \ ainfi  j a ou  f b , font  des  valeurs  approchées 
un  peu  moindres  que  la  première  racine. 

On  trouvera  de  même  que  45  = , & encore  43  = ~ ab\ 
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ainû  \ a ou  ai , font  des  valeurs  approchées  lin  peu  plus 
grandes  que  la  fécondé  racine . 

. Enfin  on  trouvera  que  57  = rf-  a , & encore  5 7 = ai.  b ; 
ainfi  a ou  ff  b , font  des  valeurs  approchées  un  peu  moin- 
dres  que  la  troifiénae  racine. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  concevoir  cette  première 
méthode . 

R E M A R Q_U  E. 

([]  ET  T e méthode  peut  fervir  à refoudre  par  le  feul  calcul 
de  l’Arithmétique,  tous  les  Problèmes  déterminés  de  la  Géo- 
métrie, qui  peuvent  être  exprimés  par  des  équations  où  il  n’y 
a qu’une  inconnue,  quelques  composées  quelles  publient  être, 
c eh  à dire  de  quelque  degré  que  puiflent  être  ces  équations  ; 
& cela  avec  autant  d’exaélitude  qu’on  refout  les  Problèmes 
de  la  Geometrie  pratique , de  l’Aftronomie , & des  autres  par- 
ties des  Mathématiques,  en  fefervant  des  tables  des  Sinus, 
Tangentes  & Sécantes,  ou  de  leurs  Logarithmes. 

Par  ce  moyen  on  éviterait  la  difficulté , qui  eft  fouvenf 
très  grande,  de  décrire  les  lignes  courbes  très  compoftes  qui 
fervent  à la  confiruétion  de  ces  Problèmes , & à déterminer 
les  racines  des  équations  qui  les  expriment . Car  il  eft  évident 
qu’il  n’y  a qu’à  prendre  à discrétion  une  des  lignes  données  du 
Problème , par  exemple  celle  qui  eft  reprefentée  dans  l’équa- 
tion du  Problème  par  la  lettre  connue  qui  s’y  trouve  le  plus 
de  fois  , ou  par  celle  qui  a le  plus  de  dimenftons  ; la  divilèr 
par  le  moyen  de  l’échelle  ou  du  compas  de  proportion , en 
tant  de  parties  égales  qu’on  voudra,  par  exemple  en  ico, 
iooo,  10000 , &c.  plus  le  nombre  en  fera  grand , & plus  il  y 
aura  d’exaétitude  dans  la  refolution  ; & fuppofèr  cette  lettre 
connue  égale  au  nombre  qui  exprime  fes  parties  égales  ; déter- 
miner enfuire  par  le  moyen  de  l’échelle  ou  du  compas  de  pro- 
portion , combien  chacune  des  autres  lignes  données  du  Pro- 
blème, contient  de  ces  mêmes  parties  égales  de  la  première; 
& fuppofant  les  nombres  de  ces  parties  de  chaque  ligne 
donnée,  égaux  aux  lettres  qui  reprefentent  ces  lignes  dans 
l’équation,  fubftituer  tous  ces  nombres  à la  place  de  ces  let- 
tres connues  dans  l’équation-  du  Problème  . Elle  fera  chan- 
gée par  ces  fubftitutioos  en  une  équation  numérique  qui  ex- 
prime le  Problème. 
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On  en  trouvera  toutes  les  racines  ou  leurs  valeurs  appro" 
chécs  tant  prés  qu’on  voudra  , par  le  quatrième  Problème  du 
fixiéme  Livre,  & ces  racines  ou  leurs  valeurs  extrêmement 
approchées , contiendront  le  nombre  des  parties  des  lignes  qu’on 
cherche , & le  Problème  fera  refolu  > car  il  n’y  aura  qu’à  Ce 
fe rvir  de  la  même  échelle  qui  a fervi  à divifer  les  lignes  don- 
nées du  Problème  en  parties  égales , pour  déterminer  les  lon- 
gueurs des  lignes  dont  les  racines  ou  leurs  valeurs  approchées 
marquent  le  nombre  des  parties. 

On  pourroit,  fi  l’on  vouloir , Ce  fervir  dans  la  refolution  de 
tous  les  Problèmes  d’une  même  échelle , c’eft  à dire , d’une 
même  ligne divifée  en  parties  égales,  comme  en  100,  on  en 
1000,  &c.  car  nommant  cette  ligne  e,  on  pourroit  par  le  mo- 
yen des  proportions , l’introduire  dans  tous  les  coëficients  & 
dans  le  dernier  terme,  fans  changer  leur  valeur;  par  exemple, 
en  failant  cette  proportion  pour  notre  exemple  , e.a  ::  a.  d t 
l’on  auroit  aa=-da  & mettant  de  à la  place  de  aa  dans 
x*  — iaax  aab  = o , l’on  aurait  x'  — 3 dex  •+*  bde  — o , 

qui  n’en  eft  différente  que  par  l’expreffion . 

On  donnera  une  autre  méthode  generale  pour  relbudre  ce 
Problème  danj  la  fixiéme  Seéfion , où  il  ne  faudra  point  chan- 
ger l'équation  littérale  en  une  équation  numérique. 


SECTION  IL 

De  la  refolution  des  équations  littérales  qui  os>t  d:ux  ou  plu - 
fieurs  inconnues  ; & de  la  maniéré  de  trouver  la  valeur 
approchée  à l'infini , ou  tant  prés  qu'on  voudra , de  l'une 
des  inconnues  de  ces  équations. 

Avertissement. 

I_iES  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui 
n’ont  qu’une  inconnue  , s'appellent  Problèmes  déterminés , 
parcequ’ils  n’ont  qu’un  nombre  déterminé  de  refolutions  ; 
fçavoir  , autant  que  l’expofant  de  la  plus  haute  puiflance  de 
l’inconnue  de  l’équation  qui  exprime  le  Problème , contient 
d’unités . Ainfi  les  Problèmes  déterminés , dont  les  équa- 
tions font  du  fécond  degré , ont  deux  refolutions  ; ceux 
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dont  les  équations  /bot  : du  troifiéme  degré , ont  trois  refo- 
lutions  > & ainû  des  autres  ; car  ils  ont  autant  de  refolutiona 
que  l'inconnue  a de  valeurs  dans  les  équations  qui  les  ex- 
priment . 

Les  Problèmes  qui  font  exprimés  par  des  équations  qui  ont 
deux  ou  plufieurs  inconnues , s’appellent  indéterminés,  parce- 
qu’ils  ont  un  nombre  indéterminé  de  re/olutions,  chacune  des 
inconnues  pouvant  avoir  autant  de  valeurs  que  l’autre  incon- 
nue peut  reprefenter  de  différentes  grandeurs. 

Ces  Problèmes  indéterminés  font  très  ordinaires  dans  la 
Gcometrie  compofée  , & ileff  neceffaire  de  fçavoir  refoudre 
les  équations  qui  les  expriment , c’eft  à dire , de  pouvoir  trou- 
ver la  valeur  de  chacune  des  inconnues , laquelle  valeur  ne 
contienne  que  l’autre  inconnue  avec  les  grandeurs  connues  de 
l’équation  : & comme  cette  valeur  eft  d’ordinaire  incommen- 
furable , il  eft  neceffaire  de  pouvoir  trouver  cetre  valeur  par 
approximation. 

Ces  équations  qui  ont  deux  ou  plufieurs  inconnues»  peu- 
vent quelquefois  fe  re/budre  à la  maniéré  des  équations  qui 
n’ont  qu’une  inconnue  ; & il  faut  toujours  tenter  de  les  refoudre 
de  cette  maniéré  , avant  de  les  refoudre  par  approxima- 
tion , c’eft  à dire  , fuppofànt  que  ces  équations  ont  les  deux 
inconnues  x & y avec  les  grandeurs  connues , qui  font  les  coef- 
ficients dés  termes,  & qu’on  vueillc  trouver  la  valeur  de  x, 
il  faut  ordonner  l'équation  par  rapport  à x , comme  fi  x étoit 
la  feule  inconnue , & que  j fût  connue  ; & voir  fi  l'équation 
linéaire  de  x plus  ou  moins  un  des  divifeurs  exacts  du  dernier 
terme , n eft  point  un  divifeur  exa£l  de  l’équation  : fi  cela 
fè  trouvoit , l’on  auroit  une  valeur  exaéte  de  x : fi  cela  ne  fe 
trouve  pas,  il  faut  voir  par  les  Problèmes  du  quatrième  Livre,, 
fi  l’équation  propofée  ne  peut  point  fe  réduire  en  d’autres  équa- 
tions commcnfurables  plus  fimples  irréductibles,  & trouver 
les  valeurs  approchées  de  x par  la  méthode  qu’on  va  expliquer 
dans  cette  Seétion  , ou  celle  de  la  cinquième  Seélion  fui- 
vante , dans  ces  équations  plus  fiuiples . Mais  fi  l’équation 
propofée  eft  irréductible  , il  faut  y appliquer  immédiatement 
la  méthode  qu'on  va  expliquer , ou  celle  de  la  cinquième 
Section  fiûvante,  , 
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PROBLÈME  IL 

1 7 J.  7* ROUVER  la  valeur  approchée  de  la  racine  x d'une  équa- 
tion littérale , qui  a deux  inconnues  x & y , avec  des  gran- 
deurs connues  s & en  continuer  l'approximation  à C infini , ou 
tant  qu'on  voudra.  . 

PREMIERE  METHODE. 

i°.  Jl  faut  fuppofer  la  valeur  de  x que  l’on  cherche,  rcpre- 
fentée  par  une  fuite  infinie  de  grandeurs,  précédées  chacune 
du  figne  Toutes  ces  grandeurs  qu’on  appellera  les  termes 
de  la  fuite  , doivent  contenir  chacune  deux  choies } première- 
ment, les  puiffances  de  la  fécondé  inconnue  y ou  de  quelqu’une 
des  grandeurs  connues  de  l’équation  propofée,  de  maniéré  que 
les  cxpofâns  de  ces  puiflfances  foient  en  progrelïion  arithméti- 
que , & aillent  en  augmentant!  ( cette  grandeur  fera  celle  qui 
diftingue  les  termes  de  la  fuite,  chaque  terme  étant  la  quan- 
tité où  cette  grandeur , qui  diftingue  les  termes  , eft  élevée  à 
une  puiflànce  dont  l’expofant  eft  different  de  celui  des  autres 
termes.  ) Secondement,  chaque  terme  de  la  fuite  doit  conte- 
nir une  lettre  indéterminée  pour  coêficient,  outre  la  grandeur 
qui  diflingue  les  termes:  Et  comme  l’on  a befoin  de  beaucoup 
d’indéterminées,  on  fe  fêrvira  indifféremment  des  lettres  de 
l’alphabet  qui  ne  font  pas  employées  dans  l’équation  propofée. 
On  fuppofera  donc  , par  exemple  , x = aym  -*•  by  ty* 
dy*  ey*  -t-  fyf  •+■  &c.  Les  lettres  4,  é,  c,  df  &c.  font 
des  grandeurs  indéterminées  ; il  faut  remarquer  que  af  n’eft 
que  a fans  y\  de  même  a°bb  neft  que  bb  feule}  cary*,  ou  a° 
eft  l’unité  dans  la  progreflion  y°,  y*,  &c.  ou  a°,  a\  &c. 

Il  y a des  rencontres  où  il  faudra  fuppofer  x = ay  bf 
cy>  dy*  •+•  &c.  D’autres  où  il  faudra  fuppofer  x=  ay 
lÿ  •+■  cf  ■+•  &c.  En  d’autres  on  fuppofera  x =■  ay'  -t-  by* 
cf  -4-  &c.  En  d’autres,  x = ay'-  ■+•  hy\  -+•  cy  \ ■+■  &c.  Les 
équations  particulières  qu’on  aura  à refoudre , ferviront  à dé- 
terminer les  expofans  de  la  grandeur  qui  distingue  les  termes» 
comme  on  l’enieignera  dans  la  fuite . 

a0.  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  x à toutes  les 
puiffances  aufquelles  x eft  élevée  dans  l’équation  propofée  ; 
& fubftituer  cette  valeur  de  x & fes  puiffances  à la  place  de  x 
& des  puiffances  de  x dans  la  propofée , comme  l’on  a fait 
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dans  les  transformations  , obfervant  de  bien  distinguer  les 
termes  dans  ces  fubftitutions  . Apres  ces  fubftitutions , l’é- 
quation propofée  fera  changée  en  une  équation  infinie , 
qui  aura  dans  chacun  de  fes  termes  une  des  indéterminées 
particulières  de  la  valeur  indéterminée  de  x qu’on  a fup- 
pofée  ; on  appellera  cette  nouvelle  équation  , l’équation 
changée . 

30.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  chan- 
gée , égal  à zéro  , & l’on  aura  par  cette  fuppofition  au- 
tant d’équations  particulières , qu’on  a fuppofe  d'indétermi- 
nées dans  la  valeur  de  x.  On  déterminera  de  fuite  à l’or- 
dinaire , par  le  moyen  de  ces  équations  particulières  > les 
valeurs  de  toutes  les  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

4°.  Enfin  on  fubfti  tuera  ces  valeurs  des  indéterminées  à 
la  place  de  ces  indéterminées  , dans  la  valeur  indétermi- 
née de  x qu'on  a fuppofée  , & elle  fera  changée  par  ces 
fubfiitutions  en  une  fuite  qui  eft  la  véritable  valeur  ap- 
prochée de  x que  l’on  cherchoit  . Plus  on  déterminera  de 
termes  de  la  fuite  fuppofée , & plus  on  approchera  de  la 
véritable  valeur  de  x. 

Application  de  la  méthode  aux  exemples . 
Exemple  I. 

176.  Pou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 


i°.  il  faut  fuppofer  x=  <*  •+*  (})+"  dy'*-  ey4  -h  /y1  -4-  £>* 

&C.OU  a,btc>di  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées»  l’on 
fuppofe  la  première  grandeur  indéterminée  a fans  y > à caufe 
de  — 2 qui  eft  dans  l’équation  propofée  fans  l’inconnue^  & 
qu’on  ne  pourroit  pas  employer  dans  la  refolution  fans  cette 
fuppofition. 

2".  Il  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  de  a?  à la  troi- 
fiême  puillànce  , & l’on  aura 

**  = <*’  «4»  laaby  ■+-  3 ahbyy  -4 •Vf  •+*  3 bbey* 

•4-  laacyy  -K  6abcy*  $accy*  &C- 

■4»  \aady*  6abdy * 

•+*  laaey*- 
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II  faut  fubfHtuer  enfuite  les  valeurs  de  x & de  x*  dans  la 
propose  , à la  place  de  * , x1  , comme  on  le  voit  ici  : 
f ■ — in1  = — ml 

—f  = —f 

• nnx  = -4*  nna  ■+■  nnly  *4»  nncyy  «+»  nndy' 

■»yx  = *rnay  ••rnbyy  •*‘nq/} 

■ x*  =:  *4“  •+•  3 aaby-*-  3 h-  bly* 

-4-  3 aacyy  -4-  babey1 
^•^aady} 


&c. 

+ ndy+,  ôcc. 
-4-  3 &c. 

•4-  3 <*r  rjr* 

■4-  6abdy * 


■4»  %aaey* 

& l’équation  propofée  fera  changée  en  1 équation  infinie  qu’on 
voit  ici , dans  laquelle  il  n’y  a d’inconnue  quejf.  On  a mis  les 
feuls  cinq  premiers  termes,  cela  fulfifant  pour  faire  concevoir 
la  méthode}  on  nommera  ici  & dans  toute  la  fuite  de  ce  Li- 
vre , le  premier  terme  celui  où  la  grandeur  qui  diltingue  les 
termes  , ne  fe  trouve  point  ; ou  bien  , fi  elle  fe  trouve  dans 
tous  les  termes , celui  où  elle  elt  au  moindre  degré  ; le  fécond 
terme  , celui  où  elle  eft  au  degré  immédiatement  plus  élevé 
qu’au  premier  terme } & ainfi  de  fuite . 

3°.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée , 
égal  à zéro  , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particulières 
qu’on  a fuppofé  d’indéterminées. 

La  1™,  a’  *4-  nna  — in}  = o;  La  2%  laab  -4*  nnb  — — na ; 
La  3*,  3 aac  -4-  nnc  = — 3 abb  — nbi  La  4e,  ■+■  3 aad-+-nnd= 

— 6abc — b*  — ne- 4-1}  Las*,  »»e^mlaae= — 3 bbc — lace 

— nd  — 6abd. 

La  1"  a pour  divifeur  exaél  a — n = o } & la  divifant  par 
a — n — o , on  trouvera  le  quotient  aa-*  na+*  inn  = 0, 
dont  les  deux  racines  font  imaginaires  ; ainfi  a n’a  qu'une  va- 
leur réelle  qui  eft  -4-  » } on  a donc  a ■=■  -4-  n . Par  la  a*  on 
trouve  b = — i ; par  la  3'  on  trouve  c = *4*  ^ ; par  la  4* 
on  trouve  d=-*  } par  la  5'  on  trouve  e = -4- 

4®.  II  faut  fubftitucr  ces  valeurs  de  b,  c,  &c.  à leur  place 
dans  x — a -4-  by  -4-  cyy  -4-  dy'  .4*  ey*  -4-&c.  &l’onaurax  = 

— i y—  thjy  ît&ï/  -*®  C’eft  la  va- 

leur de  x que  l’on  cherchoit , qu’on  peut  augmenter  à l’infini. 
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Le  nième  premier  exemple  d’une  autre  manière . 

*77*  S1  dans  k propofée  — zn1  ■+■  nnx  «+■  x*  = o,  la  grandeur  y 

— y1  -4-  nyx 

furpaffoit  la  grandeur  » , par  la  nature  du  Problème  exprimé 
par  cette  équation , il  fàudroit  prendre  la  grandeur  n qu’on 
fuppofe  à prefent  joindre  que^ , pour  diflinguer  les  termes  , 
afin  que  dans  les  termes  de  la  fuite , les  puilfances  de  n fe 
trouvaflênt  dans  le  numérateur , & les  puiflànces  d cy  dans  le 
dénominateur , & que  la  fuite  allât  en  diminuant  pour  ap- 
procher de  plus  en  plus  de  la  racine  qu’on  cherche.  Pour  ap- 
pliquer la  mcchode  à ce  cas , il  faut  regarder  » comme  l’on 
faifoit  dans  le  premier  cas  y , & regarder^  comme  fi  c’étoit 
une  grandeur  connue  ; & fuppolêr, 

1°,  x = a’+‘bn’+‘Cn1’+-  dn}  -t-e/j* -4-&C.  a,  b , c , dt  &C. 
font  des  grandeurs  indéterminées,  & l’on  ne  met  point  n dans 
le  premier  terme  a de  la  fuite,  pareequ’autrement  il  n’y  au* 
roit  que  la  feule  grandeur^* , qui  ne  contient  point  la  gran- 
deur/», dans  le  premier  terme  de  l’équation  changée  ; & l’on 
ne  pourroit  pas  faire  une  équation  particulière  de  ce  premier 
terme  de  l’équation  changée  , par  laquelle  on  pût  déterminer 
une  des  grandeurs  indéterminées  qu’on  a fuppofées. 

11  faut  élever  cette  valeur  indéterminée  x à la  troifléme 
puifiànce  ; & l’on  trouvera 

xs  = a}  ***  iaabn<*r  ■}abbrik’*‘l1n>  -4-  ^bben*  ■+• &C. 

■4-  3 aacn**-  6 aben  * •+*  6abdn* 

*riaadnx  «4-  3 aeen* 

-4-  laaen* 

Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  x & de  x1  à leur  place  dans 
la  propofée  , comme  on  le  voit  ici , & l’on  aura  l’équation 
changée  qui  fuit. 


o=1 


« — 2/J*  : 

-4-  nyx  : 
<+-nnx- 

^•xs 


o^ayn  ’+byn* 

•4-  an* 

■4*  aJ  laabn*tr  3 abbnx 
•4^  $aacnx 


— 2 »* 

•+*eyn'  *“dyn*  «+-&C. 
•4-&/JJ  -4-f»+  -4-&C. 

•*rb*n'  -4-  3 bbfn*  ■+■  & C. 

-4-  6abcn'  <4*  ôabdn* 

•4-  3 aadn 1 *+*  3 aeen* 


•4- laaeri * 

30  n 
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3*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  , & l’on  aura  par  cette  fuppofition  toutes  les 
équations  particulières  dont  on  a befoin  pour  déterminer  les 
valeurs  des  indéterminées. 

Par  la  1"  a’  — y1  — o , on  trouvera  a =y  s par  la  a* 

3 aabn  -4-  ayn  = o , on  aura  , en  fubftituant  la  valeur  de 
a =y  à la  place  de  a , h = — 7 ; par  la  3'  3 aac  -4-  3 abb 
•4-  a -4-  hyt  on  trouvera , en  fubftituant  les  valeurs  de  a & 

de  b , déjà  découvertes,  à leur  place,  c — fj>  en  fubfti. 

tuant  dans  la  4*  3 aad  -4-  6 abc  -4*  b1  -4-  b -4-  cy  — 2=0,  les 
valeurs  de  a , b , c , on  aura  </=•+■  -*777-»  0,1  trouvera  de 
même , en  fubftituant  les  valeurs  de  a t b , c,  d , dans  la  5* 

3 aae  -4-  % acc  •+•  6 abd  -4-  3 bbc  + c •+•  dy  = 0,  * = -4-  rrîjT 
4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  d,  t , dans  x—a 
•4-  bn  ■+■  en 1 -4-  dn*  -4-  -4*  &c.  & l’on  aura  a?  =7  — jn 

1 — — — J— -4--^r,V‘4*&c.  C’eft  la  valeur- approchée  de  x 
dans  la  propolee , quand  n eft  moindre  que  y. 

Il  eft  évident  qu’on  peut  trouver  tant  de  termes  qu’on  vou- 
dra de  cette  valeur , & l’augmenter  à l’infini . 

Démon/lration  de  la  metbode. 

x 7 8 . L A grandeur  qui  étant  fubftituéc  dans  une  équation  à la 
place  de  l’inconnue  x,  rend  tous  les  termes  de  l’équation  égaux 
<a  zéro  ; ou  , ce  qui  revient  au  même , qui  fiait  que  tous  les 
termes  fe  détruifent , eft  une  racine  de  l’équation  ; c’eft  à di- 
re , cette  grandeur  eft  la  valeur  de  l'inconnue  x.  * Or  il  eft • 3 j. 
évident  que  la  fuite  que  l’on  trouve  par  la  méthode  pour  la 
valeur  de  l’inconnue  x , étant  conçue  infinie , c’eft  à dire,  con- 
tenant tous  fes  termes  à l’infini , il  eft  , dis-je,  évident  que  cet- 
te fuite  infinie  étant  conçue  fubftituée  à la  place  de  a:  dans 
lcquation  , tous  les  termes  de  l’équation  feront  égaux  à zéro  ; 
puifque  ce  n’eft  que  par  cette  fuppofition  qu’on  trouve  la  va- 
leur déterminée  de  chaque  terme  de  cette  fuite.  Par  confe- 
quent  la  fuite  infinie  qu’on  trouve  par  cette  méthode  , eft  la 
valeur  de  l’inconnue  x de  l’équation.  Ce  qu'il  fai/oit  démontrer. 

Remarques. 

« 1 

■ . L 

*79*  Il  eft  évident  par  cette  démonftration , que  plus  on  pren- 
dra  de  termes  dans  la  fuite  que  fait  trouver  la  méthode 

Ccc 
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pour  la  valeur  de  x , & plus  cette  valeur  fera  approchée  , 
c’eft  à dire,  moins  elle  différera  de  la  véritable  valeur  de  *■, 
que  l’on  ne  peut  pas  découvrir  entière  , étant  infinie . D’oil 
l’on  voit  que  les  termes  de  cette  fuite  doivent  aller  en  dimi- 
nuant, & que  plus  i!s  iront  en  diminuant,  & moins  il  fau- 
dra de  termes  pour  la  valeur  approchée  qu'on  cherche , tous 
ceux  qu’on  négligé  ne  faifant  pas  une  grandeur  fenfible. 

Or  plus  la  grandeur  qui  diffingue  les  termes  de  la  fuite 
fera  petite,  & plus  les  termes  iront  en  diminuant  ; car  cette 
grandeur  fe  trouvant  dans  le  numérateur  de  chaque  terme  , 
& les  autres  quantités  plus  grandes  qu  elles , dans  le  déno- 
minateur, tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  feront  des 
fra étions  qui  iront  en  diminuant,  pareeque  les  puiflances  de 
ces  grandeurs  qui  vont  en  augmentant , font  que  ces  gran- 
deurs deviennent  plus  petites,  étant  des  fractions. 

C’eft  pour  cela  qu’on  a marqué  qu’il  falloit  prendre  pour 
la  grandeur  qui  diffingue  les  termes  la  fécondé  inconnue  y 
de  l’équation  propofée  , quand  elle  eft  plus  petite  que  les 
grandeurs  connues  de  cette  équation  i & que  quand  elle  eft 
plus  grande  , il  falloit  prendre  parmi  les  grandeurs  connues 
de  la  propofée  celle  qui  eft  la  plus  petite  , pour  la  grandeur 
qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu'on  cherche. 

IL 

1S0.  On  peut  même  préparer  l'équation  propofée  de  façon 
qu’on  y puiffe  prendre  une  grandeur  très  petite  par  rapport 
aux  autres , pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on 
cherche  . Cette  préparation  peut  fe  faire  de  deux  maniè- 
res : i°.  fur  les  grandeurs  connues  de  la  propofée  ; a°.  fur 
la  fécondé  inconnue. 

La  préparation  fe  fait  fur  les  grandeurs  connues  par  le 
moyen  des  proportions,  obfervant  de  faire  en  forte  que  la 
valeur  des  coëficients  connus  demeure  toujours  la  même 
dans  ces  changement,  & qu’il  n’y  ait  que  changement  d’ex- 
preflion,  & non  pas  changement  de  valeur.  Par  exemple  on 
pourra  fuppofer  pq  = nn , en  prenant  la  grandeur  p tant 
petite  qu'on  voudra , & fai/ânt  p . n y.  n.  q , ce  qui  donnera 
pq  = nn;  & mettant  cette  valeur  de  nn  dans  la  propofée, 
elle  fera  changée  en  — 2 npq  -*■  pqx  o,  qui  ne  diffère 

, - — 7’  -+■  nyx 

de  la  propofée  que  par  l’expreffion  > & l’on  pourra  prendre 
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la  grandeur  p pour  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  fera 
la  valeur  de  x.  Ceci  fuffit  pour  indiquer  les  moyens  de  faire 
ces  fortes  des  préparations  fur  les  grandeurs  connues  de  la 
propofée,  qui  peuvent  fe  faire  deplufieurs  façons  differentes; 
parmi  lefquelles  on  choifira  les  plus  commodes  pour  le  cal- 
cul, & pour  faire  en  forte  que  les  termes  de  la  fuite  qui  eft 
la  valeur  de*,  aillent  en  diminuant  le  plus  qu’il  fera  poffible. 

La  préparation  fur  la  fécondé  inconnue  y , fe  fait  par  le 
moyen  des  transformations  s par  exemple  , on  peut  fuppofer 
dans  la  propofée  du  premier  exemple  j = ? , ou  telle  au- 
tre transformation  de  y qu’on  jugera  la  plus  propre  pour  ren- 
dre y moindre  que  les  grandeurs  connues  ; & fubftituer  la 
valeur  d ey  prife  dans  l’équation  j=Z,  ou  telleautre  qu’on 
jugera  plus  propre,  dans  la  propofée  à la  place  dey;  enfui- 
te  on  prendra  l’inconnue  nouvelle ç pour  dillinguer  Iesterme9 
de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x ; & quand  on  aura  trouvé 
cette  fuite,  on  fubftiruera  dans  tous  les  termes  à la  place  de 
l’inconnue  ç , la  valeur  de  £ prife  dans  l’équation  qui  a fer- 
Vi  à faire  la  transformation  . On  peut  aufli  diminuer  les  di- 
menflons  dey,  par  exemple  s’il  y avoit  ^ au  lieu  de  nyx  , 
on  pourrait  fuppofer  y1  = &c.  Par  le  moyen  de  ces 

préparations,  on  peut  trouver  plufieurs  différentes  fuites  pour 
la  valeur  de  x , & choifir  celle  qui  eft  la  plus  commode  pour 
la  réfolution  du  Problème;  comme  aufli  celle  dont  les  ter- 
mes vont  le  plus  en  diminuant , & dont  par  confequent  il 
faut  moins  de  termes  pour  avoir  une  valeur  très  approchan- 
te de  la  véritable. 

» 

III. 

181.^  Quand  I'equation  qui  fait  trouver  le  premier  terme  de  fa 
fuite  eft  compofee , & contient  plufieurs  racines  poütives  & 
reelles  , on  peut  trouver  autant  de  valeurs  de  x , que  cette 
équation  contient  de  racines  pofitives  » & l'on  peut  cher- 
cher celle  de  ces  valeurs  de  x qu’on  voudra , ou  qu’on  juge-  ' 

ra  la  plus  propre  à refoudre  le  Problème;  ou  bien  on  pourra 
les  chercher  toutes , & l’on  aura  le  même  nombre  de  réfo- 
lutions  du  Problème . Si  cette  équation  compofee  qui  n’a 
qu  une  inconnue  , n’avoit  aucune  racine  commenfurable  ^ 
bn  trouverait  les  valeurs  approchées  de  fes  racines  incommen- 
furables  par  le  premier  Problème,  * ou  par  le  Problème 

Ccc  ij 
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de  la  derniere  Section  de  ce  Livre , & ces  valeurs  approchées 
(croient  prifes  pour  les  premiers  termes  des  fuites  qu’on 
cherche . 

Comme  cette  méthode  eft  de  grand  ulâge  dans  la  Géomé- 
trie compofée,  on  va  l’appliquer  à beaucoup  d’exemples , & 
quand  on  l’aura  ainfi  rendue  familière,  on  donnera  la  métho- 
de de  diltinguer  les  expofans  des  puiffances  de  la  grandeur  qui 
doit  diltinguer  les  termes  de  la  fuite , dans  le  premier  & le 
(êcond  terme,  les  autres  en  étant  une  fuite,  puifqu’ils  doivent 
être  en  progrdïïon  arithmétique. 

IV. 

1 8 1.  Quoiqu’on  ait  dit  que  quand  la  fécondé  inconnue  y pou- 
voit  être  plus  grande  qu’une  des  grandeurs  connues  de  l’é- 
quation propofée  , il  falloit  prendre  la  grandeur  connue  la 
plus  petite  pour  diltinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  doit 
être  la  valeur  approchée  de  x , cela  n’empêche  pas  qu’on 
ne  puiffé  dire  que  dans  ce  cas  là  même  on  peut  prendre  la 
féconde  inconnue  y pour  diltinguer  les  termes  de  la  fuite 
qu’on  cherche  : mais  comme  dans  ce  cas  la  fécondé  incon- 
nue y doit  être  au  dénominateur  , ou  , ce  qui  eft  la  mê- 
me choie , les  expofans  des  puiffances  de  y dans  les  termes 
de  la  fuite,  doivent  être  négatifs,  & que  d’ordinaire  on  eft 
moins  accoutumé  au  calcul  de  ces  pui (Tances  dont  l’expo- 
font  eft  négatif,  on  a cru  qu’il  féroit  plus  commode  de  ne 
foire  faire  attention  au  Leéteur  qu’à  la  grandeur  qui  diftin* 
gue  les  termes  dont  les  puiffances  ont  des  expofans  pofttifs . 
Cependant  pour  foire  voir  que  Tun  revient  à l'autre  , on 
va  refbudre  le  même  exemple  en  prenant  la  fécondé  incon- 
nue  y pour  diltinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche  , 
qui  doit  être  la  valeur  de  x. 

T roifiéme  manière  de  refoudre  îe  premier  Exemple. 

J 8 j.  pou  R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation 
x1  •+■  nyx  — y3  = o,  lorfque  y peut  être  plus  grande  que  », 
•v*  nnx  — »’ 

en  fe  fervant  pourtant  de_y  & des  puiffances  de  ^1  pour  diffin- 
guer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche  > 

i°.  Il  fout  fuppofer  x ■=■  ay  by°  ■+■  cy~'  •+*  dy~%  -4-  ey~* 
*♦*  &c.  les  grandeurs  a}  t,  c>  &c.  font  indéterminées. 
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a*.  Il  faut  élever  cette  valeur  de  * à la  troifiéme  pui /Tance, 
& fubftituer  les  valeurs  de  x & de  x*,  dans  la  proposée  , à la 
place  de  * & de  x} , & l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit  : 
x > = a!f  ■+■  Z*fbyy  •+*  3 ab*y  ■+■  bsya  ■+■  ^b‘cy~t  «+•  &c. 

h-  34^  -H  6abcy°  •+■  6abdy~l 
■+■  3d’</y°  ■+■  34^  _I 
3a*cy-1 

k **nyx—  **nayy  nby  +*ncf  ndy~* 

•*-nnx=  nnay  •+•  u/jfy  -*1  »*.  &c. 

—y 

— 2«*  = • — 2»*/° 

30.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particu- 
lières que  donne  cette  fuppofirion  , a = 1 , b — — j « , 
c— — y nn,  </=-+-f f »J,  »+.  On  peut  dégager 

autant  d’autres  termes  , qu’on  voudra,  & continuer  l’appro- 
ximation à l’infini . 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  4,Æ,c,<f,r,  dans  x = ay 
by°  ■+■  cy~'  dy~*  ty~l  -4-  &c.  & l'on  aura  x—y 

— y ny°  — f *ny~'  ■+■  l~\  n'y~x  »*y~*  Sec.  c’eft  la  va- 
leur de  x que  l’on  cherchoit. 

- II  faut  entendre  la  même  chofê  dans  les  cas  fcmbla- 
bles , où  l’on  fe  fervira  dans  la  fuite  de  cette  troifiéme 
maniéré. 

Exemple  II. 

T ROUVER  par  cette  méthode  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  racine  quarrée  de  la  grandeur  rr  — xx , c’eft  à dire , trou- 
. . ^ 
ver  la  fuite  égale  à / rr— xx=  rr  — xx*. 

_ f 

Il  faut  fuppofer  £=  rr  — xx  r,  par  confcquent  — rr 
xx  t & •*"  xx  — rr  ^ o. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  l’inconnue  x.  dans  cette  équation  , par  les  puiftàn- 
ces  de  x.  Pour  la  trouver , 

l°.  Il  faut  fuppofer  % — 4 -f*  bxx  ■+•  ex*  -t-  dof  -4-  c *• 
**fx"  Sec.  a,b,c,  d,  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées. 
i\  Quarrant  chaque  membre  on  aura 
KX  ûa  iabxx  bbx*  ■+■  ladx * « 

•^•lacx*’**  2 bcx* 

Ce  c iij 
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Subftituant  cette  valeur  de  XZ  dans  l'équation  J&-4-  xx — rr 

o,  on  trouvera  l’équation  changée  fuivante, 

P ^ =;  aa  zaixx  «♦*  bbx * ■+■  » 

__  I ZaCx*  ibex* 

Q xx  = ■+•  X* 

^ — rr  — — rr 

11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations,  particulières! 
qu  on  en  a belbin  pour  déterminer  les  ccéficients  indéterminés? 
a,  b,  c,  &c. 

3°.  Par  la  première  aa=-rr  on  aura  a — r > par  la- 
féconde  zab  = — i,  en  fubftituant  la  valeur  de  a à fa  place 
dans  2 ab,  on  trouvera  b = =L  „ En.  fubftituant  les  valeurs 
de  a & de  b dans  la  troifiéme  zac  = — bb  x on  trouvera 
c = - ~~p  . En  fubftituant  les  valeurs  de  a,  b,  c,  dans  la  qua«* 
triéme  z ad.  = — zbc , on  trouvera  d = -=^~ . 

4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,byc,d,  à la  place- 
de  a,  bf  c,  d}  dans  z = a-4-  bxx  ex*  •+•  dx*  &c.  & l’on 


aura  % = V rr  — xx  — rr  — xx  1 = r — xx  — -£r  ** 

— -^T*‘  &c.  C’eft  la  fuite  que  l’on  cherchoic  qui  exprime  la 
racine  quarrée  de  rr  — on  peut  en.  trouver  autant  de  ter- 
mes  qu’on  voudra  - 

On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  racine  3*,  4*,  &e.  de 
là  fommeou  de  la  différence  de  deux  grandeurs.. 

Mais  il  faut  remarquer  que  fi  I on  cherche  la  racine  quarrée* 
ou  3*,  ou  4%  &c.  de  rr  xx  y il  faut  prendrecelle  des  deux 
grandeurs  r ou  x qui  ell  la  plus  petite  , pour  en  faire  la  gran- 
deur qui  doit  diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qu’on  cherche* 
quieft  la  valeur  de  ccd  adiré,  la  racine  de  la  grandeur 
complexe  propoféc. 

Exemple:  1 1 L 


8 y.  R ou  VE  K la  racine  quarrée  dune  fuite  infinie  a *4-  b je 
iyy  •+.-  dy}  ey*  -4-  fy'  &c.  c’eft  à dire , trouver  une 

fuite  infinie  qui  fbit  la  valeur  de^  a-^by  «*• cyy  «*■  dy,+m  ey * &c. 

= *+~by  ->r  iyy  dy*  -v-  ey* &c„  * * 

Il  faut  fuppofer  x = a «*■  by  ■+■  cyyw*m  dy]  ■+•  ey*  &c- 
Par  confequent  xx  = a ■+■  by  ■+*  cyy  ■+■  dy1  eÿ*  &c._ 
&.  0 = — xx +•  a fy  cyy*  dy*  ey*  &c. 
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La  queftion  Ce  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  exprime 
la  valeur  de  x dans  cette  équation  , dont  les  termes  foient  di- 
ftingués  par  les  puiflances  de  y . Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x=g-+‘by-+-iyy  ky>  •^•!y*^rpy'  &c 
les  grandeurs  g,  b , i,  &c.  font  indéterminées. 

2°.  En  quarrant  chaque  membre  , on  aura 
xx=gg-*-2gby-*-hbyy  + lgly+ . 

igiyy  •+■  ihiy1  *+-2h\y* 

■■+*  iiy * 

Subfiituant  cette  valeur  de  xx  à la  place  de  xx  dans  l'équa- 
tion propofée  o = — xx  •+>  a ■*»  by  cyy  &c.  on  aura 
l’équation  changée  qui  fuit . 

—xx=—gg  — 2gby—2gtyy—2g\?  — 2gly+  - 
j — bbyy  > — 2 biy*  — ihly* 

j —"y' 

(.««t-f/i+i  tyy  8cc.  = by  -t-  cyy  -+-  dy*  h-  ey* 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  ; ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
'dont  on  a befbin  pour  déterminer  les  coëficients  indétermi- 
né» g,  b,  i,  &c. 

Par  la  première  gg  = a,  on  aura  g = a 1 = y' a . En  fub- 
ilituant  dans  la  fécondé  2 gb  = b , la  valeur  de  g , on  aura 

^ — — r-  fubftituant  dans  la  troifiéme  2 gi  =c  — bb, 

24* 

.les  valeurs  de  g & de  b > on  aura  i = — 


En  fubftituant  dans  la  quatrième  2g\. 


LJ 

valeurs  de  g , b , i , on  aura  k = — — J . — __ 

164*  44*  2a*' 

On  trouvera  de  même  les  valeurs  des  autres  coëficients;  ce- 
ci fuffit  pour  faire  concevoir  la  méthode . 

40. 11  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  g , h , i,  leur  place 
dans  l’équation  « = g •+■  by  tyy  -t-  ky'  &c.  & l’on  aura 


bb 

± 

84* 

ihi  • 
bc 


34 

1 d , les 
d 


-y  — 


bb 


2 a 


1)1 


b> 

Tl’ 

1*4* 
bt 


84* 

-£T» —J 

24*  . 44* 

. d . 


&c. 


&c. 


24* 
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C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , c’eft  à dire , cette 
fuite  eft  égale  à J a.  4-  by  4-  cyy  4-  dy>  &c. 

On  trouvera  de  la  même  manière  la  racine  3%  4* , 5*,  &c. 
de  la  même  fuite . 


Exemple  IV. 

1 8 6.  r o U v E R la  racine  quarrée  de  la  fuite  infinie  ay  -4-  byy 
4-  cf  dy*  ey ' &c.  c’eft  à dire,  trouver  la  fuite  infinie 
qui  eft  la  valeur  de  >/ ay  -+-  byy  4-  cy]  -4 - 4-  ey'  &c. 

' I 

==  ay  4-  byy  ■+■  cyJ  4-  c!y*  *4-  ey'  &c.  * 


I 

1 


Il  faut  fuppofer  x = ay*byy-*-cy'ordy+&.c.  1 Ainfi  quar. 
rant  chaque  membre,  on  aura  l'équation  xx  = ay  -4 -byy 
*rdy*  or  ey'  &c.  & o == — xx  4«  ay  4-  byy  4-  cyJ  -4-  dy*  &c. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  x dans  cette 
équation  , qui  foit  exprimée  par  une  fuite  infinie  dont  les  ter- 
mes n’ayent  que  les  puiflànces  de  .y.  Pour  la  trouver, 
i°.  Il  faut  fuppofer  x—gy+-  byy  -4-  iy*  -4-  ly*  4-  py'  & c, 
les  coëficients^,  b , i,  &c.  font  indéterminés. 

20.  En  quarrant  chaque  membre , on  aura 

xx=gygy*f  i&hy'  -4-  igiy*  -4-  2 gly'  -4-  2 gpy( 

at*hhf  •*“  ihiy' ihly*  &C. 


On 
cients 


•4*  t ty 

peut  mettre  un  des  y de  chaque  terme  parmi  les  coêfi- 
:s , afin  que  les  puiflànces  .7,  yy,  /,  y*,  & c.  fervent  à 


diftinguer  les  termes  ; & l’on  aura 

xx  —gygy  4-  2 gykyy  4-  2gyÿ  -4-  2gyly*  4-  îgypf 

aryhbf  4-  iyhiy*  4-  zyhly'  &c. 

4 -yiiy' 

Il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  xx  à la  place  de  xx  dans 
Téquation  propofee  o = — xx  4-  ay  4-  byy  4-  cy'  &c.  & 1 on 
aura  l’équation  qui  fuit, 

—xx— —gygy—  igytyy—  i&yty  — — WPf 

— ykbyi  • — îybiy* — 2 yhly'  Scc. 

— yby 5 

ar*y*tyy'¥cy'tic.—  '*‘ay  4-  byy  4-f/  4-  fy  4-  ey'  &C. 

30.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  égal  à zéro  , ce  qui 
donnera  les  équations  particulières  dont  on  a befoin  pour 

j • 1 £ _I ! 1 * L 2 Ars* 


déterminer  les  coëficients  indéterminés  g , h , i , &c. 


Par 
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» # jL  -I 

Par  la  première  gyg  = a , on  aura  g x / * = 4 » , & 

L JL  -1  JL 

5 = a » y~ * ; Et  gy  = 4 1 y * . En  fubftituant  cette  valeur 
de  gy  dans  la  2'  jgyh  = b,  on  trouvera  h = •*  -^-T-y~  » • 

24  * 

En  fnbftituant  les  valeurs  de  gy&deJ)  dans  la  3*  2gji  = c 

— ybh  , on  trouvera  i = j y ~ 7 •+•  — C—y'“  7' 

84»  247 

Subftituant  les  valeurs  de  gy , de  h & de  ; dans  la  4'  2^/  = 

...  . b*  _i  le  _£ 

— ïybt  -+*  4 , on  trouvera  / = h- j y » 3 y » 


à _* 


164'»  44* 

-h  Subftituant  les  valeurs  de  £7,  A,  »,  /,  dans 

24* 

la  cinquième  lagyp  — — 2/W — yii  e , on  trouvera  />  = 
56*  _i  3&&C  _ -i  bd  _£  rc  _ i 

— 7>  a 4 t)  * i/  * 

1284*  164*  44*  84* 

** — 2_y  *• 

24» 

4t\  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  gy,  A,  i,  /,  p,  dans 
l’équation  x = gy  -+•  byy  if  & c.  & l’on  aura  * = 

^47  *+•  byy  •+-  c/  -4-  4)*  -t-  r/  &c.  = 

\ _ i 1 i-  &’  2 <«♦ 

*/  -H  tJ -y  h-  — — 

ax4*  8x4»  16x4»  128x4* 


f «T  bc  z *hbc 

■*  — l1 1/ 

->  v I 6X4j 


Z X 4 4X4 

*/  2 hd 

...  * —y  * — — 1> 

2*4*  4 X 4* 

« 

— „ 1> 

8x4* 

~~L  y 

2X4* 

Ccft  la  racine  quarréc  de  la  fuite  47  9»  &c.  que 

Ton  cherchoit . 

Ddd 


&c. 
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On  trouvera  de  la  même  maniéré  les  racines  3e,  4*,  5*,  gti 
Sic.  de  la  même  fuite. 

Avertissement.  . » 

N peut  trouver  une  formule  generale,  par  le  moyen  de 
laquelle  on  aura  tout  d’un  coup,  par  la  fimple  fubffitution , 
les  racines  qu’on  voudra  de  la  ibmme  ou  de  la  différence  de 
deux  grandeurs;  les  racines  quon  voudra  de  la  femme  de  trois, 
de  quatre,  de  cinq  , de  fîx  grandeurs,  &c.  & enfin  les  raci- 
nes qu’on  voudra  d’une  fuite  infinie  de  grandeurs  . On  pourra 
aufïi  par  le  moyen  de  la  même  formule , élever  la  fomme  de 
deux,  trois,  quatre  grandeurs,  &c.  & une  fuite  infinie  de 
grandeurs  à une  puiflancc  quelconque;  ce  qui  abrégera  de  beau- 
coup le  calcul  de  cette  méthode  , dans  la  réfolution  des  équa- 
tions aufquelles  on  pourra  l’appliquer . 

On  fera  ici  une  digreffion  où  l’on  mettra  tous  les  principe* 
qui  fervent  à trouver  & à démontrer  cette  formule  generale, 
à caufe  de  fa  grande  utilité,  fans  rien  fuppofer  que  le  foui  cal- 
cul de  l'AIgebre. 

L1 

* SECTION  III. 

f 

£ui  contient  les  principes  qui  Jervent  à démontrer  les  fuites 
des  different  ordres , & les  ufages  de  ces  fuites  pour  trouver 
: une  formule  generale  pour  la  formation  des  puiffances , & 

pour  1' extraction  des  racines  quelconques.  : 

Définition  ' I. 

187.  L’ON  a nommé  dans  la  Seétion  précédente  une  fuite,  la 
fomme  de  tous  les  termes  qui  vont  à l’infini,  qui  eft  la  valeur 
approchée  de  la  racine  d’une  équation  ; & une  fuite  en  gene- 
ral eft  la  fomme  d’un  nombre  de  grandeurs  jointes  enfomble 
par  les  figpes  ou  — , ou  par  tous  les  deux , lequel  nombre 
de  grandeurs  va  à l’infini . Il  y a de  ces  fuites  dont  tous  les  for- 
mes ont  quelque  rapport  les  uns  aux  autres  : il  y en  a d’autres 
où  cela  ne  fe  rencontre  pas. 

. Les  fuites  que  l’on  va  expliquer  ici  -,  font  plnfieurs  fuite» 
de  la  première  forte,  & qui  de  plus  font  dépendantes  les 
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unes  des  autres  : la  première  efè  fuppo/ec  avoir  une  certaine 
propriété  qu’on  expliquera  ; la  féconde  eft  formée  par  l’addi- 
tion faite  par  ordre  des  termes  de  la  première;  la  troifiéme, 
par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  là  fécondé;  la  qua- 
trième , par  l’addition  faite  par  ordre  des  termes  de  la  troifié- 
me; & ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Comme  ces  fuites  contiennent  les  propriétés  generales  des 
fuites  des  nombres  , qu’on  appelle  de  different  ordres , fçavoir 
du  premier  ordre , du  fécond  ordre  „ du  troifiéme  ordre,  &c. 
& qu’on  fera  l’application  des  propriétés  de  ces  fuites  generales 
aux  fuites  des  nombres  de  diffcrens  ordres  ; on  peut  aufli  les 
nommer  les  fuites  des  different  ordres.  • 

, Les  fuites  generales  des  différons  ordres. 


/ 


Demandes  ou  fuppofitsons  fur  ces  fuites . 

I. 

J 88.  Les  grandeurs  reprefentées  en  general  par  les  lettres  de 
chaque  colonne  „ font  ce  qu’on  appelle  une  fuite , par  exem- 
ple  a,  b y ct  d,  f font  les  grandeurs  de  la  première  fuite  » 
I»  K font  les  grandeurs  de  la  féconde  fuite  ; & ainfi 
des  autres:  on  peut  concevoir  que  chaque  colonne  va  à l’in* 
fini . 

La  propriété  de  la  première  fuite  eft  que  la  fomme  d’au- 
tant de  termes  quon  voudra  prendre  dans  cette  fuite  depuis 
fc  premier  a compris  , eft  au  produit  du  nombre  des  termes 
oc  cette  fomme , par  le  terme  qui  fuit  immédiatement  le 

Ddd  ij 


l".  a*. 

y- 

4e.  5*-  6e.  7*. 

* 1 & 1 

m | 

v | &c.  1 1 
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dernier  terme  de  cette  même  Comme,  comme  l’unité  eft  à une 
grandeur  donnée  e , qu’on  appellera  l’expolànt  de  cette  fuite  ; 
par  exemple  a ■+•  b c ■+■  d.  i:  i.e  d’où  il  fuit  que 

a «+-&■+*  c *+•  d = 4 . 

Ainfi  la  propriété  de  cette  première  fuite  peut  au  (fi  s’expri- 
mer de  cette  maniéré  : La  Comme  d’autant  des  termes  qu’on 
voudra  depuis  le  premier  a compris,  eft  égale  au  produit  du 
terme /qui  fuit  immédiatement  le  dernier  terme  d de  cette 
Comme  , par  le  nombre  des  termes  4 de  la  même  fomme,  di- 
vifé  par  la  grandeur  déterminée  e , qui  eft  l’expofant  de  la 
première  fuite  a-^-b-^c-^d— ~>  de  même  a b e 

IL 

1 Dans  chaque  autre  fuite  , c’eft  à dire  dans  Ta  2%  la  3fc, 
la  4%  ôcc.  le  premier  terme  eft  toujours  égal  au  premier  terme 
de  la  fuite  qui  la  précédé  immédiatement  ; le  fécond  terme 
eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la  fuite  qui 
la  précédé  immédiatement;  le  troifiéme  terme  eft  égal  à la 
fomme  de  trois  premiers  termes  de  la  fuite  qui  la  précédé  ; Sc 
ainfi  de  fuite. 

Dans  la  fécondé  fuite  g = 4,  h = a •+*  b,  i = a l H-  àt 
= a b c -*»  d &e. 

Dans  la  troifiéme  m = g,p  — g -h  A,  4,  — g •*“  b i &c. 
il  en  eft  de  même  des  autres  fuites  fuivantes,  dont  il  faut  coo* 
cevoir  que  fe  nombre  en  va  à l'infini . 

Première  proportion  fur  les  fuites , qui  en  contient 
la  propriété. 

i?o.  D ANS  chaque  fuite  la  Comme  d’autant  de  termes  qu’otl 
voudra  , depuis  le  premier  compris , eft  égale  au  produit  du 
nombre  des  termes  de  cette  fomme , par  le  terme  qui  fuit  le 
dernier  terme  de  la  même  fomme  , divifé  par  une  grandeur 
donnée  qu’on  appellera  /’ expofant  de  cette  fuite  , lequel  expo- 
fânt  eft  toujours  l’expofant  e de  la  première  fuite  ; augmenté 
de  l’unité  dans  la  fécondé  fuite  , augmenté  de  deux  unité* 
dans  la.  troifiéme  , de  trois  unités  dans  la  quatrième  ; & 
ainfi  de  fuite.  : 

Soit  la  fomme  de  tant  des  termes  qu’on  voudra  de  chaque 
fuite  — s.  ; . 

\ 
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Le  nombre  des  termes  de  la  fomme  (bit  = »>  & comme 
on  n’en  prend  que  quatre  pour  fervir  d’exemple  , 4 = «• 

Le  terme  qui  fuit  le  dernier  de  la  fécondé  fuite  eft  1 , celui 
de  la  troifiéme  eft  t , de  la  quatrième  { , &c. 

Ainfi  la  propriété  de  la  fécondé  fuite  eft  s =7  x 
La  propriété  de  la  troifiéme  fuite  efti  = tx 
La  propriété  de  la  quatrième  faite  eft  s = £ x 
* Et  ainü  des  autres  fuivantes  à l’infini. 

» 

Démonflration  de  la  fécondé  fuite. 

Jl  faut 'démontrer  queg-t-AH-»-4-£=^:/  = /x  ~-t: 
Parla  i"fuppo£  d+-c-+b+a=f  * 7 =AparIa  2eftip. 
Parla i"fuppof.  c^l^a—d%H-=~—i  parla  2*fup, 
Parla  irefuppof  b^a=c  x^=Aparla  a'fup. 

Parla  i"fuppof  +-a=i  —g parla  2'fup. 

il  eft  évident  que  o = ^x^=o. 

Don c4-^  Jv-— — ^ — ~ ■+■  4— ~*r  ^ — r 

£-t-*»*-A-4-g-4-o;ou,ce  qui  eft  la  même  chofe , 

±xf+-d-<-c-+*b+-  a — :-r-  — — Jf  — = 

b g*"  o. 

Mais , i°,  puilque  par  la  fécondé  fuppofition  f^d b 

**a  = /,  l’on  aura  7 xf+d’+c  + i-fa  = 7 xi 
2°.  » étant  égale  à 4 dans  nôtre  exemple  , on  peut  difpofer 
les  produits  négatifs  — ~ — ^ de  la  maniéré 

iuivante , 

— J T — *v~ 4 — ^ =—d-c-b— a 

— C ■ — b — a 

< - • • — b — a 

- • ...  • ’*  • — a 


Ainfi  l'on  aura  par  la  fécondé  fuppofition 
— -y  ■■  —j-  — “ -7-  — —d  f b a - 

— c — - b — a - 
— b— a - 


— k 
-~i 
— b 


Donc  — — — -îf- .ïi. 

c « « « 


e 

Ddd  iii 
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Mettant  à prefent  dans  l’égalité  ~ x d «♦-£•*-  é «4-  a 
JA  — -îx- — Ji-  — = k •+**  o,  v x / à là 


place  de  *xf-*-d-*‘C-*mb-+‘a,  & ■**-  -f  à la  place 

de  — rr  v » on  aura  7 * ^ — = 4 

•+■  i 1 -t-  o;  multipliant  le  tout  par  e , & tranfpolânt , 

on  aura  ni  = e x i •*-  h.-*-  g -+•  di- 

vifant  chaque  membre  par  e ■+■  1 , on  aura  ^x/  = (^i 
•**  b g . Ce  qu'il  falloit  démontrer.. 

Dcmonflration  pour  la  troifième  fuite-.  •* 


Jl.  faut  démontrer  que  x = OT«4-p**“î«*»r  = /x  * 

Par  ladcmcwftr.  préced.  b -+-&= ,-^rr  x/ =r  parlai'  îup. 

i+b-*-g=’;=+xk=î 

h-+-g=^*i=p 

•*&='5\*b=nt 


il  efl  évident  que  Q=7trxi=a 

Donc  x l •+*  k ■4-  i-t-  b + g — ~r  — rir — rir — &r 


r.H-  ^ •♦■  p <4*  m.  - ■ 

Mais,  x°,  ,-£r  * £*•  k-*“  i+“  b *- g = £-lt  puilque t = * 
î i g par  la  fécondé  fuppofition 
x”.  l*~*f  = — é. — » — b — £= — rparla  z'fup: 

— i- — b — «?= — q 
4 • • - — é— g = — p 

—g=—m 

e *•  r ‘ t*t 

Doncenmettant^r  à la  place  de  ^ x l+‘k*mf**mb+-gr 
& _ '-'“'T-  à la  place  de  — »*-*■->»  g.  dans  l’égalité. 

r^T  x 1 -h  4-  -t-g  —■  ^ — r 

L’on  aura  ~r  — r-=4SFf  = r p » i multipliant 

le  tout  par  e -t-  1 , & tranfpolant  ^ on  aura  nt  = 

r ^ p w -+•  r x r + f ■**p  *t,'Wï  divifànt  chaque 

membre  par  e «■*-  1 1 = e *♦*  z , on  trouvera  t x ;ÿr  — r- 

-4-  y Ce  qu’il  falloit  démontrer . 

U ett  évident  que  la  même  démonft  ration  peut  s’appliquer 
par  ordre  à la  fuite  à la  5*  > 6e  * &c. 
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3 9* 

Corollaire  I. 

1 9 1 • Oh  nommera  £ l’expofant  de  chaque  fuite , c’eft:  à dire , 
on  fuppofera  que  £ reprefente  e pour  la  première  fuite  , 
t i pour  la  fécondé  , e i pour  la  troifiéme  , &c.  on 
appellera  » le  nombre  des  termes  > D le  dernier  terme  ; i le 
terme  qui  fuit  le  dernier  terme  j s la  fomme  des  termes. 

* = J x | fera  la  formule  qui  fervira  à trouver  la  fomme 
des  termes  de  chaque  fuite . Il  n y aura  qu’à  fubftituer  à la 
place  de  £ , le  terme  qui  fuit  le  dernier  terme  ; à la  place 
de  » , le  nombre  des  termes  ; & à la  place  de  £ , l’expofànt 
de  la  fuite , & l'on  aura  la  fomme  des  termes  de  la  fuite . 

Pour  avoir  une  féconde  formule  par  le  moyen  du  dernier 
terme  D de  chaque  fuite  , on  remarquera  que  le  nombre 
des  termes  qui  precedent  le  dernier  eft  » - — i , par  confe- 
quent  la  fomme  des  termes  moins  le  dernier  , fera  s — D 
= J)  x ïy-,  Ajoutant  + Dà  chaque  membre  , on  aura 
j = D x — . Ainfi  i=Dx  —e—  fera  la  formule  qui 

fervira  à trouver  la  fomme  des  termes  de  chaque  fuite , lorf 
qu’on  connoîtra  le  nombre  des  termes,  le  dernier  terme  , & 
l’expofant  de  la  fuite.  Il  n’y  aura  qu’à  les  fubftituer  à la  pla- 
ce des  lettres  qui  les  reprefentent  dans  cette  formule. 

Corollaire  II. 

1 fuppofant  que  le  dernier  terme/  de  la  première  fuite 
elt  donné  , que  le  nombre  des  termes  de  chacune  des  fuites 
eft  le  même  qui  eft  aufïi  donné  , & reprefeoté  par  n , & que 
l’expofant  de  la  première  faite  eft  e , qui  eft  auffi  donné  -,  on 
peut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  / = D x 
les  fommes  de  chaque  fuite  les  unes  après  les  autres , c’eft  à 
dire  la  valeur  de  chaque  rang  perpendiculaire  , & en  même 
temps  la  valeur  du  dernier  rang  parallèle , ou  la  fomme  éga- 
le à/-*-/-W-*-£,  &c.  La  même  méthode  fervira  à trou- 
ver tel  autre  rang  parallèle  qu’on  voudra . 

i°.  Pour  avoir  la  fomme  des  termes  de  la  première  fuite , 
il  faut  fubftituer  dans  la  formule  s = D x / à la 

place  de  D ; l’expofant  de  la  première  fuite  e , à la  place 
de  £ ; & l’on  aura  pour  la  fomme  de  la  première  fuite 
f ~ f x = i par  la  fécondé  fuppofition. 
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z°.  Pour  la  fécondé  fuite,  il  faut  fubftituer  la  fbmme  de  la 
première  fuite/  x , qui  eft  égale  au  dernier  terme  / de 
îa  féconde  fuite  par  la  féconde  fuppofition  , à la  place  de  D 
dans  la  formule  ( = Dx  «Sc  l’expofant  e i de  la  fé- 

condé fuite,  à la  place  de  E ; & l'on  aura  pour  la  fomme  de  la 
fécondé  fuite  / =/x  x — t par  la  fécondé  fuppo- 
fîtion . 

j°.  Pour  la  troifiéme  fuite,  il  faut  fubftituer  dans  la  formu- 
le / = D x , le  dernier  terme  de  la  troifiéme  fuite , 
t = fx  x à la  place  de  £>;  & l’expofant  e 2 de 
la  troifiéme  fuite , à la  place  de  E ; & l’on  aura  pour  la  fora- 
nte de  la  3e  fuite  s =f  x x ^ x = £ 

Doit  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
/ x x £ÿ  x x ' x ^ &c.  les  produits  de 
fés  termes  pris  de  fuite  , donneront  tout  à la  fois  & les  fora- 
ntes de  chaque  fuite , & les  valeurs  des  termes  du  dernier 
rang  parallèle /,  /,  t , £,  &c. 

Comme  le  nombre  des  termes  eft  reprefcnté  en  general  pat 
w,  en  fubftituant  au  lieu  de  » tel  nombre  de  termes  qu’on  vou- 
dra, & à la  place  de/ le  dernier  terme  de  la  première  fuite 
qui  répond  à ce  nombre  , l'on  aura  par  le  moyen  de  cette  fui- 
te les  fommes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque  fui- 
te,  & les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle  qu’on  voudra. 


Seconde  difpofition  des  fuites . 
Suites. 
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Livre  VII. 

T roifiéme  fuppofit'son. 

* 93'  T <ES  mêmes  fuites  peuvent  être  difpofées  comme  on  les 
voit  ici.  Le  premier  terme  de  la  troifiéme  fuite  eft  à côté 
du  fécond  terme  de  la  fécondé;  le  fécond  terme  de  la  troi- 
fiéme fuite  eft  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  fécondé,  &c. 
le  premier  terme  de  la  quatrième  fuite  eft  à côté  du  fécond 
terme  de  la  troifiéme  ; le  fécond  terme  de  la  quatrième  fuite 
eft  à côté  du  troifiéme  terme  de  la  troifiéme  fuite , &c.  & 
ainfi  des  fuites  5e,  6*,  &c. 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  & de  la  fécondé 
fuite  eft  égal  ; dans  la  troifiéme  il  eft  moindre  d'une  unité  ; 
dans  la  quatrième , il  eft  moindre  de  deux  unités  ; dans  la 
cinquième  , de  trois  unités  ; & ainfi  de  fuite. 

Nommant  n le  nombre  des  termes  de  la  première  & de 
la  féconde  fuite  , n — 1 eft  le  nombre  des  termes  de  la  troi- 
fiéme ; » 2 eft  le  nombre  des  termes  de  la  quatrième  ; 

n — 3 de  la  cinquième , &c. 

On  nommera  , comme  ci-deflus , le  dernier  terme  de  cha- 
que fuite  D ; le  terme  qui  fuit  le  dernier  £ ; l’expofant  de 
chaque  fuite  £;  & le  dernier  terme  de  la  première  fuite/, 
qu’on  fuppofe  donné , avec  fon  expofant  e. 

Seconde  proportion  fur  les fuite!,  qui  enfeigne  à trouver  les  valeurs 

des  termes  f,  1,  r,  v,  y,  z,  &c.  du  dernier  rang parallèle , 
ou  de  tel  autre  rang  parallèle  qu'on  voudra . 

>94-  On  Ce  lërvira  de  la  formule  s = Dx  — yt*  pour  trouver 
la  valeur  du  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite , & de  la  for- 
mule  / = ÎXj  pour  trouver  les  derniers  termes  de  la  v 4.' 
5' fuite,  &c. 

i°.  Pour  la  fécondé  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  n-,  le 
dernier  terme  / qu’on  cherche  , eft  égal  à la  fomme  des  ter- 
mes de  la  première  fuite.  On  aura  la  fomme  des  termes  de 
la  première  fuite,  en  fubftituant  dans  / = D x^t-s,  f à 
la  place  de  D,  & e à la  place  de  £;  ainfi  I = f x ï=i±r . 

20.  Pour  la  troifiéme  fuite,  le  nombre  des  termes  eft  » — 1; 
le  dernier  terme  r eft  égal  à la  fomme  des  termes  de  la 
fécondé  fuite  , moins  le  dernier  terme  qui  en  eft  exclu. 
Ainfi  il  faut  trouver  la  fomme  des  termes  de  la  2e  fuite  ; le 
nombre  des  termes  étant  n — 1 , le  terme  qui  fuit  le  dernier 
étant  1 = fx  — & l’expçfant  de  la  2*  fuite  étaol  e*  1. 

Eee 
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11  eft  évident  qu'il  ne  faut  pour  cela  que  fubflituer  dans 
la  formule  ; = îxf,/x  *-••**  à ja  pjace  de  î;  » — i à 
la  place  de»,  8c  e i à la  place  de£  ; & l'on  aura  r=f  x 

n — i 4»r  y n — l 

< 

3°.  Dans  la  quatrième  fuite , le  nombre  des  termes  eft 
n — 2 ; le  dernier  terme  eft  égal  à Ja  fomme  des  termes  de 
Ja  troifiéme  fuite,  moins  le  dernier  terme  r qui  en  eft  exclu, 
& qui  eft  égal  à / x H—J*‘  x -^f. 

Pour  trouver  le  dernier  terme  v égal  à la  fomme  m -*■  p 

q,  il  eft  évident  qu’il  ne  faut  que  fubflituer  dans  s = $xjf, 
f x x — à la  place  de  S ; » — 2 à Ja  place  de  » ; & 
l’expofant  e -t-  2 de  la  troifiéme  fuite,  à la  place  de  £>  & 
l’on  aura  v = fx  x==ix 

D’où  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
f x S=1±!  x^xî=ix;-J|x^,  &c.  les  produits  de  fes 
termes  pris  de  fuite  , donneront  par  ordre  les  uns  après  les 
autres,  les  valeurs  des  termes  du  dernier  rang  parallèle  de 
la  fécondé  difpofition  des  fuites/',  /,  r;  v,  y,  ç,  &c. 

Mais  n reprefentant  en  general  tel  nombre  de  termes  qu’on 
voudra,  en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  qu’on  vou- 
dra à la  place  de  n , & le  dernier  terme  de  la  première  fui- 
te qui  répond  à ce  nombre  de  termes,  à la  place  de/,  l’on 
aura  par  cette  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  paral- 
lèle qu’on  voudra. 

Application  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  des  fuites  en  general, 
aux  fuites  des  nombres  des  different  ordres. 


Nombres  des  differens  ordres. 


Unités  ou 
\K  fuite. 

1.  ordre , 
ic  fuit*. 

1e  or  ère , 1 ordre, 

3e  fuite . 4c  fuite  . 

4e  ordre, 
Refaire. 

je  ordre, 
6e  fuite  . 

6c  ordre , 
fuite. 

1 

1 

I 

1 

I 

I 

I 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

I 

3 

6 

10 

15 

2 1 

2 8 

I 

4 

10 

20 

35 

r6 

«4 

I 

5 

1 J 

35 

70 

126 

2 IO 
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Quatrième  Jtppofttion . 

1 9 j.  J_jA  première  colonne  contient  les  unités  ; ainfi  chaque  ter- 
me n’eft  que  l’unité , & la  fomme  des  termes  eft  égale  au 
nombre  d.s  termes  ; par  exemple  , la  fomme  de  cinq  unités 
eft  égale  au  nombre  des  termes  5.  Et  de  plus  , la  fomme  d’au- 
tant de  termes  , ceft  à dire  , d’autant  d’unités  qu'on  voudra , 
par  exemple  4 , qui  eft  la  fomme  de  quatre  termes , eft  au 
produit  du  nombre  des  termes  de  cette  fomme  par  le  terme 
qui  fuit  le  dernier  qui  eft  1,  lequel  produit  eft  4,  comme  l’uni- 
té eft  à l’unité  , ceft  à dire  , à une  grandeur  donnée  > ainfi  1 
eft  l’expofant  de  la  fuite  des  unités . Ou  bien , ce  qui  eft  la 
même  chofe  , la  fomme  d’autanc  de  termes  qu’on  voudra  ; 
par  exemple , la  fomme  4 de  quatre  termes  eft  égale  au  pro- 
duit du  nombre  des  termes  de  cette  fomme  , lequel  nombre 
eft  4 , par  le  terme  i qui  fuit  le  dernier , divifé  par  l’expo- 
fant  1 de  la  fuite  des  unités  , car  4 = 

Ainfi  nommant  n le  nombre  des  termes,  t leur  fomme,  l’on 
aura  s . « x 1 :r  1 . 1 * ou  bien  / = ÿ. 

Les  nombres  du  premier  ordre  font  formés  par  l’addition 
faite  de  fuite  des  unités  , & ce  font  les  nombres  naturels  ; le 
premier  1 eft  égal  au  premier  1 de  la  fuite  des  unités , le  fé- 
cond 2 eft  égal  à la  fomme  des  deux  premiers  termes  de  la 
fuite  des  unités  2 = 1 -t-  1 ; le  troifiéme  3 eft  égal  à la  fuite 
des  trois  premiers  termes  de  la  fuite  des  unités  3 = 1 1 1, 

& ainfi  de  fuite. 

• Les  nombres  du  fécond  ordre  font  formés  de  la  même  ma- 
niéré par  l’addition  faite  de  fuite  des  nombres  du  premier 
ordre . 

Les  nombres  du  troifiéme  ordre  font  formés  par  l’addition 
faite  de  fuite  des  nombres  du  fécond  ordre  ; & ainfi  des  autres 
ordres . 

Corollaire  I. 

196.  Jl  eft  évident  que  les  propriétés  qu’on  a démontrées  des  fui- 
tes en  general , conviennent  à ces  fuites  des  nombres  des  diffé- 
rons ordres..  Ainfi , i° , i’expofant  des  unités  étant  1 , l’expofânt 
du  premier  ordre  eft  1 — 1 = 2;  celui  du  fécond  eft  2 -*«  I 
= 3 ; celui  du  troifiéme  eft  3 -4-  1 = 4;  & ainfi  des  autres. 

2°.  En  nommant  le  nombre  des  termes  de  chaque  fuite  n , 

Eee  ij 
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leur  Tomme  / , le  dernier  terme  D , celui  qui  fuit  le  dernier 
terme  l’expofant  de  chaque  fuite  £,  l'on  aura  ces  deux 
formules  pour  trouver  la  fomrne  des  termes  dans  chaque  fui- 
te , t — i XJ,  t = Dx  "-=£*5. 

En  fubftituant  dans  laquelle  on  voudra  de  ces  deux  formu- 
les le  dernier  terme  1 de  la  première  fuite , ou  le  terme  1 qui 
fuit  le  dernier  , à la  place  de  î ou  de  D , & l’expo&nt  i à la 
place  de  E , l'on  aura  pour  la  fomme  de  la  fuite  des  unités , 
s = 1 x 7 =5 , qui  eft  le  dernier  terme  de  la  féconde  par  la 
quatrième  fuppofition. 

En  fubftituant  dans  la  fécondé  formule  f=Ox  — '^S , 
le  dernier  terme  du  premier  ordre  , marqué  en  general  par 
ix^,  à la  place  de  D , & l’expofant  1 du  premier  ordre  à 
la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  premier 
ordre  / = ix  jx  égale  , par  la  quatrième  fuppofition 
au  dernier  terme  15  du  fécond  ordre. 

En  fubftituant  dans  la  même  formule  j = Dx  "=—■  > le 
dernier  terme  1 x y x du  fécond  ordre  qu’on  vient  de 
trouver , à la  place  de  D , & l’expofant  3 du  fécond  ordre  à 
la  place  de  £ , on  aura  pour  la  fomme  des  termes  du  fécond 
ordre  / = 1 x f x x égale  au  dernier  terme  3 j du 
troifiéme  ordre  par  la  quatrième  fuppofition . 

En  fubftituant  de  même  dans  1 = D x , le  dernier 
terme  1 x ÿ x ~ x du  troifiéme  ordre  qu’on  vient  de 
trouver > à la  place  de  Z),  & l’expofant  4 du  troifiéme  ordre 
à la  place  de  £ , on  aura  pour  la  tomme  du  troifiéme  ordre 
r = 1 x ^ x x x ^ égale , par  la  quatrième  fup-. 
pofition , au  dernier  terme  70  du  quatrième  ordre. 

D’où  il  eft  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite, 
ix  jx  x x ^ x x , &c.  les  produits  des 
grandeurs  qui  la  compofent , pris  de  fuite  depuis  la  premiè- 
re 1 , donneront  en  même  temps  par  ordre  les  fommes  des 
fuites  , & les  termes  du  dernier  rang  parallèle . 

Et  comme  » reprefente  en  general  le  nombre  de  termes 
qu’on  voudra  > en  fubftituant  dans  cette  fuite  le  nombre  de 
termes  qu’on  voudra  à la  place  de  »,  l’on  aura  les  valeurs 
des  fommes  de  tant  de  termes  qu’on  voudra  de  chaque  fui* 
te  x & les  valeurs  des  termes  de  quel  rang  parallèle  on  vou- 
dra . 
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Seconde  difpofuion  des  nombres  des  different  ordres. 


Unités  tu 
, ,e  fuite. 

1 . ordre , 
tr  fuite. 

1'  erdre, 
? fuite  . 

3 .ordre, 
tf  fuite . 

4 e ordre, 
i' fuite. 

5-.-  ordre, 
6e [mit . 

1 

1 

O 

0 

O 

0 

I 

2 

I 

0 

O 

0 

I 

3 

3 

I 

O 

0 

1 

4 

6 

4 

I 

0 

1 

5 

10 

10 

5 

1 

,197.  Cette  difpofition  eft  la  même  que  la  féconde  difpofition  des 
fuites  generales  ; ainfl  la  troifiéme  fuppofition  & la  féconde 
propofition,  doivent  être  appliquées  à cette  féconde  difpofition. 

Corollaire  IL 

198.  J7AR  confequent  on  peut  trouver  par  le  moyen  des  for- 
mules / = £ x f , s — D y.  -~è-g,  les  valeurs  des  ter- 
mes du  dernier  rang  parallèle , ou  de  tel  autre  rang  parallè- 
le qu’on  voudra. 

i°.  Le  terme  de  chaque  rang  de  la  fuite  des  unités  étant 
toujours  j , pour  avoir  le  dernier  terme  de  la  fécondé  fuite 
ou  du  premier  ordre  , qui  eft  toujours  égal  à la  fbmme  des 
termes  de  la  première  fuite  ou  des  unités , il  faut  fubflituer 
dans  s — D x , 1 à la  place  de  D > l’expofànt  de  la 

première  fuite  1 à la  place  de  £ > & l’on  aura  pour  la  fom- 
me  des  unités , ou , ce  qui  eft  la  même  chofé , pour  la  va- 
leur du  dernier  terme  du  premier  ordre,  / = 1 x a. 

20.  Dans  le  fécond  ordre  ou  dans  la  troifiéme  fuite  , le 
nombre  des  termes  eft  moindre  d’une  unité  que  celui  de  la 
fuite  précédente , ainficeft  n — r.  Le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite  eft  égal  à la  fbmme  des-  termes  de  la  féconde 
moins  le  dernier  terme  de  la  fécondé  qui  eft  exclu  de  cette 
femme  : on  vient  de  trouver  que  le  dernier  terme  de  la 
féconde  eft  1 x \ . Ainfl  pour  avoir  le  dernier  terme  de  la 
troifiéme  fuite  il  faat  trouver  la  femme  de  la  fécondé  fuite 

Eee  iij 
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dont  on  couniût  le  nombre  des  termes  » — i , le  terme  r x a 

qui  fuit  le  dernier  terme,  & l’expofant  qui  eft  2.  II  n’y  a qu’à 

fubftituer  dans  la  formule  j = h 1 x f à la  place  de  ÿ, 

a — i à la  place  de  »,  & 2 à la  place  de  E ; & l’on  aura 

pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  la  troifiéme  fuite  1 x f 

x 

30.  Dans  le  troifiéme  ordre  on  trouvera  , par  un  fembfable 
raifonnement , que  le  dernier  terme  du  troifiéme  ordre  efi: 
égal  à la  fomme  du  fécond  ordre  moins  fon  dernier  terme 
qui  eft  1 x a x ; que  le  nombre  des  termes  efi  » — z;  & 
que  l’expofant  du  troifiéme  ordre  eft  3 . Ainfi  en  fubftituant 
dans  / = î x £ , ix^x^  à la  place  de  3",  » — 2 à la 
place  de  » , & 3 à la  place  de  E , on  trouvera  que  le  dernier 
terme  de  la  quatrième  fuite  ou  du  troifiéme  ordre  eft  1 x £ 

* “T"  A “► 

Formule  generale , qu'il  faut  bien  remarquer  pour  la  fuite  . 

*99-  D où  il  efl  évident  qu’en  continuant  à l’infini  la  fuite 
ixfx^x*f  x^x  x x if*  y &c.  les  pro- 
duits de  toutes  les  grandeurs  qui  la  compofent  pris  de  fuite 
depuis  la  première  r , donneront  par  ordre  tous  les  termes  du 
rang  parallèle  , par  exemple  du  dernier  1 , 5,  10,  10,  5,  i> 
en  fubftituant  le  nombre  des  termes  y à la  place  de  ». 

Et  comme  le  nombre  des  termes  marqué  en  general  par», 
reprefente  tel  nombre  des  termes  qu’on  voudra  , il  efi  évi- 
dent qu’en  mettant  à la  place  de  » tel  nombre  qu’on  voudra  , 
on  aura  de  fuite  les  valeurs  des  termes  de  tel  rang  parallèle 
des  fuites  qu’on  voudra  ; & que  cette  fuite  cft  une  formule 
generale  pour  les  trouver  tous . 

Avertissement. 

On  peut  concevoir  d’autres  difpofitions  des  fuites  gene- 
rales des  difierens  ordres  , & des  fuites-  des  nombres  de 
differens  ordres  , que  celle  quon  a mife  la  féconde  ; & 
même  on  peut  concevoir  d’autres  fuites  qui  naîtroient  de 
ces  fuites  par  la  multiplication  faite  par  ordre  de  chaque 
terme  d’une  fuite  par  lui-même,  ou  par  le  terme  qui  le  pré- 
cédé ou  (qui  le  fuit  immédiatement  dans  la  même  fuite , ou 
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qui  s’en  pourraient  former  de  beaucoup  d’autres  manieres,qiu 
peuvent  avoir  plusieurs  ufages  : mais  comme  l’on  n’a  beloin 
ici  que  de  ce  qu’on  a démontré  de  ces  fuites  dans  leur  pre- 
mière & dans  leur  fécondé  difpofition,  il  eil  inutile  de  pro- 
longer cette  digreflion  de  ces  autres  fuites . 

2 00.  Application  de  la  formule  generale  1 x y x ^ x x 1 x 
x ^ &c.  à la  formation  des  puifjances  de  la  fomme 
ou  de  la  differente  de  deux  grandeurs  reprefenlées  par  a-*- b, 
ou  a — b. 


Table  de  la  formation  ordinaire  des  puilTances  de  la  fomme  ou  de  la 
différence  de  deux  grandeurs  rcprefencces  par  a *+*  b,  ou  a — ! b. 


1 a 

■4*  I b 

( 

raa 

■4*  2 ab 

■+■  1 bb 

|ie  puiffance. 

la 5 

■4-  3 aab 

*4-  labb 

■4-  1 b} 

îf  puiffance. 

14* 

-+-  4 db 

•‘réaabb 

-4-  qalP 

•4-1  b*  4,  puiffance. 

iaf 

•M^a^b 

•‘rio.s'bb 

*4—i  c.iab  > 

■4“  5 etb*  j -4“  1 Jfepuiffance. 

. 11  n’y  a qu’à  mettre  pour  les  puillances  de  a — b , le  ligne  — 
devant  tous  les  termes  pairs  dans  lefquels  les  dimendons  de  b 
font  en  nombre  impair  , c’eft  à dire  devant  les  féconds,  les 
quatrièmes,  les  lixicmes  termes,  &c. 

Remarqjje. 

Z 0,1  Si  l’on  fe  rend  familière  la  formation  ordinaire  des  puiflan- 
ces  de  deux  grandeurs  a -4-  b , ou  a — b on  verra  claire- 
ment , i° , que  les  puilTances  de  a font  feules  fans  b dans  le 
premier  terme;  que  la  puiffance  de  a diminue  parordre  dans 
chaque  terme  qui  fuit  le  premier  , d’un  degré;  & que  b eft 
toujours  linéaire  dans  le  fécond  terme  , & augmenté  par  or- 
dre dans  chaque  terme  fuivant , d’un  degré. 

Ainfi  fuppofant  que  l’expofant  de  chaque  puilTance  à la- 
quelle on  peut  élever  a -4-  b ou  a — b,  eft  reprefenté  en  ge- 
neral par  n , les  produits  des  lettres  a & b dans  chaque  ter- 
me feront  par  ordre  an , d'~'bi  an~lbb}  aa~!bli  d"~*b+}  &c. 
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2°.  On  verra  clairement  que  les  nombres  qui  font  les  doêfi- 
cients  des  termes  de  chaque  puiflance,  par  exemple  i , 2 , r , 
de  la  féconde;  1,  3 , 3 , 1 , de  la  troifiéme,  1,4,  6,4,  1, 
de  la  quatrième}  1 , s , ro,  10,  5,1,  de  la  cinquième,  &c. 
font  exaétement  les  termes  de  chaque  rang  parallèle  de  la  fé- 
condé difpofirion  des  fuites  des  nombres  des  differens  ordres , 
6c  que  l’expofant  du  degré  de  chaque  puiflance , par  exemple, 
Texpofant  2 de  la  fécondé , l’expofant  3 de  la  troifiéme  , &c. 
eft  exattement  le  nombre  des  termes  qui  defigne  le  rang  paral- 
lèle qu’il  faut  prendre  pour  avoir  les  ccëficients  de  la  féconde 
puiflance,  de  la  troifiéme , de  la  quatrième,  &c. 

Corollaire. 

10t-  Pa  r confequent  n reprefentant  ce  nombre  des  termes  dans 
la  formule  ixÿx  x ^ &c.  qui  fêrt  à trouver  les  ter- 
mes de  chaque  rang  parallèle , n reprefente  aufli  le  degré  de 
la  puiflance , pui/que  le  degré  de  la  puiflance  eft  égal  au  nom- 
bre des  termes. 

Ainfî  pour  élever  a •+■  b à quelque  puiflance  que  ce  puiffe 
être,  reprefentée  en  general  par  »,  lecoëficient  du  premier 
terme  de  la  puiflance  4-*-  bn  fera  égal  à 1 > le  fécond  à 1 x £ , 
le  troifiéme  à 1 x 7 x ; le  quatrième,  ixjx”-f  x "-j1--, 
le  cinquième , 1 x f x ^=-'  x x j & ainfi  de  fuite  : ce 
qui  donne  la  formule  generale  fuivante . 

Formule  generale  pour  élever  la fomme  ou  la  différence  de  deux 

grandeuri  a b ou  z — b â une  puiffance  quelconque . 

103. 4 ■+•  b*  — I4n  •+■  r x ^au~lb  H-I  X7X  n-^-a*~'bb  ^ 1X7  X 
"-=+  x ^=3an~,bi  -4-  1 x f x x ^ x n-=1aa~*b* 
•+•  1 x 7 x x x ^ x ~+an~fb'  i & ainfi  à l’infini  ; 
Il  n’y  a qu’à  mettre  le  ligne  — devant  tous  les  termes  pairs , 
le  fécond  , le  quatrième , le  fixiéme , &c.  & l’on  aura  la  for- 
mule de  a — b" . 

On  peut  négliger  l’unité  par  où  commence  chaque  coëfi- 
cient  , l’unité  n’apportant  aucun  changement  dans  les  pro- 
duits. 

On  élevera  par  le  moyen  de  cette  formule  generale  , la 
lômme  ou  la  différence  de  deux  grandeurs  à telle  puiflance 
qu’on  voudra  , par  exemple  , à la  fécondé  puiflance  dont 

l’expofant 
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l'expofant  eft  t,  à la  troifiéme  dont  l’expofant  eft  3,  &c. 
en  fubftituant  dans  la  formule  l’expofant  de  cette  puiflance 
à la  place  de  tt , & la  première  grandeur  à la  place  de  a , & 
la  fécondé  à la  place  de  b ; & l’on  aura  la  puiflance  que  l’on 
cherche . 

104.  Quoique  la  formule  foit  infinie , elle  donne  pourtant  la  puif- 
fance  finie  de  la  fomme  ou  de  la  différence  de  deux  grandeurs» 
pareeque  tous  les  termes  infinis  de  la  formule  qui  foivent 
ceux  qui  ont  fervi  à trouver  la  puiflance  que  l’on  cherchoit , 
deviennent  égaux  à zéro , chacun  contenant  parmi  Ces  coëfi- 
cients  une  grandeur  égale  à zéro . Par  exemple  , quand  on 
élève  par  la  formule  , a *+•  b à la  troifiéme  puiflance , après 
avoir  trouvé  par  les  quatre  premiers  termes  de  la  formule , 
la  puiflance  a ’ ■+-  3 aab  -4-  3 abb  *4 - b’ , le  cinquième  terme  & 
les  autres  fuivans , contiennent  tous  parmi  leurs  coëficients  la 
grandeur  » . — 3 =0,  qui  rend  tous  ces  termes  égaux  à zé- 
ro ; puifqu’une  grandeur  étant  multipliée  par  zéro,  le  produit 
eft  zéro. 

C OROLLAIRE. 

i0^*  5 1 l’on  k ren^  familière  la  formation  des  puiflances  de  trois 
grandeurs  a+b-t-a  de  quatre  grandeurs  a b -4-  c •+•  di 
de  cinq  grandeurs,  a b c <*•  d e , & ainfl  à l’infini , on 
verra  clairement  que  dans  chaque  puiflance,  par  exemple  dans 
la  quatrième,  la  quatrième  puiflance  des  deux  premiers  ter- 
mes , qui  eft  a 4 4<j>£  •+•  ôaabb  -4-  4 ab*  »4-  b* , peut  forvir  de 

formule  particulière  pour  trouver  tous  les  termes  de  la  qua- 
trième puiflance  de  a *nb  • 4-  c , dea-^b^c^d,  de  *4-é 
*4-  c -4-  d*-  e,  &c. 

Car  après  avoir  trouvé  la  quatrième  puiflance  des  deux 
premiers  termes  a**  b y il  n’y  a qu’à  fuppofer  que  les  deux 
premiers  termes  a -4-  b font  reprefentés  par  4 , & le  troi- 
fiéme c par  b -,  & fuppofont  que  a*  dans  la  formule  particu- 
lière a*  ■+*  4 alb  -4-  6 aab  b -4-  4 abJ  -4-  b*,  reprefente  la  quatrié. 
me  puiflance  de  a -4-  b déjà  trouvée,  le  fécondé  terme  qa'b 
marquera  qu’il  faut  prendre  quatre  fois  la  troifiéme  puif- 
fonce  de  a -4-  b repreféntée  par  ai , & la  multiplier  par  c 
reprefenté  par  b ; le  troifiéme  ôaabb  marquera  qu'il  faut 
prendre  fix  fois  la  fécondé  puiflance  de  a** b reprefentée 

Fff 
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par  aa  , & la  multiplier  par  la  fécondé  pui fiance  de  c repre- 

fentèe  par  bb  ; & ainfi  de  fuite. 

Après  avoir  ainfi  trouvé  la  quatrième  puiffance  de  a -4-  b 
•4-  c , il  faut  fuppofer  <*  -4-  f>  -4-  r reprefentèe  par  a,  & la  4e 
grandeur  d reprefentèe  par  £ ; & que  la  quatrième  puifl'ance 
d e a b c eft  reprefentèe  dans  la  formule  particulière 
par  a*,  le  fécond  terme  4a}  b marquera  qu’il  faut  prendre 
quatre  fois  la  troifiéme  puifl'ance  de  a-hb-*  c reprefentèe 
par  a* , & la  multiplier  par  d reprefentèe  par  b . Le  troifiéme 
terme  6aabb  marquera  qu’il  faut  prendre  fix  fois  la  féconde 
puiffance  de  a -4-  b c reprefentèe  par  aa  , & la  multiplier 
par  la  fécondé  puiffance  de  d reprefentèe  par  bb  ; & ainfi  à 
l’infini . 

Il  en  eft  de  même  de  toutes  les  autres  puiflànces. 

Or  comme  chaque  puiffance  particulière  de  deux  gran- 
deurs a -4-  b fort  de  formule  particulière  pour  trouver  la 
même  puiflance  de  trois  grandeurs , de  quatre , de  cinq , 
de  fix , & ainfi  à l’infini , de  même  la  formule  generale  aa 
-4-  ^ a"  ~ ' b -4-  y x ^-aP  ~ 1 IP , &c.  de  toutes  les  puiflànces 
de  deux  grandeurs  a ■+•  b , fort  à trouver  la  formule  generale 
de  toutes  les  puiflànces  de  tant  de  grandeurs  qu’on  voudra , ÔO 
d’une  fuite  infinie  de  grandeurs . Et  comme  il  fuffit  de  fe  ren- 
dre bien  familières  les  formations  particulières  des  puiflànces 
de  deux  grandeurs  , pour  trouver  par  ces  puiflànces  de  deux 
grandeurs  les  mêmes  puiflànces  de  trois,  de  quatre,  & d’une 
fuite  infinie  de  grandeurs  , il  fuffit  de  même  de  fe  rendre  bien 
familière  la  formation  generale  de  toutes  les  puiflànces  de 
deux  grandeurs , pour  trouver  foi-même  la  formule  genera- 
le des  puiflànces  de  trois , de  quatre , de  cinq  grandeurs  , & 
d’une  fuite  infinie  de  grandeurs . Ainfi  il  fuftit  de  mettre  ici 
cette  formule  generale  comme  un  Corollaire  de  la  formule  ge- 
nerale des  puiflànces  de  deux  grandeurs,  &il  eft  inutile  d’ajou- 
ter un  long  difeours  pour  faire  concevoir  la  formation  de  cette 
formule  generale. 

( Voyés  1*  Table,  dont  voici  le  lieu.  Art.  20 6.) 

Les  formules  generales  de  la  Table  fervent  à élever  une 
fuite  donnée  de  grandeurs  à telle  puiffance  que  l’on  voudra, 
en  fubftituant  dans  les  formules  lexpofant  de  cette  puiflance 
à la  place  de  n ; la  première  grandeur  de  la  fuite  donnée  à 
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la  place  âe  a •,  la  fécondé  à la  place  de  b t &c.  l’inconnue  don- 
née à la  place  de  l’inconnue  y , &c. 

Avertissement. 

Q E s formules  generales  peuvent  fervir  à élever  deux  gran- 
deurs, ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs  , non  feulement  à 
une  puiflance  quelconque  , dont  l’expofant  eft  un  nombre  en- 
tier pofitif , comme  on  la  démontré  jufqurici  , mais  encore  à 
une puiflance  quelconque  , dont  lexpofant  eft  un  nombre  en- 
tier négatif,  6c  à une  puiflance  quelconque , dont  l’expofant 
eft  un  nombre  rompu  , foit  pofitif,  foir  négatif.  On  va  don- 
ner une  démonftration  particulière  pour  le  cas  où  l’expofant  eft 
un  nombre  entier  négatif , & enfuiteonle  démontrera  parla 
première  méthode  du  fécond  Problème , pour  les  cas  où  l’ex- 
pofant  de  la  puiflance  eft  un  nombre  rompu  , pofitif  ou  néga- 
tif; & on  mettra  ces  derniers  cas  pour  fervir  de  5*,  6*  & de  7* 
exemples  du  Problème . 

2.07.  11  faut  remarquer,  comme  on  I’enfeigne  dans  l’AIgebre g 

Que  j fe  marque  ainfi  a~  ' ; p Ce  marque  ainfi  a-r-  b~ 

» b'  

fe  marque  ainfi  a*- b*  x a*-  c i & en  general 
Ce  marque  ainfi  a b 

D’où  l’on  voit  qu’un  expofant  négatif  marque  que  la  puif- 
lance  de  la  grandeur  dont  il  eft  l’expofanc , eft  dans  le  déno< 
minateur  d'une  fraétion . 

Il  faut  auflï  remarquer  que  les  incommenfurables  Ce  mar- 
quent comme  les  puiflances , & leurs  expofans  font  des  nom- 

I £ 

bres  rompus.  Par  exemple  y' a— a * • y aa~ a 3 ay 

= a*  y “ ; a# ay  = eP  7 y am  = a "iÿ~a=a~ 
am  * 

y~^=  anya=an  " ; & ainfi  des  autres, 

Troifiéme  proportion  , qui  contient  let  principe  s ou  Problèmes  qui 
fervent  à démontrer  que  les  formules  generales  qui  precedent , 
s'étendent  aux  puiffances  de  deux  grandeurs , ou  d'une  fuite 
infinie  de  grande  urstdont  P expofant  eft  un  nombre  entier  négatif, 

2.0  8.  P ou  r trouver  la  fuite  infinie , qui  eft  la  valeur  de  - * — 

* k* 

Fff  ij 


« 
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J+Tb~*  , &c.il  faut  faire  les  operations  fui  vantes. 

i®.  Il  faut  partager  a*rb*  — aa*-  rab  4-  bb  en  deux  gran- 
deurs, dont  la  première  eft  aa-t-ab,  la  fécondé  ab^rbb. 

Il  faut  de  même  partager  a 4-  b'  = a?  4-  3 aab  4-  3 abb  + b* 
en  4-  2<wf>  4-  abb , & aab  4-  2466  >4-  l»j . 

Et  de  même  a"*"  b*  = <j*  4-  4*’^  *+“  6aabb  4-  44/»’  h-  6* 
en  4*4- 4-  yaabb  4- 4b* , & 4- tùb 4-  $aabb  •+•  jab* -hb*  j 
& ainfi  des  autres  pu i fiances  fuivantes. 

Pour  faire  ce  partage,  il  faut  que  la  fécondé  partie  ou  gran- 
deur étant  le  numérateur  d’une  fraétion , & la  première  le  dé- 
nominateur, cette  fradtion  foit  égale  à 7 > ce  qui  eft  poffible 
dans  toutes  les  puiflances  de  a 4»  b ou  de  4 — b. 

II  faut  enfuite  divifèr  F unité  par  44  4-  2 ab  <4-  bb  dans  /a 
fécondé  puiffance  , par  a1  4-  3 aab  4-  34W  4-  b*  dans  la  troi- 
fiéme,  & ainfi  des  autres,  en  prenant  pour  première  partie 
du  divifeur  la  première  grandeur  , & pour  la  fécondé  partie 
du  divifeur  la  fécondé  grandeur , qu’on  a déterminées  çi* 
deffus . 

Cette  divifîon  donnera  des  quotiens  qui  auront  des  termes  à 
l’infini , & tous  ces  termes  feront  des  fra&ions . 

2*.  Il  faut  faire  fur  chacune  de  ces  fraétions  ce  quon  a fait 
dans  la  première  operation  , c’eft  à dire  , divifer  le  numéra- 
teur par  le  dénominateur,  prenant  le  feul  premier  terme  du 
dénominateur  pour  première  partie  du  divifeur , & tous  les 
autres  termes  du  dénominateur  pour  la  fécondé  partie  du 
divifeur . 

Tous  les  quotiens  qu’on  trouvera  à l’infini  de  ces  fécondés 
divifions , contiendront  des  termes  qui  étant  ordonnés  de  fui- 
te les  uns  fous  les  autres,  donneront  des  fuites  dont  on  trou- 
vera les  fommes  par  le  moyen  des  fuites  qu’on  a démontrées 
ci-defîus. 

30.  En  trouvant  les  fommes  de  chaque  colonne  de  ces  fuites 
par  les  méthodes  des  fuites  précédentes , on  aura  la  fuite  infi- 
nie qui  exprime  la  puiffance  que  l’on  cherche. 

Ceci  s’éclaircira  par  les  operations  fuivantes . 
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Pour  la  fécondé  paiffance . 
ou  R trouver  la  fuite  égale  à 

x*. 


= a-*-b  rrr 


<1/1  .+*  i«A  «+-AÆ  > 

feur  aa  -*- 


il  faut  partager  le  dénominateur  ou  divi. 
• bb  en  deux  parties , dont  la  première  eft 
aa-*-  ab , la  fécondé  ab  •*•  bb  , de  manière  que  ~~b  = \ . 

Il  faut  divifer  ï par  aa  -+-  ab,  -*•  ab-*-  bb,  en  prenant  aa-*-ab 
pour  la  première  partie  du  divifeur,  & ab  ■+■  bb  pour  la 
fécondé. 

_ , . f aa  ab , •*•  ab  -*•  bb , divifeur. 

Grandeur  a ! : _ 

divifer.  r ^ 


i" relie,  — [/»**■'* 

9 a 

2e  relie,  -t-rü 
3e  relie,  - 
4'  relie, 


quocicnc . 
b 

4'r*-**b 


ti  h' 

•*•  — — •*• 


h 


• »’6 


4 ’ -*>  a*b 


a» 

t* 


A* 


i Jîgnifie 

que  U gran . 
deur  que  celle 
marque  fri. 
eide  , eft  eft. 
facée. 


En  divifant  i par  aa  •**  ab,  on  trouvera  le  quotient ..  * - , 

enfuite  il  faut  multiplier  ce  quotient  par  la  féconde  partie 
du  divifeur  , & l’on  aura  = i ; & comme  il  faut 
loullraire  ce  produit  de  la  grandeur  à divifer , il  faut  écrire 
le  premier  relie  £ au  nombre  à divifer  avec  le  figne  — . 

II  faut  enfuite  divifer  ce  relie  — ~ par  la  première  partie 
du  divifeur  aa  -*-  ab  , & l’on  aura  le  quotient  — ttït* 
c’eft  le  fécond  terme  du  quotient. 

Il  faut  multiplier  par  ce  quotient  la  fécondé  partie  du  di- 
vifeur ab-*-  bb,  & l’on  aura  — = — -g-,  qu'il  faut 

ôter  de  la  grandeur  à divifer,  & l’on  aura  le  2e  relie  .+■ 

En  continuant  la  divilion,  on  trouvera  un  quotient  qui  au- 
ra une  infinité  de  termes,  qui  font  ceux  que  l’on  voit  ici  mar- 
qués au  quotient. 

a°.  Il  faut  prendre  par  ordre  chaque  terme  du  auotient, 
•5c  trouver  par  la  divilion  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur , la  fuite  infinie  qui  en  eft  le  quotient , c'eft  à dire , qui 
£ft  la  valeur  de  la  fraction  qui  forme  ce  terme  . On  appel- 
lera cela  réduire  chaque  terme  en  la  fuite  infinie  qui  en  eft 

F ff  iij 
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la  valeur . On  trouvera  , en  foi  fan  t ces  divi  fions  , que  le 

b . U *»  . **  frr, 

— 7" ■+■  'ST — T*  ÔCC* 

« » »♦  »'  *•  *7 

« i<  . t*  b' 

— TT 

— iL&c. 

41  4»  47 

4®  4 7 

— JL&c 

A7 

Ce  qu’on  peut  continuer  à l'infini . 

En  prenant  la  fomme  de  chaque  rang  perpendiculaire  i 

r . r-i  . »(  jjjW  4* 

on  aura  — i— 1 = *4-&  = — 7-  *♦"  V V 

*4-£ 

4»  J*?  — 4 &c  ou,  ce  qui  eft  la  mêmechofe,  1*“* 

. — xa~lb  4-  3a~"*bb  — 44-5£*  $a~*b*  ■ — 7^s  &c» 


b 

at^aab 

bb 

4*4*4  >* 

Ie5e 

k6''—  Ifc&b 


en 

en 

en 

en 

en 


Pour  la  troifiéme  puijfance . 


Mou  R trouver  la  fuite  qui  eft  égale  à — - — = o+i 
, «+•*' 

= 4*44J4-*P»-,'i*^*  > *°»  aPréS  aV0',r  PartaSê  41  ^ 

4*  3 4-  b > en  deux  parties  4-  244^  4-  abb,  4-  44fr  4-  24^ 

4 - qui  font  telles  que  = » > ^ &ut  divifcr 

l’unité  par  le  divifeur  a}  4-  laab  4-  abbt  4-  aab  4-  labb  4- 
en  prenant  la  première  de  ces  deux  parties  pour  la  première 
partie  du  divifeur , & la  feconde  partie  pour  la  féconde  par* 
tie  du  divifeur  & l’on  trouvera  que  le  quotient  eft  la  fuite 
* * u K . 

^♦1  ui4»U  4*+-M't  + «4»  •/  + ** «■«•»'**  + 1*' k +SIA 

. ^ V ^ Ü gjg 

J+iJi -►«>(,*  fk+ifibb  * ♦ **'b+4bb 

2°.  On  réduira  par  ordre  chacun  des  termes  de  cette  fuite > 
en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft  égale  , ce  qui  fe  fait  en  divifant 
le  numérateur  de  chacun  par  fon  dénominateur  , en  prenant 
la  puiflànce  de  a feule , comme  a T dans  le  prenlier  terme  ^ 
aï  dans  le  fécond,  &c.  pour  la  première  partie  du  divifeur  , 
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& le  refte  du  dénominateur  pour  la  fécondé  partie  du  divi- 
fcur;  & Ion  trouvera  que 

' ‘ en 

-L.IL .2*1  j-iü 2fl 

^ A<  A*  ^ 47  «I  ^ 4.  occ- 

__  IL  2*!  _ 1*1  «1‘  /Vr 

«a  4»  4'  ^ «o  CXC‘ 


4*»t«  ia'k  *4"  ..44 

. ** 

4’  .+«  î.4c-4-  «'44 


*4- 


’ a**. ta' t+aA+tt 

i* 

47*4«  !•*&•*•  »'M 

t' 

a ' »474*4»4*44 

ta 


en 

ea 

en 

en 

en 


~7-^ÿ&c- 


»• 


V*.14'4*.4T« 

On  peut  continuer  cette  fuite  à l’infini. 

En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire  , 

* , = — i 1 34  , 6 hb  iot‘ 

on  aura  = a-*- b — -jr  ***  -y 

4 «4 »4 

•4-  L$*?  îy  &c.  ou , ce  qui  eft  la  même  chofe , 

ta  ~3 ^a~*b-H6a~,bb — io<*-l(iJ«4-ij4“7i+ — zi<*-8  b* 

-+-  iia~9bs  &C. 

Po«r  /«*  quatrième  puijfanee. 

On  réduira  de  mcrae^r-t  = a -♦*  b 


&c. 


i*,  en  la  fuite 

tt 


4 >4*4 

I 


la’h  **■  jaalO  4** 

i' 


S «4!4  <«**  *4* 

4 

4*  *+■  14*4  }4,M  +44tJ 

44 


4**.  ,4!**.  47  "*■  J44*  *■  J.'*»*-.**1  4*  ■*■  J47  4 J4&W  4-  41  i * 

J »|J 


4' 


&C. 


«4 


4*-f.34'i-*-J47W-*-4‘t' 

a°.  On  réduira  enfuite 

«♦»4.j4,4^-34444^44'Cn  V 4*  4®  47  4 4 

* + — * 1 

4>  4*  4»  4*  4 

^ 44  34'  . 64’ 

•H -J-  2-r  TT 

_ii  m-4+-^&c. 

4»  4«  4 


4*  *4a  34^4  34  *44  <4«  444»  ^ 

tt 

ja’t*a  34*44  ^4>4‘  cn 

4> 


V «H  34*4  *4-  34’ 44  *4-4*4'  C“ 
4+ 

1 m — rr- — tt.  . . , . en 


4*  *4"  347  4-4- 3 .‘44  *4*  a'  4> 

4< 


’ A'+3a‘k+.JA7tt+a*t'Zn 

On  peut  continuer  cette  fuite  à l'infini. 
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En  prenant  les  fommes  de  chaque  rang  perpendiculaire , 


lok1 

—T 

A 


Mt 


X -•  —4  i 4 b IC  Ib 

on  aura —g*. b ==  -■> — TT 

j6i_'  &c_  — 4a-5 •+*  xo a"1  bb  — 20a-7  fr* 

354-’^  — 564“»  V &c 


On  trouvera  de  même  que 
mW  jt*1 


r — J 


I 


&c  0Uj  ce  quj  cft 


• «T  «•  ' * 

la  mêmechofe,  14-5  — $a~s b 15 a~7  bb  — ^a-1  b' 


70  4 

t 


-»  ^4  — n6a~l  °b'  &c. 


«i 


• b 6 =-V  — 

A*  « 


11**  $6*» 

Al  A9 


ç6*t 


126*4 


• A P 

»5»*'  2cc  0Uj  ce  qui  eft  la  mêmechofe,  ia~*  — 6a~7b 

2j *a~*bb  — 564“’  V •+■  1264-’ °b+  — 252 4",,&$  &c. 
On  peut  continuer  ces  operations  fur  la  feptiéme  puiflance, 

la  huitième,  &c. 

R EMARGES. 

I. 

zoo  ApRe's  s’être  rendu  ces  operations  très  familières  , on 
verra  clairement  que  le  premier  terme  de  la  fuite  contient 
dans  la  fécondé  puiffance,  feulement  4"’  ; dans  la  troifieme, 
a~'  : dans  la  quatrième,  a * , &c.  & que  dans  les  ter- 
mes fuivans  la  puiflance  de  4,  dont  lexpofant  eft  toujours 
négatif,  augmente  par  ordre  dun  degre : dans  chaque  ter- 
me fuivant?  que  b eft  linéaire  dans  le  fécond  terme  de  la 
fuite  & que  les  puiffances  de  b,  dont  lexpofant  eft  toujours 
poHtif,  augmentent  par  ordre  d’un  degre  dans  chaque  ter- 
me fuivant. 

Ainfi  les  puiffances  de  peuvent  être  marquées  en 

general  par4-n,  a a~'  " x&»  &c‘ 

- . o Que  les  coëficients  de  chaque  terme  font  par  ordre  les  ter- 
V * meTau  fécond  rang  parallèle  * de  la  première  dffpofitioo  des 
” fuites  x,  2,  3,  4,  S,  d,7.  &c.  dans  la  fécondé  pu.ffance, 
ceux  du  troifiéme  rang  parallèle,  r,  3,  6 , 10,  15,  21,  , 

la  troifiéme  ; ceux  du  quatrième  rang  parallèle,  1,  4,.10* 

10,  35,  5* , 84 , &c.  dans  la  quatrième;  ceux  du  cin9ul^e 
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rang  parallèle,  1,  5,  15,  35,  7°>  1*6,  îio,  &c-  dans 
la  cinquième  ; & ainfi  de  fuite  : de  maniéré  que  l’expo- 
fant  2 de  la  fécondé  puifl'ance  , marque  qu’il  faut  prend rfe 
pour  les  coëficients  de  la  fécondé  puiffance  , les  termes  du 
fécond  rang  parallèle  } l’expofant  3 de  la  troifiéme  , mar- 
que qu’il  faut  prendre  de  fuite  pour  les  coëficients  de  la 
iroifîéme  puifl'ance,  les  termes  du  troifiéme  rang  parallèle  > 

& ainfi  de  fuite. 

Ainfi  fuppofant  que  n reprefente  en  general  le  degré  de 
chaque  puiflànce,  l’on  a démontré  dans  la  première  difpofi-*  ipf. 
tion  des  fuites , * que  1 x £ x x x &c.  eft 
une  formule  qui  fait  trouver  par  ordre  les  termes  de  cha- 
que rang  parallèle,  1 x f eft  le  fécond  terme,  1 x f-  x 
eft  le  troifiéme  terme , & ainfi  de  fuite;  l’on  peut  négliger 
dans  chaque  terme  l’unité,  qui  n’apporte  aucun  changement 
dans  les  produits. 

Par  confequent  la  fuite  1 x £ x x x &c. 
fera  trouver  les  coëficients  des  termes  des  fuites  égales  à 

a** b , a ■+■ b &c.  r eft  le  coëficient  du 

premier  terme  ; £ reprefente  le  coëficient  du  fécond  terme  ; 

»-  x rcpréfente  le  coëficient  du  3*  terme;  f x ^ x 
reprefente  le  coëficient  du  4'  terme  j ÿ x x ^ x ^ 
reprefente  celui  du  5*  terme;  & ainfi  de  fuite.  11  n’y  au- 
:ra  , pour  trouver  ces  coëficients,  qu’à  mettre  z à la  place 
de  n pour  la  fécondé  puifl'ance,  3 à la  place  de  » pour  la 
troifiéme,  & ainfi  de  fiifte , & rendre  négatifs  les  coëficients 
des  termes  pairs  , c’eft  à dire  du  fécond , du  quatrième  , 
xlu  fixiéme,  &c.  fuivant  ce  qui  eft  démontré  dans  les  ope- 
rations precedentes.  * 

* * A •*  r ■ 

III. 

Quand  il  y a a+rb  * , a**b  , &c.  les  coëficients  des 
termes  pairs , c’eft  à dire  du  fécond  , du  quatrième  , du 
fixiéme , &c.  font  négatifs , & ils  feraient  pofitifs  s’il  y avoit 

■H — b y a — b 3 y a — b + , &c. 

IV. 

/ La  fuite  de  chaque  puifl'ance  eft  toujours  infinie , quand 
l’expofant  eft  négatif.  ; - : . 

’ Ggg 
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/ • •* 

Corollaire,' 

Où  l'on  démontre  que»  mettant  — n au  lieu  de  «*■  a 
dam  la  formule  generale  des  puijfances  de  a-* b"  = i a' 
+.ian-‘b  + "x^  a*~xbb  ■+■  t x ’-=r-x"-^aa,~ib3&. c. 
la  'meme  formule  devient  la  formule  generale  des  puijfances 

de  a •or  b , dont  l'expofant  eft  négatif 

ai  3.  _^N  mettant  dans  la  formule  generale  jaa-^^a"~'b  + 7X 
»-=i  an~xbb  & c.  — n à la  place  de  -f-  n , il  eft  évident , 

1%  qu’on  trouvera  les  mêmes  puiffances  de  a & de  qui 

* 109. conviennent  à a*rb~*  par  la  première  remarque.  * 

2*.  Que  les  coëficients  feront  les  mêmes  que  ceux  de 

* iio.a*-b~a  de  la  fécondé  & troifiéme  remarques , * car  l’uni- 
11  *•  té  fera  le  coëficient  du  premier  terme,  — f le  coëficient  du 

fécond  terme , qui  doit  être  négatif  par  la  troifiéme  remar- 
*111.  que  ; * — 7 x — 44 , eft  le  même  que  le  troifiéme  cocfv 
cient  7 x KJyi  , puifque  les  deux  grandeurs  négatives  — f * 

— ïjzI  > donnent  .le  même  produit  pofitif  que  les  deux  pO. 
fitives  ■ x *4’ . Il  eft  évident  que  l’on  trouvera  de  même 
que  les  coëficients  de  la  formule  generale  feront,  après  avoir 
mis  — « à la  place  de  «*■  n,  les  coëficients  marqués  dans  la 
féconde  & la  troifiéme  remarque. 

Par'  confequent  l’on  a démontré  qu’en  mettant  dans 

la  formule  generale  a «*•' b =V<*"  f aD~Jb  ■*-  ÿ x 
1=1  a"~xbb  &c. » à la  place  de  -♦-  »,  elle  fera  la  formu- 

le  generale  pour  trouver  toutes  les  puiffances  de  a-*- b > . 

<■  lôrfque  leur  expofant  eft  négatif.  . . , 

z 1 4.  Et  comme  la  formule  generale  pour  elever  une  fuite  de 
grandeurs  à une  puiflance  quelconque  , eft  une  fuite  neceflai- 
re  de  la  formule  generale  pour  élever  deux  grandeurs  a une  . * 

* puiflance  quelconque  î * il  eft  évident  quen  mettant  au® 

1_  n à la  place  de  -t-»  dans  la  formule  generale  des  puillan- 
ces  d’une  fuite , l’on  aura  la  formule  generale  des  puiffances 
de  la  même  fuite,  lorfque  les  expofans  de  ces  puiflànces  font  • 
des  nombres  entiers  négatifs. 

Si  l’on  veut  démontrer  ce  fécond  cas  par  les  operations  ^ 

• i*8.  de  la  propofition  * qui  précédé  ce  Corollaire  , il  nyaqua 


A 
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continuer  les  divifions  dans  la  fécondé  puiflance  parledivi- 
feur  entier  aa  iab  -*-bb  zac  -+-  zbc  ■+-  cc  •+-  2 ad  ■+■  2 bd 
2f</  •»fdd  &c.  après  avoir  déjà  trouvé  les  quotients  qui 
conviennent  à Ta  première  partie  du  divifeur  aa  ■+■  zab  +>bb  t 
& continuer  de  fêmblables  divifions  dans  la  troifiéme  puiffan- 
ce,  la  quatrième,  &c.  ' 

Avertissement. 

Afin  que  les  formules  pour  élever  deux  grandeurs  ou  une 
fuite  de  grandeurs  à une  puiflànce  quelconque  , foient  genera- 
les en  toutes  maniérés,  il  relie  à démontrer  qu’elles  convien- 
nent aulïï  à toutes  les  puiflances  de  deux  grandeurs  ou  d’une 
fuite  de  grandeurs , dont  les  expofens  font  des  fractions  ; ou  des  - 
nombres  rompus  pofitifs  ou  négatifs  j ou  , ce  qui  cil  la  même  • 
çhofe,  qu’elles  fervent  aulfi  à trouver  les  racines  quelconques 
de  deux  grandeurs , & d’une  fuite  infinie  de  grandeurs . On 
démontrera  ces  derniers  cas  par  la  première  méthode  du  fé- 
cond Problème  , & on  les  prendra  pour  des  exemples  de  ce 
Problème. 


SECTION  IV. 


Où  l'on  continue  les  exemples  de  la  première  méthode,  du  fé- 
cond Problème  : On  enfeigne  à appliquer  la  meme  metho~  • 
de  aux  équations  qui  contiennent  les  différences  ; & ton 
. explique  le  retour  des  fuites . - 

Exemple  V.  du  second  Problème  . 

3,1 5'  J"*  ROUVER  la  fuit  e infinie  qui  exprime  la  racine  n a H-  b, 

cejl  à dire  , trouver  la  fuite  infinie  qui  efl  égale  à l/a  4- b ^ 

_ i * 

= a-*-b“- 

Jl  faut  fuppofer  x = Va+-b  = a-*- b “ . 

. En  élevant  chaque  membre  de  cette  équation  à la  puifTatv  . 
ce  n,  on  aura  xa  = a -4-  bi  & tranfpofane,  xn  — a — b = o. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  la  fuite  infinie  qui  cil  la  va- 
leur de  x daos  cette  équation  x"  — a — b — o . Pour  la 
trouver, 

Ggg  ij 
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1 °.  Il  fau  t fu  ppofer  x—c^db^ebb  •*‘fb!  •‘rgb^-^hb'  &c. 
les  grandeurs  c,  dt  e,  f,  g,  &c.  font  indéterminées. 

2°.  Il  faut  élever  chaque  membre  à la  puiflance  » par  la 
106.  formule  generale  , * & fubftituer  la  valeur  de  à la  place 
de  *n  dans  1 équation  x"  — a — b = o , & l’on  aura  l’équa- 
tion changée  fuivante . t > 


■’diïb+H7x^x~cn-!d'b^}xn^xn^xH-^cn-*d'b* 
1 ebb  h*  f x *•=?•  fn_I  deb1  +lxm~x  "-=±ca-}  ddeb* 

-Hf  x’-*  7—  e*'~*  ecb ♦ 
^.ï-x-ï-^-c0-'1  dfb ♦ 


-lù  - * * 

1°.  II  faut  fuppofér  chaque  fermé  de  cette  équation  chan- 
gée égale  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indétermi-j 
nées  c,  dy  et  f,  g>  &c. 

Par  la  première  c * — ■ a = o , on  trouvera  c =* 

. En  fubftituant  la  valeur  dec  dans  la  féconde  lca~'d  — r i 


= o,  on  trouvera  à — “ . 

Subftituant  les  valeurs  de  c & de  d dans  la  •**  7fn_’  é 

T— ru  » 

,+.  i — o y on  trouvera  e =.  a x 

■%  Subftituant  les  valeurs  de  ct  df  e , dans  la  4° , /“*"■?* 

n-.  ^ s.  x x , on  trouvera 

y l_  ^ <—  » x “ 

Subftituant  les  valeurs  de  c , </ , e , /,  dans  la  sr  ^ c Z- 
+ *iXjL^cn-,df+lx^p-cn~*ee+::X  ^-x±^-ca~} dde 
A x — ~.T_  x A-=-*-  x ±=^Lc*~+d*  — o,  on  trouvera  g = 


^ ”*n  «r  I“  2»  /*  n 

Tn  A Ji»  A --  " 


4°.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  c , d \ e,f,  g,  dans  * — c 

. T • V ^ • i 

db  ^-ebb  -*-fbJ*-gb+  ôc c.  & l’on  aura  * = <*-♦-&“  = < 

, -h  T-.n  -IrJA 

•4«  ».jg  * hh  •*-  - X - ---  X - a u tr 


4 I 

pfa  X V y ~ 

A an 


’ fc-H^x  1 ■' 

• T — a»  w t— J a 


£4&c. 


~T~  » ~ i» 


1 » 
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C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , c*eft  à dire  , ce  fl:  la 

' jr 

fuite  infinie  égale  à a ■+■  b n . Ce  qui  était  propojé. 

Remar  qjj  e s. 

f t 

I. 

*U.S«  l’on  fubftitue-;à  la  place  de  n dans  la  formule  gene- 
rale " = + fx'-=-')C 

ÜP &c.  on^  trouvera  exactement  la  fuite  qu’on  a 
trouvée  dans  le  cinquième  exemple  ; par  confequent  la 
formule  generale  convient  à toutes  puiflances  de  deux  gran- 
deurs , qui  ont  pour  expofant  une  fraction  dont  le  numé- 
rateur eft  l’unité , & le  dénominateur  tel  nombre  qu’on 
voudra.  j I. 

2- 1 7*  ' On  trouvera  de  la  même  maniéré  la  fuite  infinie  qui  eft 

la  valeur  de  ÿ a ■+•  b =a  ■+•  b u } en  fuppofant  x = a -t-  b * , 

ce  qui  donnera  xa  — V* . 

On  fuppofera  x = c db  -h  ebb  -A-  fbl  &c.  les  grandeurs 
*,d,  e,f}  font  indéterminées , & on  prendra  la  valeur  de  *n  par 
cette  équation . 

On  réduira  aufli  a «+•  b en  la  fuite  infinie  qui  lui  eft 
égale . 

• On  fubftituera  les  valeurs  de  xn , a-*  h™  dans  l’équa- 

4 % — . ■ ■ m 

tion  *•  = a •+■  h , ce  qui  dodnéra  l’équation  changée. 

On  en  fuppofera  chaque  terme  égal  à zéro  ; &par  les  équa- 
tions particulières  que  donnera  cette  fuppoûtion  , on  détermi- 
nera c,d,e,f>  &c. 

- On  fubftituera  les  valeurs  dfterminées  de  c,  d,  e,  f,  &c. 

' . ri 

dans  lequation  x =z  a-*  bn  = c «4-  db  ebb  fb*  &c. 

» _ . m 

.&  l’on  aura  la  fuite  infinie  égale  à a ■+•  b “ , qu’on  trouve-' 

-ra  être  exactement  la  formule  generale  a+r*  b"  = an 
=-  aa  1 b &c.  ^iprés  avoir  fubftitué  dans  la  formule  genera- 
Je  j=à  la  place  de  n, 

; m. 

a 1 8 . On  trouvera  de  la  meme  maniéré , en  cherchant  les  fui. 

* Ggg  iij' 
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• i » • 

tes  qui  font  les  valeursde  — =^=  = <»«♦-  b “ & ^e  — 

>/ am*"  & >^  <*  -t*  ft"; 

— a-^i  “ ,que  ces  fuites  font  exactement  la  formule  ge- 
nerale de  a b , en  fubflituant  dans  cette  formule  — \ à la 
place  de  n dans  le  premier  cas , & ■ — ^ à la  place  de  * dans 
le  fécond  cas.  - ■ - - - 

IV.. 

z 1 II  faut  aufïï  remarquer  qu’en  élevant  par  le  moyen  dé  la 
formule  generale , deux  grandeurs  reprefentées  en  general  par 
a b,  à une  puiflànce  quelconque , dont  l’cxpofânt  eft  mar- 
qué en  general  par  »,  on  peut  commencer  par  la  féconde  b% 

comme  s’il  y avoit  b -*■  a , de  maniéré  que  & fût  la  premiè- 
re , & a la  féconde  ; & il  faut  choifir  celle  des  deux  manie-  ; - 
res  qui  donnera  la  fuite  dont  les  termes  feront  les  plus  commo- 
des pour  la  réfol  ution  que  l’on  cherche. 

V. 

z z°~  La  même  formule  generale  peut  férvir  à trouver  les  racines 
quelconques*  approchées  à l’infini , ou  autant  prés  qu’on  vou- 
dra , des  puiflances  numériques  imparfaites  ; il  n’y  aura  qu’à 
partager  la  puiflànce  numérique  imparfaite  en  deux  parties, 
donc  la  première  foit  la  plus  grande  puiflànce  numérique  par- 
faite contenue  dans  la  puiflànce  numérique  imparfaite  propo* 
fée  , & la  fécondé  partie  toit  lé  nombre  qui  reflera , après 
avoir  ôté  de  la  puiflànce  imparfaite  propofée  la  plus  grat> 
de  puiflànce  parfaite  qui  y eft  contenue  . U faut  enfuite 

fuppofer  que  ÿ/  a b , ou  a b n reprefénte  la  puiflànce 
numérique  imparfàite  propêfée  , que  a reprefente  fâ  premiè- 
re partiç  , & b la  fécondé  partie  ; & que  -j  reprefente  1 ex» 
pofhnt  de  fa  racine  qu’on»  veut  extraire . 11  faudra  enfin 
fubftituer  dans  la  formule  generale  à la  place  de  a,  b,  »,  les 
grandeurs  numériques  qu’elles  reprefentent  j & apres  les 
fubûitutions , l’on  aura  la  racine  approchée  que  l’on  cher- 
ehoit . Ainfi  pour  trouver  la  racine  troifiéme  de  12,  on  fup- 

pofera  a+  = 8 -h  4 * , & on  fubftîtuera  les  grandeurs 
numériques  à la  place  des  littérales  dans  la  formule  gene- 
’•  raie ... 


Digitized  by  Google 


J 


4*3 


• Livre  VII. 

Exemple  VI. 

2.  i . ^ ROUVE  R la  fuite  infinie  qui  e/l  la  vajeur  de  a «4-  by  cyy 


dyJ  -t-  ey4  -4-  fÿ5&c. 


A 


Il  faut  fuppofer  x = a+‘by*cyy'+-dy'-*-ef  •+■  fy'  &c.  • 

Par  confcquent  x*  = a by  cyy  •*-  dy1  ey+  >+-  &c. 

En  tranfpoîânt  o = — xn  -t*  a -4-  by  cyy  «+■  dyi  & c. 

La  queftion  fe  réduit  à trouver  Ja  valeur  de  x dans  cette 
équation  . Pour  la  trouver, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x-g^by^tyy^-  by1  •*&*•*• py 5 &c. 
les  grandeurs  g,  b , i,  k.,  &c.  font  indéterminées . 

2°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  x"  par  cette  équation  en 
fe  fervant  de  la  formule  generale,  * & fubftituer  cette  valeur*  ao(? 
de  xn  à la  place  de  — x"  dans  l'équation  o = — xa  h-  a 
-*+•  by^tyy  &c.  & l’on  aura  l’équation  changée  fui  vante. 

• — xn=-^n-T &a~'by-\x"?-Ç 


— T&'-'M- TX’-ri"  * V-^x^x^1  sn-5ét 

— f(?n  ' 


-i  x 

i * 


+»+h  •+• 


by  .•**  cyy  dy* 

•'  3°.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 

gée égal  à zéro,  ce  qui  donnera  les  équations  particulières  dont 
on  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  g , b , /,  &c. 

Par  la  première  <gn  =a,  on  trouvera  g = <*". 

En  fubftituant  cette  valeur  de  a dans  la  fécondé  ^ga~'b 

I — ii 

= on  trouvera  b—\a  a b.  . 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,é,  dans  la  3'  ÿ g"-'  V= 

— t x *?■&*"*  bh  + c,  on  trouvera  / = -t-  x — a~t  bb 


g -j 
g*-'b. 

•f  r'ij 

-t-  ry 


- f. 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g , b,i,  dans  la  4'  f gn-*  £ = 
•—  -J  x x — ' — t x *■=•'  g bi  H-  d,  on  trou- 


_L~Jn 


vera  4 = *t«i  x -4;*-  x <1  ■ i»  rt* ^ x 4 * bc 
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On  trouvera  de  la  même  maniéré  les  valeurs  de  l.  de  p, 
&c. 

4°.  Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  g,  h,  i,  k,  &c.  dans  x==zg 

\ . m _____  t 

hy  iyy •+* kf  &c.  & l’on  aura  x = a*rby+-cyy -*-dy> ëcc.  « 
a n '}  blyy  -t-  ^x  ’f?  x ±=^a  ~ b*f 

~ » — n i->it  ' * 

■*“  « a a cyy  '+•-**  — a “ jgr» 

*-Ti*~*S dy * 

Ce  qui  étoit  propojê. 


Exemple  VII. 

, A 

.11,  ROUVER  la  fuite  infinie  qui  efl  la  valeur  de  ay  -t-  byy 

- J_ 

h-  cy*  dy"’'  ■+■  eys  &c.  “ 

J L faut  fuppofêr  x=  ay  +■  byy  ■+•  cf  ■+•  dy*  -Kfy$  &c.  " 

Par  confeq  uent  xn  — ay  byy  •+■  cy'  -*■  dy*  •+•  eyt  &c. 

_Et  tranfpofant  o = — xn  ■+■  ay  -+-  byy  •+•  ryJ  -t-  dy*  -+-  ey* 

&c. 

La  quefiion  fe  réduit  à trouver  la  valeur  de  * dans  cette 
équation.  Pour  la  trouver,  # •*  • • - - • • 

i°.  Il  faut  fuppofer  x — gy  hyy  iy1  ky*  •+*  ly 5 &c, 
les  grandeurs  & b,  i,  &c.  font  indéterminées. 

2°.  Il  faut  prendre  la  râleur  de  x * par  cette  équation  en  fe 

* aoiî.  fervant  de  la  formule  generale  , * & la  fubfiituer  à la  place 

de  xn  dans  l’équation  o = — xa  •*- ay  byy  &c.  & Ton 
aura  l’équation  changée  qui  fuit. 

— -gnya-  t gn~'  yn~'  byy  x ~ga~,yn~1bby* *-  yX^-1  x’Lÿ2gn~ 

— î=i|nil 

: " — f &D-'yD-'ky+ 

• ,yt kc.  = »+■  ay  •n- byy  • cy*  </y*  &C. 

Pour  donner  à cette  équation  changée  la  forme  qui  lui 
convient  , afin  que  les  puifiances  dey  , prifes  de  fuite  y,yy,y\ 
y*,  &c.  en  diftinguent  les  termes,  il  faut  faire  en  forte  que 
yn~ 1 fe  trouve,  dans  chaque  coéficient  , en  confiderant 
x^u’On  prend  pour  fcoeficients  toutes  les  grandeurs  qui  prê. 
cedent  dans  chacun  de  ces  produits  les  pui fiances  y,yy,y!r 
y*,  y\  &c.  de  l’inconnue  y}  qui  doivent  diftinguer  les  termes 

de 
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de  l’équation  j & il  faut  qu’en  faifant  ce  changement , chaque 
produit  ait  toujours  fa  même  valeur,  & que  cela  ne  la  change 
point . 

En  faifant  ce  changement,  comme  on  le  voit  dans  l’équa. 
tion  fui  vante,  on  aura  exa  élément  la  même  équation  chan- 
gée, qui  ne  diffère  de  la  precedente  que  dans  la  feule  expref- 
fion,  & les  termes  de  lequation  feront  diftingués  par  les 
puiffànces  y,yy,  y\f,  y\  &c. 


f — x“= — yn~  ' gny — î '-g  kyy-— t**^"*"  */“ 1 bby1- 

L+ «r r=i+ray  ■*« ly)  ■+■ cy 1 


3°.  II  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  déterminer  les  grandeurs  indéterminées 
&c. 


Par  la  première  de  ces  équations  y'"~t  g*—a,  on  trouvera 

g = any~  , ôcgy  — a'y*. 

En  fubftituant  la  valeur  de  g ou  de  gy  dans  la  fécondé 

i— n i— n 


t g"  tfr ~'h—h,  on  trouvera  b—\ a n by  » . 

En  fubffituant  les  valeurs  de  g, h,  dans  la  3e  * ga~r  yn~*  i 
— — t x -K1-  â y"~'  bb  ■+■  c , on  trouvera  i = 

i—a  » 1 — n ih>  » — n 

“ bby  " -h  ^ a n cy  n . 

En  fubftituant  les  valeurs  de  g,  A,  i,  dans  la  4 * -7 ga~' ya~*  i 
= — ^ x — ^ --  x ^ ^ n_J  y"'1  b} — - x —■  g1'-*  y*-'  b't 

1 — • J n 1— n 

h-  on  trouvera  £=  ■*“  x -Îîir“  x ■L7V5  * “ b'y  a • *-■£  x 

1 — an  1— n 1 — n 1— n 

*~a  “ ley  * a u dy  ' . 

4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  d egfh,i,kt  dans  x=gy**byy 

_____________________  _r 

*+■  <y  -t-  /y5  &c.  & l’on  aura  x = ay+-  byy cy'+dy*  &c.  * 

• J_  i_  1 — n 1 4-n  1 — 2 n i*»in 

B by  ° — -;xfiT<l  0 bby 


\ a * cy 
H h h 


i 4*  an 

A 


-g'-’y'-'h') 
'-y-'  hiy* , 

r<gn- '/"'*/ 
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i — _jn 


Liü 


1 u 1*-»  ^ T — 2 fl  ^ n J,)  v * i V V **  V _L“  ! * 

»x-^rx-iv"d  x_ 7ï-x^r- 


* 


X-L=éi  d 


i — n 
> a 


dy' 


L—  1 n i «4- 4a 

a.  - " 

■^x-^*- 1 ~ ccy 

t-in  i>_4« 


Lia 


«4«iX  ■ 


T— » 


n M; 

i— n 

’+h*  ° 


C’eft  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  ay  -*■  % ry>  h-  dy*  &c. 
Ce  f»/‘  r'/oif  propofc. 


R E M A R Q_U  E S. 


‘ I. 

2. 1 3 # J L faut  faire  fur  le  fixiéme  & le  fêptieme  exemple  les  même* 
remarques  que  l’on  a faites  fur  le  cinquième  exemple,  & l’on 
verra  clairement  que  la  première  méthode  du  fécond  Problè- 
me étant  démontrée , les  formules  generales  pour  élever  deux 
grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une  puiffance 
quelconque , font  auffi  démontrées  pour  tous  les  cas  ; c’eft 
à dire  , on  verra  clairement  qu’on  a démontré  qu’elles  fer- 
vent à élever  deux  grandeurs  & une  fuite  infinie  de  gran- 
deurs à une  puiffance  quelconque,  quelque  nombre  qu’en 
puiffe  être  l’expofant , foit  entier,  foit  rompu,  foit  pofitif, 
foit  négatif;  SC  qui!  eft^avW  ftcfîe  dffever  par  cette  for- 
mule deux  grandeurs  ou  une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une 
puiffance  fort  élevée  , qu’il  eft  aifé  par  la  méthode  ordinaire 
de  les  élever  au  quarré  ou  à la  troifiéme  puiffance;  & qu’il 
eft  auffi  facile  d’en  extraire  la  racine  quelconque , que  d’en 
extraire  la  racine  quarrée  ; puifqu’il  n’y  a qu’à  fubftituer  dans 
ces  formules  generales  le  nombre  entier  ou  rompu  , pofitif  ou 
négatif,  qui  eft  l’expofant  de  la  puifTance  qubn  veut  trouver, 
à la  place  de  n qui  le  reprefente , & les  grandeurs  dont  on 
cherche  la  puiflance  ou  la  racine,  à la _ place  des  grandeurs 
a , b,  c,  &c.  des  formules  generales . 

On  verra  auffi  que  quand  l’expofânt  de  la  puiffance  à la- 
quelle on  veut  élever  plufieurs  grandeurs , eft  un  nombre  en- 
tier pofitif,  l’on  trouve  une  fuite  finie  ; mais  quelle  eft  infinie 
dans  les  trois  autres  cas , c’eft  à dire , quand  l’expofant  de- 
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la  puifTance  eft  un  nombre  entier  négatif,  & quand  il  eft  un 
nombre  rompu  pofitif  ou  négatif. 

II. 

On  verra  l’ufàge  de  ces  formules  generales  qui  fervent  à éle- 
ver deux  ou  plufieursgrandeurs,  ou  une  fuite  de  grandeurs  à 
une  puiflance  quelconque , dans  les  exemples  fui  vans,  & l’on 
doit  avertir  ici  qu’elles  font  d’une  extrême  utilité  pour  trouver 
des  formules  generales  qui  fervent  à découvrir  la  réfolution 
des  Problèmes  les  plus  compofés. 

Exemple  VIII. 

il  4.  ou  R trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  x*  — x* 


■a-—** — ynnyyxx  ppy*  —o, 

n 6»y 


I 2 -+-4 


■à?*'-'  &c. 


i°.  Ilfautfuppofer^^^'-t-^  *-*cy 
*t,b,c,  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées. 

2°.  11  faut  fubftitucr  dans  la  propoféc  les  valeurs  de  x,  priées 
Àc  cette  équation  indéterminée  , & l’on  aura  l’équation  chan- 
gée qui  fuit. 

x 6 =»4-/jy  •‘hôa'by*  -H  15  A*bbf 

i 6 a’c* 


o=-î 


■J?  **  = 


^~n  7 


&c. 


&c. 


— -7 «*J)xx  — — 7 nnaaj'  — I qttnaby* — ynnbbf 

■a-  14  nnacy* 

\+-ppf  — *t*  ppyi 

^•a*  6J«p  = ■+•  6n'f 

t 3°-  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  dont  on  a 
befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  indéterminées  a,  b,c,  &c. 
Par  la  première  a*  — ynnaa  «a»  6 n}  = o,  on  trouvera  que 

la  plus  petite  valeur  pofitive  de  a eft  n r,  car  aa  — n = o, 
eft  un  divifeu  r exaél  de  a*  — •jnnaa^6ni=o. 

En  fubftituant  la  valeur  de  a dans  la  2*  14 nnab 6ab'  = 

— -♦-/>/>,  on  trouvera  b h-  — —— 

nx  8 8 

Hhh  ij 


&c. 

&c. 
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En  fiibffituant  les  valeurs  de  a,  b,  dans  la  3e  iqnnac — 6a'c 

j -g 

<i$a*bb — 'jnnbb,  on  trouvera  c=  — 

64» 1 


£ _»*-**. 
n 


P* 


7 PP 


31 

64» 1 64»' 

40.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  a,btc,  dans  * — ay1 
h-  ly  2 h hr;  2 &c.  & l’on  aura  x = n*y* 

h-  -^r  h— — -3-^7 1 *-  -^r  >7&c. 

8» 2 64» 2 64» 1 64a1 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra . 

Application  de  la  première  méthode  du  fécond  Problème  à la 
rèfolution  des  équations  qui  contiennent  des  différences . 

Avertissement. 

‘ I_j  E fécond  Problème  fért  auffi  à la  réfolution  des  équations 
qui  contiennent  des  différences,  & l'on  peut , par  la  première 
méthode  de  ce  Problème  qu’on  a expliquée,  & par  la  fécondé 
qu'on  expliquera  dans  la  fuite , trouver  la  valeur  approchée  à 
l’infini  de  laquelle  on  voudra  des  inconnues  de  l’équation,  ex- 
primée par  une  fuite  qui  n’aura  que  les  puiffances  de  l’autre  in- 
connue, ou  des  autres  inconnues,  s’il  y en  a plufieurs,  avec 
des  grandeurs  toutes  conmies.  'Er'comrne  cefa  donne  la  réfolu- 
tion de  plufieurs  beaux  Problèmes  de  Geometrie,  on  va  faire 
l’application  de  la  première  méthode  à plufieurs  équations  qui 
contiennent  des  dilièrences.  On  fuppofe  feulement  qu’on  fçait 
le  calcul  des  grandeurs  différentielles , qui  eff:  expliqué  dans  la 
première  Seélion  de  l An alyje  des  Infinimens  Petits  ; & fi  on  veut 
l’appliquer  aux  équations  qui  contiennent  des  fécondés  diffé- 
rences ou  des  troifiémes  différences,  &c.  il  faut  fçavoir  le  cal- 
cul de  ces  différences  fécondés,  troifiémes, &c.  qui  eff  expli- 
qué dans  l'Article  65  du  même  ouvrage. 


Préparation  des  équations  qui  ont  des  différences , afin  d'y  appliquer 
la  méthode  du  fécond  Problème. 

Xtd-  ^ upposant  que  les  équations  différentielles  aufquelles  on 
veut  appliquer  la  méthode  du  fécond  Problème  , ont  les 
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deux  inconnues  * & y , avec  leurs  différences , & qu’on 
cherche  la  valeur  de  * par  une  fuite  dont  les  termes  n’ayent 
que  les  puiflances  de  y avec  les  grandeurs  connues  des  équa- 
tions j il  faut  toujours , avant  d’appliquer  la  méthode  , faire 
en  forte  par  la  multiplication,  la  divifion,  &c.  que  la  diffé- 
rence dy  de  la  fécondé  inconnue  , foit  dans  le  dénomina- 
teur, & ne  foit  point  dans  le  numérateur.  Par  exemple,  fi 
l’on  propofe  de  trouver  la  valeur  de  * dans  1 équation  dx 
*+•  yd x — 1 dy  = o,  il  faut  divifer  tous  les  termes  par  dy -,  & 
l’on  aura  lequation  préparée  -jf-  — 1 = o.  De  même 
fi  l'on  propofe  de  refoudre  l’équation  dx1  = ày' , il 

faut  multiplier  tous  les  termes  par  1 — yy,  & enfuite  les’ di- 
vifer par  dy1 , & l’on  aura  l’équation  préparée  1 — -t- 

= o . Si  l’on  propofe  l’équation  dx  x ^rr—, xx 

1 , xx 

= , il  faut  multiplier  chaque  membre  par  2 V rr  — xx , 

& enfuite  les  divifer  par  dy  , & l’on  aura  l’équation  préparée 

~Jt  * V 1 — ? x Jrr  — xx  — V rr  — xx  = o. 
il  en  eft  de  même  des  autres  équations  différentielles . 


Exemple  IX. 

*°  u R trouver  la  valeur  de  x dans  l'équation  différentielle 


■ . T dx  

•*  jt  — 1 — o, 

i°.  Il  faut  fuppofer  x ■=  ay  ■+•  byy  •+•  (J  -+■  ey*  ■+■  fy'  &c. 
doù  1 on  déduira  en  prenant  les  différences  de  chaque  mem- 
bre» y-  = ■+•<*  2-Î7  -+-  397  -h  -+-  yjfÿ4  &c. 

20.  Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  -d/y  dans  la  propofée,  & 
elle  fera  changée  en  l’équation  qu’on  voit  icr. 

■ îby  -H  $cyy  ■+■  4 eyx  ■+•  5 fy*  &c. 


dx 

dy 


'ay  2 byy^f  3 r/  -t-  4^+  &c. 


3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particuliè- 
res qu’on  a fuppofé  de  coëficients  indéterminés  , lefquelles 
ferviront  à en  trouver  les  valeurs. 

Par  la  première  a — 1=0,  on  trouvera  a = 1. 
Par  la  féconde  -4-2 by  ay  — o , on  trouvera  b = — j, 

Hhh  iij 
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Par  la  troifiéme  -4-  397  -4-  2 byy  = 0,  on  trouvera  c = -4-  7. 
Par  la  quatrième  -4-  49'  ■+■  3 cf  =0,  on  trouvera  t — — 
Par  la  cinquième  -4-  5 fy*  ■+■  49*  =0,  on  trouvera  /■=■*■  A. 

40.  En  fubffituant  ces  valeurs  de  a > b , c , e , f , à leur  place 
dans  x = ay- 4-  />#  -4-  9*  -*"94  -4-//,  on  aura  * = 9 — LJJ 
-h  9'  &c. 

Ceit  la  valeur  approchée  de  * que  l’on  chercboit. 

Exemple  X. 

il 8 Pou  R trouver  la  valeur  de  x dans  l'équation  xx  — rr 


, rrdj£  

i?  ~~ 


o. 


1“.  II  faut  fuppofer  x = ay  -4-  by1  -4-  9 5 -4-  ey7  -t-fy’  &c. 
les  coeficients  a,  b,  c,  &c.  font  indéterminés.  On  ne  peut  pas 
fuppofer  x — ay  •+■  byy  ■+■  91  “4*  9+  &c.  pareeque  dans  cette 
fuppofition , on  ne  pourrait  pas  trouver  toutes  les  équations 
particulières,  propres  à déterminer  les  valeurs  de  tous  les  coë- 
ficients  indéterminés . 

En  prenant  la  différence  de  chaque  terme  de  * = ay  ■+•  by* 
-4-  95  &c  on  aura  = 4-4-  }byy-h  59*  -4-  79*  -4 •çfy'1  & c. 
quarrant  chaque  membre  de  cette  équation  , on  aura 

44  -4-  6alyy  -4-  çbby*  -4-  1449"  -4-  25  ccy*  ôcc. 

-4-  1049*  -4-  lobey*  -4-  184/78 
-4-  42^9* 

quarrant  auffi  chaque  terme  de  l’équation  fuppolëe  x = try 

h-  byl  Jc-cyp  &c.  ou  aura— — 

#*  = -4-  aayy  -4-  24/y  ■+■  b>by6  -4-  249®  &c. 

-4-  249 4 -4-  2&9* 

20.  Il  faut  fubffituer  ces  valeurs  de  , & de  xx  à leur 
place  dans  la  propofêe  , & elle  fera  changée  par  cette  fubfti- 
tution  en  l’équation  infinie  qu’on  voit  ici. 
f -4-  xx  = -4-  aayy  -4-  2 4^+  ■*“  *^9* 

-4-  249*  •+■  2^9* 

; — rr  = — rr 

0 = -{  . rrdx*  - » -----  ■ - rr . . — « 

' ^ 


&C. 


t 


*44rr 


<?4&T97  gi^rr?4  *4-  x^terrf  -4-  2^ccrry’  &c 
-4-  loacrry^a/m  loberrf  -4-  liafrry * 

-4-  qiberry* 

30.  II  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro , ce  qui  donnera  autant  d’équations  particuliè- 
res pour  déterminer  les  coeficients  indéterminés  > qu  on  a fup 
pofé  de  ces  coeficients  indéterminés. 
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Par  la  première  on  trouvera  aa  — i , d’où 
A — »*■  t - Par  la  fécondé  on  trouvera  b — — 
troifiéme,  c = ■+■  ^ : par  la  quatrième,  t — ~ 
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l'on  déduira 
■ £-r  ■ par  la 
~ • par 


la  cinquième,  f = 

4°.  II  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c , &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofèe  x = ay  -t-  by*  tf  &c.  & l’on  aura  x —y 
— T&r  -*■  jïffïôr*  • C’eft  la  valeur  approchée 

de  * que  l’on  cherchoit . i 


Exemple  XI. 

* 1 9 • Po  u R trouver  la  valeur  approchée  de  x dans  l 'équation 

i 

> cf  (f  +fy9  ÔCC.  d’oît 


iïl  ”d*_*  n 

i°.  On  fuppofera  x = ay  •‘r  by * 
l’on  déduira  •+■  3 lyy  -+•  59*  7e/  ■+■  <jfy%  &c. 

en  quarrant  chaque  membre , on  aura 

=*-  aa-*-  6abyy  ■+■  ?bby+  •+■  140?/  -4-  2Srr;'  &c. 


10 acy*’*-  lobe  y *• 


• qibey* 


2*.  On  fubftituera  cette  valeur  de  dans  la  propofce , 
& l’on  aura 


o=H 


==  •+■  1 


dm* 

4j* 


+ = 


= — aa  — 6abyy  — çlbf*  — 1 \aey*  — i5ccy'  - 
— 1 o acy*  — 3 o bcy*  — 18  afy* 

— 42  bcy* 

•**  aayy  6aby*  ■+■  <)bly6  ■+■  1 \aey*  ^ 
lodcy6  ■+•  30^/ 

3*.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro . 

Par  ces  équations  particulières  on  trouvera  a = 1 

* = -♦“?»  * = ■*■£•»  *=■*■  iVï,  /■♦“rlrr- 

4°.  On  fubftiruera  ces  valeurs  de  a , b,  c , &c.  à leur  place 
dans  x = ay  •*-by!  &c.  & l’on  trouvera  *=7' 

rfi77  -*■  rirrf  &c.  C’eft  la  valeur  approchée  de  x que 
l’on  cherchoit . 


Exemple  XII. 

130.  1 T propofé  de  trouver  la  valeur  de  ~ — * par  le  moyen 

de  l’équation  ■+■  pyy  — rrx  — zjy  — pxx  = o. 
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i°.  Il  faut  fuppofer  x = ayy -t-  by'  -+-  cys  &c.  d’où  l’on  dé- 
duira 2 ay  4 hyj*  6cy%  &c.  & xx  = H-  aay* 

►H  2abys  ■+■  té/  &c. 

2<»r/ 

2°.  On  fubftituera  ces  valeurs  de  *,  4j-,  xx  à leur  place 
dans  la  propofée , & l’on  aura 

f +-pyy  = +"?)) 

* -r-rrx  = — arryy  — brry*  — erry*  &c. 

— = — 2 arryy  — 4 brry*  — écrry6  &c. 

^ arpxx  = •t’dapy*  2abpy6  &c. 

Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

On  trouvera  par  ces  équations  particulières  a — * 

. « ^ 

b — H- 


0 = 4 

3° 


J X ^ jnjA/nyr- 

4®.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  x = ayy  ■+■  by+  H-  r/  &c.  & l’on  trouvera 


v' 

J X J X7  X 9 r>®  ‘ 


x—dr^jy^ 


TxFT^+  rxrx'fxTTTo/  &c.  d’où  l’on  dé- 
duira  — x = -7— -5^— 

CV  qui  étoit  propofée. 

Si  l’on  veut  fuppofer , pour  abréger , ~ = n , on  trou- 

rr  m • * «6  a 


vera  — — « II î? 

'era  f * — w j»  sx»»«  jXjX7 


1X7XH 

Exemple  XIII. 


&c. 


de  x dans  l'équation 

-y-  x qr  -+-  t ■ — ? X |/rr  — xx  — /rr  — xx  = o , 

i°.  Il  faut  fuppofer  x — ay  byi  -+*  cf  ■+•  oT  &c.  d’où 
l’on  déduira  = ■+*<»-♦“  3^7  -4-  59*  79*  &c. 

•+•  a: at  = •+•  H-  2</t|+  -t-  bby*  ôte.  •+*  x4  = •+■ 

•t-  2 acy6 

■+*  4«!é/  &c.  M-  x4  = -*-  e4/  &c. 

^ 

Il  faut  auffi  réduire  /rr  — xx  = rr  — xx  * en  la  fuite 
qui  exprime  cette  grandeur,  par  le  moyen  de  la  formule  gene- 
*203.  raie,  * où  il  ne  faut  que  fubftituer  4 à la  place  de  n,  rr  à la 
place  de  a,  & ■ — xx  à la  place  de  t>  & l’on  aura  /rr  — xx 

■=  ^«*=1 ■—  - rx'ÎTV  — -ntifcr  &c. 

Il  faut  concevoir  cette  valeur  de  /rr  — xx  à la  place 

de 


Digitized  by  Google 


Livre  VII. 


de  V rr — **  dans  la  propofée,  & fubftituer  Jes  valeurs  de-^y-, 
, x x*,  &c.  à leur  place  dans  la  propofée,  & l’on  aura 
%-  * ir — ^raqr^  3 hqryy  ■+■  5 •*-  7 eqry* 


•4- -37-  xt/rr — xx  = * ~atr  *-$btryy 


■ JCfM* 


■ **  — •»»  „« 

%r  'J  ir  J lr  / 

3***»  . s 

a r J ir  y 

. y» 

*X4r'/  lr  7 

♦*!*! S 

1X4'* y 

?«!*£.< 

îX.r'/ 


"1X4X17' ■< 


77-  x — f / rr — ata? = — <*rf  — 3 >77 — KîT4 — 7 eqry6 
'••  *•£// 

* *?*?,»•*■— t,< 

ar  ir  / 


— V’rr— j^  = — f *+-4r/  ; J 

1 •'  • • ' & 

lX«r'  -7 
<8 

- ^1X4X1 r<y 

2*.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro. 

30.  On  trouvera  par  ces  équations  particulières  4 = •+■  f , 

A ^ Il04>^-{04îîr—  n5fr» 

«w*  ’ ihA1  »Ç ,o4o rV“  » ***• 

40.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  a,b,c,  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  x ■=.  ay  byl  cy''  &c.  & l’on  trouvera 
* — 2 y’  i»0?’»*  504T7'—  ns?w  7 &C. 

• ' 6rr/+  hOtV  * J04*r**10  * ‘ 

Ç’eft  la  valeur  de  *■  que  l’on  cherchoit. 
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Exemple  XIV. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  xx  — u*l 

— nn^rry  =o,  l°.  il  faut  fuppofer  x=*  ^by^cy1  «4« ey f * 
&c.  les  grandeurs  a,  b,  c,  e,  font  indéterminées. 

»*.  Il  faut  prendre  par  cette  équation  fuppofée  la  valeur 
de  y—,  & l’on  trouvera  -$-  = 6 -*r  icy  -+■  yyy  -4-  &c. 

Il  faut  fubftituer  la  valeur  de  xx  & celle  de  , dans  la 
propose , & l’on  aura  l’équation  changée  fuivance . 

KX  = 4ta  2aby*“bbyy  «4-2 bey*  -4-&C. 

'+‘2acyy*miaryi 

— «£=  — é/  —29»  — &C, 

■4-  jjji  = ■+■ 

— nn  — — nn 

3*.  11  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à zéro,  & l’on  trouvera  par  les  équations  particulières  que 
donnera  cette  fuppofition,  a — n;  b — — y;  e — — jf; 

t ~ — ■ i « » » • 

4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  indéterminées  à leur 
place  dans  x—a'+by+cyy** &c.  & l’on  aura  x—n  — ÿy 

— -fryy  ■ &c.  C’eft  la  valeur  de»  que  l’on  cherchoit. 

Seconde  maniéré  de  refondre  h meme  exemple. 

SJ  » étoit  moindre  que  y,  il  faudrait  prendre  une  fuite  oh 
les  puîïTancesdéy  fe  rronvafftnt  dans  les  dénominateurs  des 
termes,  c’eft  à dire,' il  faudrait  que  les  expofans  des  puiflàn- 
ces  dejr  fuflènt  négatifs,  de  la  maniéré  fui  vante. 

i°.  Il  faut  fuppofer  x — ay<**by*+*  cyT1  -+-  eyT*  -4-&c. 
z°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  par  le  moyen  de  cette 
équation,  & l’on  trouvera  = a — cy~*  — iry*  &c. 

Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  **  & de  yj-  dans  la  pro- 
pofée,  & l’on  aura  l’équation  changée  fuivante, 

xx  = aayy  ^laby  **bb  -4-2  lcy~x  ^ÔCc. 

-4-2  ac  -4-  laejT1. 

. — — ayy  * H-t  — ity1 

•*~ny  = -4-  wy 

~ — nn  ■=  —nn 

3°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
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à zéro , & Ion  trouvera  par  cette  fuppofition  a = i , b — 

— f»,  f = -*•  i»«,  e = -*-  rr»ï. 

4®.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  dans  x—ay  by°  •*-cy~l 

•+•& c.  & l’on  trouvera  x —y  — <*•  \nny~l  &c. 

C’cft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Exemple  XV,  oîi  il  y a trois  inconnues: 
Avertissement. 

3*  Il  y a des  Problèmes  de  Geometrie  oîi  l’on  eff  obligé  d’em- 
ployer trois  inconnues  x,  y,  avec  leurs  différences,  dan* 
l’équation  qui  en  exprime  toutes  les  conditions:  Et  il  faut 
remarquer  que  cette  équation  qui  exprime  toutes  les  con- 
ditions du  Problème  , a été  formée  par  les  équations  par- 
ticulières qui  ont  été  réduites  à cette  feule  équation  qui 
les  contient  toutes  ; & que  par  confèquent  s’il  y a trois  in- 
connues , ou  un  plus  grand  nombre  , il  doit  y avoir  des 
équations  particulières  qui  expriment  à part  le  rapport  des 
unes  aux  autres  : ces  équations  particulières  doivent  être 
données  ou  connues  dans  les  exemples  où  il  s’agit  de  trou- 
ver la  valeur  de  l’une  des  trois  inconnues  par  une  fuite  qui 
ne  contienne  que  les  deux  autres  avec  les  grandeurs  con- 
nues de  l’équation. 

Pour  trouver,  par  exemple,  la  valeur  de  x dans  l’équation 
%dx  — xdy  — ndy  = o,  ou  divifânt  par  dy , dans  l’équation 
^ — jc  — » =o>  où  l’on  fuppofe  que  dans  le  Problème 
qui  a donné  cette  équation  , l’on  a l’équation  particulière 
sA  — xdy — ydy  =o,  ou  4:  —tdy  h-  ou  = i -t- £ 

= i -h  qui  exprime  le  rapport  de  % à y : pour  trouver, 
dis-je  , la  valeur  de  x dans  ^ — x — « = o , i* , il  faut 
fùppofer  x — axr'y  -*■  ■*"'  •**  &c.  a,  b, 

e>  e,  font  des  grandeurs  indéterminées . 

i°.  Il  faut  prendre  la  valeur  de  dx  dans  cette  équation 
fuppofée,  & l’on  trouvera  d’abord  dx  — &C'dy  — ax,~*ydç 

2 bxrxydy — ib^-ydi  -h  $cx~ydy — 3 c-Ç-yd^  WC*fdy 

— &c.  Ilfàutfubffituer  au  lieu  de  d^_  fa  valeur  xdy  •^xT'jdy[> 
& divifer  le  tout  par  dy,  & l’on  aura 

= *XT'dj  •+•  -4-4/?“*/  &c. 

. — ai"  y — ac'y'  — xbzT"y 

lii  >j 
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Il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  & de  x dans  la  propos 
• fée,  & l’on  aura  l'équation  changée 

^ =4  ■+■  ibXT'y  3(Z~ly2  •*m4 fz~}y  &c. 

— — ikcy 
— *hry — 3 cz~l? 

—*=  — *C'y  — kç*f  — czrJy* 

. 3°.  Il  faut  fuppofêr  chaque  terme  de  cette  équation  égal 
à zéro,  ce  qui  fera  trouver  a = »,  b — »,  ç — *f-ye  = 

a*  „ 

4°.  Il  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  a,  h , ct  &c.  dans  l’équa- 
tion fuppofée  , & l’on  aura  x = nxT'y  »Z~Y  •+•  j»Z~Y 
^-»z~*y^  &c-  C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchok. 


Corollaires  qui  fuivent  de  la  première  méthode  du  fécond 

Problème. 

Corollaire  I. 

Qui  contient  ce  qu'on  appelle  le  retour  des  fuites , ou  la  maniéré 
de  trouver  la  fuite  inver fe  d'une  fuite  donnée  - 

*•  J 4*  T .O  R s qu’on  a la  valeur  de  x exprimée  par  une  fuite  des 
pu i fiances  de/,  avec  des  coëficients  connus  dans  tous  les  ter- 
mes , par  exempte  x ■=  ay  tryy  -i-  cp  -*•  ep  ^ fy6  &c. 
ou  bien  x = ay  arby1  Or  cy'  ■+•  e/7  &c.  ou  bien  x = ayy 

by*  cy*  ôcc.  ou  de  quelqu’autre  maniéré  que  ce  puiflè 
être*  on  peut , par  la  même  méthode,  trouver  la  valeur  de/ 
par  une  fuite  des  feules  puiftances  de  x , dont  les  coëficients 
connus  n’auront  que  les  grandeurs  connues  a , b r c , e , &c. 
de  la  fuite  fuppofée  connue . C’eft  ce  qu’on  appelle  le  re» 
tour  des  fuites. 

On  fuppofé,  par  exemple,  x = ay  hyy  <+•  */’  •+•  ey*  -t-  fy* 
&c.  les  coeficients  a , b,  c,  <?,/,  &c.  font  fuppofés  reprefen- 
ter  des  grandeurs  connues-.  Pour  trouver  la  valeur  dey , le - 
quation  propofée  fera  o = — x ^ ay  byy  cy' 

&c. 

i°.  On  fuppofera  y = lx  •+•  wxx  »*J  *+•  px*  f **  «4-rx* 

&c.  les  coëficients  /,  r»,  »,  &c.  font  fuppofés  indéterminés . 
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a*.  On  déduira  de  cette  fuppofition  y)  — Ifxx  Zlmx* 
•b  mmx*  -b  ilpx*  -b  nnx*  ÔCc. 

*4-  2lnx*  -♦*  zmnx'  -4-  2l<jx* 

= lix!  *4"  3//w*+  -4-  ilmmx 5 -4-  &c. 

*4-  3/Z0X5  «4-  6lmnx* 

•bmJx6  ' 

f = I4x*  •bqPmx1  «4-6  llmmx*  &c. 

-4-  4/Jwx‘ 

y'  = /'**  «4-  $l+mxs  &c. 

/ = /V  &c. 

On  fubfti tuera  ces  valeurs  dey,yy,  &c.à  place  de  &c. 
dans  la  propofée,  & l’on  aura  . ' 


*+■  <*>  = alx’bamxx’banx*  *bapx*  •baqx*  •barx* 

*b  byy  = -4-  bllxx  -4-  iblmx'  -4-  bmnx*  -4-  2 W/>x  -4*  £»/jx4 

•bllln*  *b2  bmnx1  -b2bl]x‘ 

■ 4-  2 bmpx6 

*bcf  = - ibcl'x'  *b  icllmx+’b  sclmmxi-b  icllpx6 

•b  %cllnx'  -4»  èclmnx6 
•b  cm?  x6 

**"  — •behx*  •bqeVmx’  •bôellmmx6 

-^/pefinx6 


•bfy’  =*= 

=3 


Vrï 


■*  sfl'mx0 
• gl‘xs 


, 3°-  0(1  Tuppofera  chaque  ferme  de  l’équation  changée 
égal  a zéro,  & l’dh  trouvera  par  ces  équations  particulières 
i=-b±,  m =,  — , » = ^,  p — 


„ . *l4*  -4«  **•(*  — ♦ JMrt  — *'«V 

7 " T'-1  7 » r 


Mldtiht— 18  iMt  •+•  ys’ii +,•/*>  if — â+; 

in  ' *■  y 


4°.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  ooôficients  indétermi- 
nés l,m,  n,  ôcc.  à leur  place  dans  y — lx -b  mxx  -4-  nx'  &c. 

& l’on  trouvera  y =a=  - — • 


^ * 


« • • •• 4 

lu  nj 
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-4 'U  ^ >44&y*  — »<<4kr  — *tduH*  •V  74yr»  **  ?4^  — • m4w  ^ » 

4>i  ^ üCCl 

C’eft  la  valeur  de  .y  que  l'on  cherchdt. 


Remar  q_u  e s. 

L 

*$jr  o»  peut  de  la  même  manière  trouver  la  valeur  de  y dan» 
les  équations  x = ay-*-  by » cf  &c.  x = an  .+»  by*  •+.  Cy* 

&c.  & dans  les  autres  où  les  expofans  des  puiflanccs  de  y font 
ca  progreflion  arithmétique.. 

Quand  on  aura  les  valeurs  de  y dans  tous  ces  cas  différera  , 
ces  valeurs  ferviront  de  formules  pour  trouver  tout  d’un 
coup  la  refolution.  des  Problèmes  qui  font  les  inverfes  de 
ceux  qui  font  exprimés  par  les  équations  où  Ion  a trouvé 
la  valeur  de  x par  une  fuite  qui  contenoit  les  puiflàncesde/, 
dans  les  exemples  précedens  , & dans  tous  les  autres  fem- 
blables.. 

Pour  en  faire  voir  ici  une  application  , on  le  fervira  duneu- 
. "“T-viéme  exemple , * qui  fort  dans  la  Geometrie  à trouver  le  lo- 
garithme hyperbolique,  reprefenté  en  general  parade  tout 
nombre  donné  reprefenté  en  general  par  i 

L’on  a trouvé  le  logarithme  x = i y — jj J ’+jf î/* 

•fj;»  &c. 

Pour  trouver  le  nombre  r *^y>  qu’on  fuppofe  à prefent  in- 
connu,. par  une  fuite  qui  contienne  les  puiflànces  du  loga- 
rithme conntrx,  tt  ner-ftut  que  iuppofer  i =a,  — 7 ~ 

•*>  7 = c,  — 7 = e,  f =/,  &c.  & fubftituer  ces  valeurs 
de  ayb,c}  &c.  dans  la  formule  j = \ — ^ xr&<x. 

& l’on  trouvera  y = f — 7 xx  ■+•  ^ x*  &c. 

Ajoutant  l’unité  à chaque  membre,  on  aura  1 ■♦«/=  r -4-  f 
— xxx-k-tsi  x1  &c.  où  x étant  fuppofée  connue,  jtr'J’elt 
aufli.  Ce  qui  étoit  propofé.. 


IE 

f J®-  Sans;  fupputer  de  nouvelles  formules;  pour  te  retour  de* 
fuites  dans  les  cas  où  les-  expofans:  des,  puiflanccs.  des  y,  ne 
font  pas  dans  la  progreflion  naturelle  1,  a,  3,  &c.  mais;  fui- 
ent la  progreflion  r,  4,  St  &c.  ou  r,  j,  y,7,&c.  ou  une  autre 
quelconque  dont  les  termes  font  des  nombres  entiers  ; on 
peut  fe  fetvir  dans  ces  cas  de  la  formule  feule  du  1"  Corol- 
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laire  ; par  exemple , la  valeur  dey  =7  — -7?-*-  &c. 

peut  fervir  de  formule  pour  trouver  tout  d’un  coup  la  valeur 
de  y par  les  puiflànces  de  x,  dans  les  équations  infinies  où 
les  puiflànces  de  y feroient  y,y\  y',  y7,  -&c.  en  fuppofant, 

1%  tous  les  termes  de  la  formule  où  Ce  trouvent  les  puiflan- 
ces  paires  de  x,  comme  xx,  x*,  x*,  ôcc.  égaux  à zéro  , & re- 
tranchés de  la  formule;  & en  fuppofant,  2°,  égaux  à zéro  tous 
les  coefficients  b,t,g,  &c  des  puiflànces  paires  dey,  comme 
yy,  y\  /,  &c.  de  l’équation  fuppofée  x = ay  <*-byy  cy'  ef 
•*fy'  -+-£>6  &c. 

Pour  trouver , par  exemple , la  valeur  de  y dans  l’équa- 
tion *x—y  if  zV/  ■+■  rBr/  &c-  Par  le*11*’ 

moyen  de  la  formule  precedente,  on  fuppolcra  , 1%  les  ter- 
mes — ~r  ■+■  & les  autres  oii  le  s puiflànces  de 

x font  paires  , égaux  à zéro , & retranchés  ce  la  formule. 

On  fuppofera , a°,  afin  que  l’équation  propofee  x =y 
•h  if  ôcc.  foit  reprefentée  par  x = ay  H-  hyy  -t-  cy>  ■+•  ey* 

fy' gy'  ôcc.  a—  i,  i = o,  < = i,  cz=o ,/  = ^s 
• ^=o,é  = rh,&c. 

f.  On  fubflituera  dans  les  termes  de  la  formule  où  les  puif 
lances  de  x font  impaires,  les  valeurs  précédentes  d ea,b,ct 

, &c.  & l’on  aura  y — x -i  &c.  C’eft  la  valeur  de 

y que  l’on  cherchoit . 

On  peut  de  même  Ce  fervir  de  la  valeur  de  y — ~ ~ 

x’  ôcc.  pour  le  retour  des  fuites  dans  les  autres  cas . 

III. 

% 3 -j.  Si  x n’étoit  pas  linéaire  dans  la  fuite  di refie  x = ay  byy 
«4-  cy'  &c.  mais  qu’il  y ieût  par  exemple  x’=  ay  •*-  byy 
■4-  cf  ■+■  &c.  ou  en  general  x n = ay-*-  byy  cy1  &c.  il  fau- 
drait dans  ces  cas  commencer  par  élever  chaque  membre  à la 
puiflànce  j ou  7 , ce  qui  rendrait  x linéaire  dans  le  premier 
membre  , & enfuite  on  trouverait  la  valeur  de^  exprimée  par 
une  fuite  où  il  n y aurait  que  les  puiflànces  de  x avec  les  coëfi- 
cients  de  l’équation  propofee , comme  dans  le  premier  Co- 
rollaire . 

Corollaire  II. 

13 8. 3 °it  une  équation  dont  chaque  membre  contienne  une 
fuite  infinie,  comme  ax  bxx  ex1  *♦*  dx*  «H  tx'  •‘r^fx*  ôcc. 


ê 
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— ly  ■*-  myy  -4-  ny'  -4-  py * -4-  qy*  -4-  ry*  &c.  dont  le*  coefi- 
cienrs  font  fuppofés  reprefenter  des  grandeurs  connues,  & 
dont  chaque  membre  ne  contient  qu’une  inconnue , c’eft  à 
dire,  que  l’inconnue  d’un  membre  ne  fe  trouve  point  dans 
l’autre  membre:  On  peut,  par  la  même  méthode,  trouver 
la  valeur  de  l’une  des  deux  inconnues,  par  exemple  de  x, 
exprimée  par  une  fuite  infinie  qui  ne  contiendra  que  les 
puiflances  de  y,  avec  des  coëficients  connus . Cette  équa- 
tion peut  fe  remarquer  ainfi  par  tranfpofition,  ax  -4-  ex* 

•+*  dx*  -4-  ex'  -4-  fx*  &c.  — ly  — myy  — nf  — py*  — qy* 
ry * &c.  = o . 

Pour  trouver  la  valeur  #,  i*,  il  faut  fuppofer  x = Ay 
•4-  Byy  -4-  Cf  -4-  Dy*  «4-  Eyf  -4-  Fy*  &c.  les  coëficients  A,  Bt 
C,  &c.  font  indéterminés. 

On  fubftituera  cette  valeur  de  x,  & les  puiflances  de  cette 
valeur  à la  place  de  *•  & de  fes  puiflances  dans  la  propofee , & 
l’on  aura  l'équation  changée  fuivante, 

mJy .4* xSyy  <4-4C*’  i+aDy*  «^»r/  *44  mTjP  fcc. 

i >4«  bAAyy^r  xbABy>  «+•  bBBy*  »4«  ibADy'  •+■  bCCy* 

HN  ztACy*  +*  ibBCy'  *4«  ibAEy  3ccJ 
-4-  1 bBDy* 

*4"  cA’yi  pH3 cA'By**»  icABBy'+>  cB'y'  &C. 

tjmjcAACy’^*  6cABCy  t 
■4*  yAADy 

M 4dA*y*  +*KiA'By'+*  tdAABBy*  tic. 

-4*  4 iA'Cy* 

— — — — i Mtapp  wfirA*Bya  8k'. 

•4»  fA*f*  Scc. 

ly  —myy  —nyi  —fy*  —ly'  — rJ*  8te, 

2°.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro. 

3°.  11  faut  déterminer  par  ces  équations  particulières  les 

coëficients  indéterminés  A,  BtC,ôcc.  & l’on  trouvera  A = ?t 

m—iAA  r ^tn  — alAI—  'A*  _ » — iBB  — il-~4C  — l'ABB  — dA* 

= ~m  » L 4 > U « 

On  trouvera  de  meme  la  valeur  des  autres . 

Pour  abréger  le  calcul,  on  laifle  les  capitales  A,B,C,D,  Sic. 
qui  font  les  coëficients  indéterminés,  au  lieu  de  leurs  valeurs 
qui  les  précèdent,  & ces  capitales  les  reprefentent . 

4°.  Il  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  A,  B,  C,  Dt  &c.  dans 

x—  Ay  «+■  Byy  Cy}  <+■  Dy * Sic. 

& 


MX  — 
+>bxx= 


•Ht*  J — 


*♦*/*•“ 

-«M— kc — *~ 
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& l’on  aura  # = { y yy 

^ y — *Bi  — îiur  — }c^4BB  — 4*4* 

C’eft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 
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R E M A R QJJ  E S. 

I. 

1 3 9*  ^^eTTE  valeur  de  * peut  fervir  de  formule  pour  trouver 
tout  d’un  coup  la  valeur  de  x dans  les  cas  où  les  expofans  des 
puiflances  des  x & des  y font  dans  une  autre  progreffion  arith- 
métique que  celle  des  nombres  naturels  1,  2, 3,  &c. 

Dans  les  cas , par  exemple , où  les  expofâns  des  puiflances 
des  x & des/  font  impairs , comme  1,  3,  5,  7,  &c.  il  faudra 
fuppofer  , i°,  dans  lequation  ax  ■+■  b#x  -4-c*1  -+-  dx*  ex' 
•4 -fx*  &c.  = ly  -h  myy  -+-  nÿ  ■+■  py+  •+■  -4-  ry6  &c.  les  coë- 

ficients  bt  d,f,  &c.  >»,  p,  r,  &c.  des  puiflances  paires  des  x & 
des 7,  égaux  à zéro:  Er,  2°,  retrancher  de  la  formule  x-=  -y 
>4-  yy  &c.  tous  les  termes  où  les  puiflances  de  y font 

paires,  fçavoir  le  a*,  le  4',  le  6e,  Sec.  comme  étant  égaux  à 
zéro. 

S’il  étoit  propofé , par  exemple , de  trouver  par  le  moyen 
de  la  formule  precedente , la  valeur  de  x dans  l’équation 
x x1  -fz-  *’-4-  rfr  *7  -4-vfj j x>ÔCC.  = ty  •t-Zy’ 

■h 7 *f»y7w*m—\Jfî y9  &c.  il  faudrait  fuppofer,  afin  que  cette 
équation  fuft  reprefentée  par  ax  •+•  hxx  -t»  ex 1 -4-  Jx*  -4-  ex’ 
■4 -fx*  &c.  = Iy+-  myy  -+•  nf  py*  fy' ry*  Sic.  que  a = it 

b=  o,  c =j,  d=o,  e = £r,f  =0,  &c.  l~t,mz=ol 
»—*,p= o,  q = -&  y r=o,s  = ~ , &c.  Il  faudrait  en- 
core fuppofer  que  les  termes  des  puiflances  paires  dey,  fçavoir 
le  2e,  le  4e,  le  6%  &c.  de  la  formule  * = ± y •+■  "L~~-yyôc c. 
en  font  retranchés , étant  égaux  à zéro  ; & fubflituer  enfuite 
les  valeurs  de  & c.  dans  la  formule,  & l’on  aurait  la 

valeur  de  *•  dans  l’équation  propofée  exprimée  par  une  fuite 
infinie  où  il  n’y  a que  des  y,  ce  qui  eft  facile . 


II. 


140»  Ce  fécond  Corollaire  contient  le  premier,  c’eft  à dire,  la 
formule  que  fait  trouver  ce  fécond  Corollaire , contient  la 
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formule  ou  la  valeur  de  x du  premier  Corollaire;  il  ny  a qu'à 
mettre  dans  lequation  ly  -4-  my1  ny*  &c.  = ax  •+•  bx* 

-4-  ex * &c.  x au  lieu  àey  dans  le  premier  membre,  Sx  y au 

lieu  de  x dans  le  fécond  membre;  & fuppofer  dans  le  premier 
membre  /=  i,  & m—  o,  n = o,  c’eft  à dire,  luppofer 
que  le  premier  membre  ne  contient  que  le  premier  terme, 

& cette  équation  deviendra  i x=  ay  +-by%  cy * df+ey* 

■4-  &c.  qui  eft  lequation  du  premier  Corollaire.  Ce  qui  fait 
voir  que  la  formule  du  fécond  Corollaire  deviendra  la  for- 
mule du  premier,  en  fuppofant  dans  cette  formule  du  fé- 
cond Corollaire  * à la  place  de^  Sx. y à la  place  de  x,  & /=  i , m 
= 0,8  = 0,  p—  o,ç  = o,&c. 

Corollaire  IH. 

Mi-  O N peut  par  la  même  méthode  trouver  la  valeur  de  x dans 
lequation  ly  myy  -4-  ny*  py*  -4-  qf  &c.  = ax  Byx 
■4»  yyyx  ■*»  tfx  •+■  ty*x  &c.  *4-  bxx  •+■  tyxx  h-  ryyxx  *4»  fèy’xx 
•4-  xy*xx  &c.  -4-  fx1  -4-  tyx1  «4*  *4-  ry’x1  «4-  p/V  &c. 

-4-  dx+  -4-  xyx*  -4-  yyyx  4 -4-  <p;lx+  -4-  %/*x4  &c.  dont  tous  les 
coèficients  font  fuppofes  reprefenter  des  grandeurs  connues, 

& où  les  deux  inconnues  x & y font  mêlées  enfomble  ; on 
peut , dis-je , trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  infinie 
qui  ne  contienne  que  les  puiflances  de  y avec  des  coëfi- 
cients  connus. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x,  après  avoir  mis  par  trans- 

pofitiOQ  le  premier  membre  riant  fmmotti  , il  fout , l°  ftippo- 

fer  x = Ay  *4*  Byy  -4-  Cy ’ *4-  Df  & c.  les  coèficients  A>B,C}  &c. 
font  indéterminés . 

Il  faut  enfuite  fubfiituer  les  valeurs  de  x,xx,  x1,  &c.  qui  Ce 
déduifent  de  cette  fuppofition , dans  lequation  propofée  , & 
l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit , 

a.  A y 4*  a Sjy  *4-  a.Cj  i *4*  ctDy*  Sec. 

+*QAry  etc. 

•b-yAjn  scc. 

w^i'Ay*  Sec. 

t&iAAyy**‘iiA£j’’+*bBBy*  Scc; 

■4«  i bACy* 

•¥ÇAA]'  4-  ïÇABy*  SCC. 

■H  nAAy ■*  Sec. 

"4*  vAABj+8ic. 

•4-  Sec. 

*4-  Sec. 

’y  rrneyy  tel V*  r-/>/4  Sec 


o = i 


*4*  et* 

t+>(iyx 

►4 «rrr* 

►4*  J)' 

<+ixx 

»4*«/y*x 

*4*cx> 

■Hx?*' 

m<rfx4 

.— t»— »»<—«♦  sec, 
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2*  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro.  • 

30.  Il  faut  trouver  les  valeurs  des  ccêficients  indéterminés 
At'B,C,  &c.  par  le  moyen  de  ces  équations  particulières. 

4*.  Il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de  A,  Bt  G,  &c.  à leur  pla- 
ce dans  x = Ay  -4-  Byj  Cf  &c.  & l’on  trouvera 

/ m ■ — ÛA  • — b AA  » — /JS- — y A •—  xbAti  • — CAJl—cA'  » 

* = — i — jj  « y 

^ y — fie  — >B  — ,Ty<  — IBB— tiAC—iÇAB  — «.Lt  — 3 cAAB  — ^ 


C’eft  la  valeur  de  x que  Ion  cherchoit . 

Orralaifle,  pour  abréger,  les  lettres  capitales  à la  place 
de  leurs  valeurs . 

Cette  valeur  de  x peut  fêrvir  de  formule  pour  refoudre 
toutes  les  équations  qui  peuvent  être  reprefentées  par  la 
propolee . 


Remarque. 

X41.  troifiéme  Corollaire  contient  le  fécond  Corollaire,  & 
par  confequent  il  contient  auffi  le  premier  Corollaire  -,  c'eft 
à dire  , la  formule  de  ce  troifiéme  Corollaire  deviendra  celle 
du  fécond  Corollaire,  en  fuppofant  dans  cette  formule  du 
troifiéme  Corollaire , /3=o  y = o,  J = o,  f =■  o,  { = o, 
7)  = O,  6 ==  O,  K = O,  A = O,  = o,  » =0,  p = ot  t = o, 
v = o,  <p  — o,  x — o,  &C. 


Corollaire  IV. 

Pour  trouver  les  formules  des  Corollaires  précédents, 
on  peut  fe  fervir  de  la  méthode  de  prendre  les  chifres  d’une 
maniéré  indéterminée  de  M-  de  Leibnits , qui  eft  dans  les 
Attes  de  Lipfic  * . Par  exemple,  pour  avoir  la  formule  du  «de  l'an 
fécond  Corollaire  qui  fort  à trouver  la  valeur  de  x dans  tou-  1700. 
tes  les  équations  reprefentées  par  ax  bxx  ■+•  cxJ  dx+  &c. 

= ly- ♦-  myy  nf  pf  &c.  qui  eft  l’équation  du  fécond 

Corollaire  , oh  l’on  fuppofe  que  les  coëficients  a,  b,  c,  &c. 

/,  m,  »,  &c.  reprefentent  des  grandeurs  connues , on  fuppo- 
fera  toutes  les  mêmes  équations  reprefentées  par  iox-t-  ioxx 
*+•  30^  -4*40**  •+*  50*%  &c  = 017  -t-  otyy  «+*  o 3y*  -*«04/* 

**■  05/  &c. 

Le  premier  chifre  du  rang  le  plus  à gauche  dans  chaque 
terme  reprefente  le  coëficient  de  la  puiftance  de  x dans  ce 
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terme}  par  exemple  dans  le  terme  30^,  le  chifre  3 du  rang 
à gauche  reprefente  le  coëfïcient  du  terme  oh  eft*1,  dans  le 
terme  40*4,  le  chifre  4 reprefente  le  coëfïcient  du  terme  où 
eft#4,  & ainfi  des  autres:  Et  comme  il  n’y  a point  de  * dans 
le  fécond  membre,  il  n’y  a que  des  zéros  dans  le  rang  à 
gauche  de  chaque  ternie  de  ce  fécond  membre. 

Les  chifres  du  premier  rang,  c'eft  à dire  du  rang  le  plus 
à droite  dans  chaque  terme,  reprefentent  les  coëficients  des 
termes  où  font  les  puiffances  dey.  Par  exemple,  dans  le  ter» 
me  03/,  le  chifre  3 reprefente  le  coëfïcient  du  terme  de  l’équa- 
tion où  eft  /,  dans  le  terme  04 y*,  le  chifre  4 reprefente  le  coë- 
ficient  du  terme  où  eft/,  & ainfï  des  autres. 

Par  exemple,  l’équation  10*  -4-  2ox*  ■+■  30**  -t-  40.** 
•+•  50*’  &c.  = 01 y -4-  024^  ■+-  03/  ■+■  04 y*  -4-0 5/  &c.  repre- 
fentant  l'équation  ax  •+-  bxx  -4-  cx!  dx*  -4-  ex * , &c.  = ly 
»+■  myy  •+-  »/  -4-  py 4 •+-  <]y'  &c.  le  chifre  1 du  terme  io*  repre- 
fente le  coëfïcient  a du  terme  ax  reprefente  par  10* . Le  chifre 
3 du  terme  îoxx  reprefente  le  coëfïcient  b du  terme  •+•  bxx  re- 
prefonté  par  20**,  & ainfï  des  autres.  Dans  le  fécond  mem- 
bre le  chifre  1 du  terme  01 y,  reprefente  le  coëfïcient  l du 
terme  ly  reprefente  par  01  y,  le  chifre  2 du  terme  o lyy,  re- 
prefente le  coëfïcient  m du  terme  myy  reprefente  par  oiyy  ; & 
ainfï  des  autres. 

Les  valeurs  de  2, 3,4,  &c.  des  chifres  de  réquation  iox 
-4-  ioxx  30*’,  &c.  = oiy  -4-  023^-4-03/,  &c.  fervent  feu- 
lement fTfaîfe  rgconncAue  quet»  folie  1rs  xëefrcienrs  qu’ils  repre- 
fentent, pareeque  2,  par  exemple,  dans  20xx,  étant  à l’ex- 
pofant  de  la  puiflànce  **dans  ioxx,  quand  dans  la  réfolutioo 
on  aura  20,  cela  fera  connoître  que  20  reprefente  le  coëfïcient 
du  terme  où  eft  xx. 

De  même  dans  03/,  le  chifre  3 étant  égal  à I’expofânt  de 
la  pui (Tance/,  fera  connoître  dans  la  réfol ution  que  03  repre- 
fente le  coëfïcient  du  terme  où  eft/,  & ainû  des  autres. 

Pour  trouver  une  formule  qui  reprefente  la  valeur  de  x 
dans  les  équations  reprefentées  par  iQx  -4-  2o*r  -4-  30*’  <2cc. 
= oij'  -4-  02 yy  •+■  03/  &c. 

i°.  Il  faut  fùppofër  2 = 10 17  *4“  ioiyy  -4-  103/ -4- 104/  &ç. 
les  coëficients  101,  102,  & c.  font  indéterminés , & ils  ont 
trois  rangs  pour  faire  reconnoître  que  ce  font  les  coëficients 
indéterminés. 
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Les  chifres  1 , 2 , 3 , 4,  &c.  du  premier  rang  à droite,  fer- 
vent à faire  connoître  les  termes  & à les  diftinguer  , le  chifre 
1 marquant  le  premier  terme  où  eft  y , le  chifrc  a marquant 
le  fécond  terme  où  eft  77 , le  chifre  3 marquant  le  troifiémc 
terme  où  eft/’ , &c. 

Il  faut  fubllituer  dans  la  propofée  iox  4-  ioxx  "♦“30^  &c. 
— 017  — 0277  — 037»  = o , à la  place  de  x , xx , xl  t &c. 
leurs  valeurs  prifes  dans  l'équation  fuppofée  indéterminée 
x = 1017  -4-  10277  -4-  1037’  &c.  & Ion  aura  l’équation  chan- 
gée qui  fuit, 

«X*  =:  10X101/  10 X loijty  -t-  10 x 1 03 X/1 


4-  10  y 104/1 


f 

t 


«♦-40x10  j/» 

— 04/  ® 


4><ioXx*:=;  4-  20  x 101  yy  •**(.)  xio  xioiXioj/’  4-îoXioiy* 

>4-(t;«ioxioiXic3/‘*  8 
— j — 1 

4-J0X*'=  4-30X101/’  4*(3)X3oXiotyioiy*  8 

4 

4-40  X X*  ~ O.io«  loiit  8 

•“ «I/*— oî//-—03/>— 04/+îcc.=:  —01/  — 01//  — > 03/1 

20.  Il  faut  fuppofer  chaque  terme  de  l’équation  changée 
égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  qui  fer- 
vent à trouver  les  valeurs  des  coëficients  indéterminés  roi , 

102,  103 , &c. 

30.  Par  la  première  de  ces  équations  iox  ioi=oi,  on 
trouvera  ioi  = ; par  la  fécondé  io  x 102  4-  20  x 101 

a 

= 02,  on  aura  102  = -’~Y  * ' ° par  latroifiéme  10  x 103 
14-  (2)  x 20  x loi  x 102  4-  30  x 1 o 1 = 03,  on  trouvera  103 
_ par  la  quatrième  10  x 104 

H-  20  X 102  -4-  (2j  X 20  X IOI  X IO3  4-^  X 30  X loi  X 102 

*4-40  x 101  =04,  on  aura  104  — °X'°Hi)x»x">'Xn) 

• — — * 1 °Xl  ° ' *r3a  1~4  *'  ° r . On  laifte  dans  ces  valeurs,  pour 
abréger  le  calcul,  les  coëficients  indéterminés  101 , 102  , &c. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées . 

^ 40  II  faut  fubftituer  ces  valeurs  des  coëficients  indétermi- 
nés 101  , 102  , &c.  à leur  place  dans  l’équation  fuppofée 
x = 10 17  4-  102 yy  4-  1037’  &c.  & l’on  aura 


1 . / — rs — yy 


>j-(»X)4°Xt°iXioi  — I°X'°1  jl 
10  / ‘ 


^.H-»°X'in-|i)XioXioiXi°l-lliXloXi«'Xro!-4°X'»  » y*ÔCC 

Ceft  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit , ou  plutôt  c’eft  la 
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formule  generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  tou- 
tes  les  équations  reprefentées  par  10*  20**  -4-  302-*  &c. 

==  oiy  *4-  02 yy  -4-  03/  &c.  11  n’y  aura  plus  qu’à  fubftituer 
dans  cette  formule  les  coeficients  des  équations  quon  voudra 
refoudre , à la  place  des  coeficients  de  la  formule  qui  les  re- 
prefentcnt,  & l’on  aura  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  ex> 
primée  par  une  fuite  où  il  n’y  aura  que  d es  y. 

Avertissement. 

T iES  chifres  1 & 3 renfermés  par  des  parenthefes  , ne  font 
pas  reprefentati fs  comme  les  autres  , mais  véritables  ; par 
exemple  dans  la  grandeur  — (2)  x 20  x 101  x 102,  le  chifre  z 
marque  qu’il  faut  prendre  le  produit  ao  x xoi  x 102  deux 

fois;  de  même  3 dans  — (3)  x 30  x 101  x 102  j marque  qu’il 

faut  prendre  trois  fois  le  produit  reprefenté  par  30  x 101  x 
102,  & ainfi  des  autres . 

Corollaire  V. 

144>  Pou  R avoir  une  fcmblable  formule  qui  ferve  à trouver  la 
valeur  de  x dans  les  équations  reprefentées  par  celle  du  troi- 
fiéme  Corollaire,  où  les  x font  mêlés  avec  les  7,  on  fuppo- 
fora  que  ces  équations  font  reprefentées  par  l’équation  îox 
•+■  1 1 yx  -H  i lyyx  -4-  1 $y]x  1 yy*x  &c.  «4-  zoxx  -t-  2 îyxx 

■4-  2 lyytT  ^"2 37' X X "•*■  24j»TflrOLL.  ^JOx*  3 1 yx*  -4-  3 lyyx* 

3 37V  *4-  ^*40^*  «4-417**  -+-42 yyx*  -4-  43 y'x* 

-4*  44 y*x*  &c.  = 017  -*■  0277  -4-  037*  -4-  047*  -4-  057’  &c. 
Les  coeficients  de  chaque  terme  reprefentent  les  coeficients 
donnés  des  termes  de  chaque  équation  donnée,  qui  eftrepre- 
fontée  par  celle-ci.  Pour  les  diftinguer  & les  reconnoître,  il  y 
a deux  chifres  dans  le  coëficient  de  chaque  terme  , celui  qui 
eft  le  plus  à gauche  eft  égal  à l’expofant  de  la  puiflance  dc#> 
& celui  qui  eft  le  plus  adroite  eft  égal  àl’expofant  de  lapui£ 
fonce  de  y par  laquelle  la  puiflance  de  x eft  multipliée. 

Par  exemple,  dans  3474^,  le  chifre  3 eft  égal  à l’cxpofont 
de  la  puiflance  x3,  & le  chifre  4 eft  égal  à l’expofant  de  la  puif- 
fânce y*,  mais  les  deux  enfomble  34  marquent  Amplement,  ou 
teprefcntent  le  coëficient  donné  du  terme  de  l’équation  donnée 
où  fe  trouve  le  produit  y*x*-t  & ainfi  des  autres . 
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Pour  trouver  la  formule  qui  reprelénte  la  valeur  de  x , ex- 
primée par  les  feules  puiflances  de  7 , & par  les  coëficients  don- 
nés reprefentés  par  ceux  de  lequation  precedente , 

i°.  Après  avoir  mis  le  fécond  membre  dans  le  premier  par 
tranfpofition  , on  fuppofera  x = 1017  ■+■  10277  -4-  1037* 
I04/+  &c.  les  coëficients  ioi,  102 , &c.  font  indéterminés , 
& ils  ont  trois  rangs  pour  les  faire  reconnoître  . Leschifres 
1,2,3,  &c.  du  rang  le  plus  à droite , fervent  à en  diftinguer 
les  termes  > le  chifre  1 marquant  le  premier  terme  où  e(t7, 
2 marquant  le  fécond  où  edyy , 3 marquant  le  troifiéme  où 
cft7J  &c. 

On  fubftituera  enfuite  dans  la  propolee  ior  -H  117* 
izyjx  &c.  à la  place  de  x , xx , x1 , &c.  leurs  valeurs  prifes 
dans  l’équation  indéterminée  x = 1017  4-  10277  ■*“  loi) 1 &c. 
& l’on  aura  l’équation  changée  qui  fuit, 

ioXx  1=10X101/4-10X10277  4-10X10)71 


4-11  x/*  sa 
4-i  2/7*  = 
4-137'*  = 
Scc. 

4--o**  — 

4-117**  — 

4-1177**  := 
«ce. 

4-30*1  SS 


• 11  X toi/7 


4-11X  1017’ 
4*ii  X 1*17' 


4- 10  X 101  774-fi)xioXioi  Xioi,i 
* • 


4-IO)(t04/4 

4-t  ix»0!^ 
4-1 1X101 74 
4-13X1017» 
— 1 

4î°Xioi  7+ 
(ï)Xio  Xiol  X1037+ 


4-3>7*’  = 

«te.  , 

4-40*’  ~ 

“O17— 0177--037'— o^T+acc.a:— 017  —‘0177  *-037» 

2°.  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
égal  à zéro , ce  qui  donnera  les  équations  particulières  pro- 
pres à déterminer  les  coëficients  indéterminés  101,  ioz,  &c. 

3°.  Par  la  première  de  ces  équations  particulières , qui  eft 
10  x lâi  = 01, trouvera  101  = par  la  a»  10  x 102 

H-i  ixioi4-20xioi  =02,00  aura  — 0 1-1  *xi 0 °x»  « A 

par  la  3*  10  x 103  4-  n x ioz  4-  ia  x 101  4-  ( 2 ) x 20  x 

101  x 102  4-  21  x ioi  4-  30  x 101  = 03  , on  aura  103 

SXZ  - KXioi-uXm-liIXicIioiXm-iiXioi-HXni* 

par  la  4*  4-  10  x 1044-  11  x 103  4- 12  x 102  4- 13  4-ioi 


4-xiXioi  71  4*(x)Xii  Xici  Xi°iy* 

— 2 

4-ixXioi  y*  i 

? 1 

4-30X101  /•  4-  (3)  X30  X 101  Xioi/4  i 

3 

4-31  Xioi  t4  < 

4 

4-40x101  y*  l 

— oy4  t 


Digitized  by  Google 


44  8 


Analyse  démontré' e. 


•t*iOXlO2  4i(2jX20XI0IX  IOJ  -4- ( 1 ) X 2 I XIOI  X 101 
-4-2  2 XI0IH-(3)X30Xï0I  X 102  -4-31x101-4-  40  XIOI 
=04, on  trouvera  — -- 

S 2 * 3 —J  ^ 

tyXao  XiotXioj— ■l'jJXatXtor  x* ©a —a*  Xioi — fyXjoXioiXtoi — jiX  >o  1—40X101 

1 o ““  * 

40.  On  fubftituera  ces  valeurs  des  coëficients  indétermi- 
nés 101  , 102  , &c.  à leur  place  dans  x — ioi y -4-  iozyy 

-4-  103/  &c.  & l’on  aura  * = ~y  -4-  -1~' 1 *' ' yy 

o j — IIXIO*  — I*X»0I—  UIX>»XioiXtoa- 1 t Xi  O I — ]oXl°iJc 
wfm  1 o " -J  j 

04  — iiXioj—  uXm- iiXioi—  nXm- IiIXuXimXim 
_ lilXi'Xi  ° 1 X ' 1|1X|»X1  01X1  01-11X1  o 1-Î4  ox  I O I Xj-r, 

* r;  j 

C’efl  la  valeur  de  *•  que  Ion  cherchoit , ou  plutôt  c’eft  la  for-  • 
mule  generale  qui  fert  à trouver  la  valeur  de  x dans  toutes  les 
équations  reprefentées  par  1 équation  propofée  iox  -4-  uyx 
•+*  1 2 yyx  -4-  1 3 ylx  &c. 

Il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  dans  cette  formule  les  coëficients 
des  équations  qu’on  voudra  refoudre,  à la  place  des  coëficients 
de  la  formule  qui  les  reprefentent , & l’on  aura  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche  exprimée  par  une  fuite  oh  il  n y aura  que 
des  y. 

Il  faut  faire  ici  la  remarqn/»  far  les  chifres  x,  y,  &C. 

renfermés  par  des  parent  hefes.qu’on  a faite  dans  l’a vertiflement. 
On  a laifie  dans  la  formule  les  grandeurs  indéterminées  101  , 
102,  &c.  à la  place  de  leurs  valeurs,  pour  abréger  le  calcul . 

Corollaire  VI. 

145  On  peut  rendre  plus  generaux  les  Corollaires  précedens, 
*206. par  le  moyen  des  formules  generales  * pour  élever  deux 
grandeurs  & une  fuite  infinie  de  grandeurs  à une  pftiiffance 
quelconque;  on  prendra  ici  pour  exemple  le  fécond  Corollai- 
re : car  au  lieu  de  l’équation  du  fécond  Corollaire  ax  -4-  txx 
-4-  cx>  &c.  — ly 4-  myy  -4-  ny 1 &c.  on  peut  propofer  l’équation 
generale  ax 1 -4-  bx^‘  -4-  r*'"*"1  -4-  dx^s  &c.  = If  -4-  try'*1 
•4-  nf*"x  -4-  py^  &c.  les  coëficients  a ,b , c , d , / , w , &c.  font 
donnés,  ou  reprefentent  des  coefficients  donnés,  & t reprefente 
en  general  une  puifTance  quelconque  de  x & de  y. 

Pour 


/• 
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Pour  trouver  la  valeur  de  * dans  cette  équation  generale  , 
ou  la  formule  generale  qui  reprefente  cette  valeur , 

i°.  11  faut  luppofer  x — Ay+Byy*-  Cy ’ -4-  Dy*  ôcc.  les 
coêficients  A,  B,  C , &c.  font  indéterminés. 

2°.  Il  faut  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  generale  * les*  îotf. 
valeurs  de  x' , Ar'"*11,  x'*"1,  x^*"1  &c.  dans  l’équation  x = Ay 
H-  Byy  -4-  Cy1  ôcc.  en  fubftituant  dans  la  formule  generale 
r,  t i , &c.  à la  place  de  ». 

Il  faut  enfuite  fubftituer  ces  valeurs  de  a?* , , x1’*'1  ôcc. 

à la  place  de  x',  x t**”  &c.  dans  l’équation  propofée,  & l’on  au- 
ra l’équation  changée  fui  vante , 

ax'  = aA'f  -4-  '-a  A'~'  Bf+'  -4- 1 x x a A'-1  BE/+' 

ôcc. 

•4*  ix,+I  = «4-M' ♦,/*1  -4- r-^  b A1-1  By'*1  ôcc. 

*-cx'+'=  -4 -cA**'  y"* 'ôcc. 

&c. 

if  my *+* — ny**"1  ôcc.  — — If  — mf*”  — vy1*1  ÔCC. 


3°.  Il  faut  luppofer  chaque  terme  de  cette  équation  chan- 
gée égal  à zéro  , ce  qui  donnera  les  équations  particulières 
dont  on  a befoin  pour  trouver  les  valeurs  des  coêficients 
indéterminés  : On  trouvera  par  la  première  A}  = ■{  , & 

A = par  la  fécondé  , B — - ~ — , par  la  troifîé* 

taA1  1 


» — cA^  — b AT*  — -f  x ‘-=r  x 

me,  C : : 

• • taAT1 

Onlaifle,  pour  abréger  le  calcul , les  lettres  .<4 , B,  C,  &c. 
à la  place  de  leurs  valeurs  déjà  trouvées. 

4°.  Il  faut  fubflituer  ces  valeurs  de  A , B , C , ôcc.  à la 
place  de  A,  B,  C,  ôcc.  dans  x = Ay  -4-  Byy  -4-  Cf  ôcc. 

, „ fi  f»  — bA1*' 

& Ion  aura  x = —y  *4-  ta  A*"1 ^ ** 

» — cA'+>  — ^ — f x a A'-  BB  &<. 

taA F 


C’eft  la  valeur  de  * que  l’on  cherchoit  , ou  plutôt  c’eft: 
la  formule  generale  qui  la  reprefente  , & qui  fert  à la 
trouver . 


lu 
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11  n’y  aura  plus  , pour  la  trouver  , qu’à  fubftituer  dans 
cette  formule  les  ccëficients , & les  expo/âns  des  pui/ïànces 
de  at  & de  y marqués  par  t des  équations  qu’on  voudra 
refoudre  , reprefentés  par  ceux  de  l’équation  generale  ax ' 
»*»  bx'*“  -*•  ex'*1  & c.  = l)'  my1*"  -4«  nf*x  &c. 


Remarqua  ou  l'on  explique  la  manière  de  connoitre  les  expo  fa  ni 
des  puiffances  de  la  quantité  y qui  doit  diflinguer 
les  termes  de  la  fuite  qui  efi  la  valeur  de  x. 

I. 

246.  >°  Il  faut  que  toutes  les  grandeurs  de  l’équation  propofée 
dans  léfquelles  l’inconnue  x , dont  on  cherche  la  valeur  , ne 
fe  trouve  point,  /oient  employées  dans  l’équation  changée  , 
c’efl  à dire,  il  faut  que  dans  les  équations  particulières  que  l’on 
. trouve  en  fuppofant  chaque  terme  de  l’équation  changée  égal 
à zéro , chacune  des  grandeurs  de  l’équation  propofée  ou  * n’eft 
point , ferve  à déterminer  la  valeur  des  indéterminées  ; d’où  il 
fuit  que  fi  quelqu’une  de  ces  grandeurs  ne  peut  fervir  à déter- 
miner ces  valeurs,  ce  qui  arrive  lorfqu’elle  fait  feule  un  terme 
de  l’équation  changée,  il  e/l  certain  que  les  expofans  des  puif- 
fances  de  y ne  font  pas  dans  la  progreffion  arithmétique  qu’il 
faut , dans  la  valeur  de  x que  l’on  a fuppo/ee  ; c’eft  à dire , 
que  t’équarioTi -propofée  ne  peut  pas  Cire  icfoiuc  par  cette  va- 
leur de  x qu’on  a fuppofée  ; ou  bien  que  l’équation  propofée 
a befoin  de  préparation  pour  être  refolue  par  cette  méthode 
'du  fécond  Problème,  & qu’elle  ne  le  peut  pas  être  dans  l’état 
où  elle  efl . 

20.  Il  faut  que  dans  l’équation  changée  on  pui/ïè  faire  une 
'équation  de  chaque  terme,  qui  ferve  à déterminer  les  valeurs 
des  indéterminées  qu’on  a fuppofées;  & fi  cela  n’arrivoit  pas  , 
on  en  conclurait  les  mêmes  chofes  que  dans  l’article  précèdent  ; 
ainfi  il  faut  que  dans  chaque  terme  de  l’équation  changée  il  y 
aie  au  moins  deux  grandeurs  différentes. 

30.  Les  expofans  des  puifiances  de  la  quantité  qui  di/lingue 
les  termes  font , comme  on  l’a  vu  dans  les  exemples , en  pro- 
“greflîon  arithmétique;  & cette  progreffion  arithmétique  va 
en  augmentant  quand  ces  expofans  font  pofitifs  , & en 
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augmentant  pour  ainfi  dire  en  négation  , quand  ils  font  tous 
négatifs  : mais  quand  les  premiers  expofans  des  mêmes  puif- 
fances  font  pofitifs  & deviennent  au  fécond  terme,  ou  aux 
autres  termes , négatifs  > les  pofitifs  vont  en  diminuant , & 
les  négatifs  en  augmentant  dans  leur  négation. 

40.  On  voit  par  là  qu’il  fuffit  de  trouver  les  expofans  des 
puifïances  de  la  quantité  qui  diflingue  les  termes  de  la  valeur 
de  x dans  les  deux  premiers  termes,  pour  avoir  tous  les  au- 
tres. 

II. 

Pour  lei  équation 1 qui  nont  pas  de  différences. 

j*.  Qu  A N D il  y a une  quantité  toute  connue  dans  l'équa- 
tion propofée,  comme  2«J  dans  le  premier  exemple  , & qu’on 
veut  chercher  la  valeur  de  * par  une  fuite  dont  les  termes 
font  diftingués  par  les  puifTances  dey  qui  ont  leurs  expofans 
pofitifs  ; il  faut  que  le  premier  terme  de  la  fuite  indétermi- 
née qu’on  doit  fuppofër  pour  la  valeur  de  x,  n’ait  qu’une  gran- 
deur indéterminée  fans  aucun/;  ou , ce  qui  eft  la  m|me  cho- 
fe  , l’expofant  de  y doit  être  zéro  au  premier  terme  ; ainfi  on 
fuppofera  dans  ce  cas  x = ay°  ■+■  &c. 

Pour  trouver  dans  ce  cas  l’expofant  dey  dans  le  fécond  ter- 
me , il  n’y  a qu  a confiderer  attentivement  quel  expofant  doit 
avoir/  dans  le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x 
= <*•+-//-♦-  &c.  afin  qu’on  puiffe  avoir  par  la  fubftitution 
des  deux  termes  iy  confiderés  comme  la  valeur  de  x , à 
la  place  de  x dans  l’équation  propofce  , un  fécond  terme  de 
l’équation  changée  , qui  étant  fuppofé  égal  à zéro,  donne  une 
équation  par  laquelle  on  puiffe  déterminer  la  valeur  de  b ; ôC 
l’on  verra  dans  le  premier  exemple  qu’il  faut  fuppofër/’  dans 
le  fécond  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x . Ainfi  l’on 
voit  dans  le  premier  exemple  qu’il  faut  fuppofër  x=za-*-bj 
h-  cyx  •+■  &c.  En  appliquant  le  même  raifonnement  aux  cas 
fcmblables , on  trouvera  la  fuite  des  expofans  de /,  qu’il  faut 
fuppofër  dans  la  valeur  indéterminée  de  x. 

3®.  Quand  il  n’y  a aucun  terme  qui  foit  tout  connu  dans 
l’équation  propofée , comme  dans  le  huitième  exemple  ** 

* i » 

— — **  ■*•  — x*  — ynnyyxx  ppy*  6*y  — o* 
a*  “ Eli  ij 
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& qu’on  veut  trouver  la  valeur  de  x par  une  fuite  où  les 
expofans  de ^ foieot  pofitifs , dans  ce  cas , y doit  être  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  indéterminée  de  x . Pour  avoir 
l’expofânt  dey  dans  le  premier  terme  de  cette  valeur  indé- 

terminée  de  x = ay * ■+■  &c.  il  faut  avoir  égard  à la  gran- 
deur 6 n'y1  , dans  laquelle  y 1 eft  au  moindre  degré  fans 

qu’il  y ait  de  x , & voir  quel  eft  l’expofant  qu’il  faut  donner 

2;  ....  i 

Si  y dans  le  premier  terme  de  x = af  -4-  &c.  afin  qu’en  éle» 

r 

vant  l’équation  indéterminée  xr  = af  -+•  &c.  à la  fixiéme 
puifiance  Y xs  — a6 y'  -4-  &c.  l’on  puiÜè  avoir  la  quantité  a6 y* 
qui  fade  avec  l'a  quantité  6»y  de  la  propofée  le  premier 
terme  de  l'équation  changée  , de  maniéré  qu’en  fuppofant 
ce  premier  terme  égal  à zéro , on  puiffe  déterminer  la  valeur 
de  la  première  indéterminée  a . Or  il  efl  évident  dans  le 

huitième  exemple,  qu’il  faut  fuppofer  x = af  +•  &c.  L’ont 
a donc  déia  le  premier  expofant  dey  , il  ne  faut  plus  trouver 
que  le  fécond. 

4°.  Péur  trouver  ce  fécond  expofant  de_y  dans  la  valeur 

" •l‘1.  \ J_  J m+m  I. 

indéterminée  de  x = ay1  ■+■  by  2 -4-  &c.  il  faut  voir  quel 
eft  celui  qu’on  peut  fuppofer  pour  avoir  ces  deux  chofes  r 
la  première  , que  la  grandeur  -4-  ppy*-  de  l’équation  propofée 
dans  laquelle  * n’eft  point , fe  puiflê  trouver  dans  un  des 
termes  de  l'équation  changée  Avec  quelqu  autre  grandeur 
qui  contienne  quelques  unes  des  indéterminées  ; car  fans 
cela  ppy*  ne  pourrait  être  employée  dans  la  refolution  de 

r 

réquation  : La  fécondé  , qu’en  fàifant  la  fubftitution  de  af 

by  1 -4-  &c.  = x , à la  place  de  x dans  la  propofée,  on 
trouve  un  fécond  terme  dans  l'équation  changée  , qui  étant 
fuppofé  égal  à zéro  , donne  une  équation  particulière  par 
laquelle  on  puifTe  déterminer  la  valeur  de  la  fécondé  iodé* 
terminée  h . Or  l'on  découvre  aifément  qu’eu  fuppofant 

x = ay‘  -4-  by  1 -4-  &c.  l’on  aura  ces  deux  chofes } amfi 
i ■+•  j eft  le  fscond  expofant  de  y dans  l’équation  indeterp 
“'x  r -4-  - 

minée  * = af  -4-  bj  1 -4-  &c.  ce  qui  donne  tous  les  aur 
très  fui  vans. 
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Ces  Remarques  fuffifent  pour  apprendre  aux  Lecteurs  celles 
qu’il  faut  faire  dans  tous  les  cas  femblables , pour  découvrir 
les  expofans  qu’il  faut  donner  auxy,  dans  la  valeur  indéter- 
minée de  x , qu'il  faut  fuppofer  pour  en  découvrir  la  véritable 
valeur  par  cette  méthode  ; & apres  setre  rendu  cette  métho- 
de bien  familière  en  l’appliquant  à beaucoup  d’exemples , ils 
découvriront  aifément  les  expofans  qu’il  faut  donner  aux  y, 
dans  la  valeur  indéterminée  de  xt  lorfqu’on  veut  chercher  cet- 
te valeur  par  des  y dont  les  expofans  foient  négatifs  ; & ils 
pourront  facilement  l’appliquer  à toutes  les  équations  qui  au- 
ront deux  ou  plufieurs  inconnues,  fans  qu’ils  foit  neceffaire 
d’en  grofïir  ce  Traité. 


III. 

Pour  les  équations  qui  ont  des  différences  . 

Qj  E s Réglés  que  l’on  a données  dans  les  articles  de  la  pre- 
mière remarque  pour  prendre  les  expofans  des  y tels  qu’il  faut 
dans  la  fuite  indéterminée  que  l’on  doit  fuppofer  pour  la  va- 
leur de  x , conviennent  aufli  aux  équations  qui  ont  des  diffé- 
rences; c’efl  à dire  que  pour  réfoudre  les  équations  différen- 
tielles, il  faut  fuppofer  une  fuite  indéterminée  égale  à x,  oit 
les  expofans  des^  foient  en  progreflion  arithmétique,  & aillent 
en  augmentant , quand  ils  font  pofïtifs , & en  augmentant , pour 
ainfi  dire  , en  négation,  quand  ils  font  négatifs,  & que  s’ils 
commencent  par  être  pofitifs,  ils  aillent  d’abord  en  diminuant, 
& enfuite  en  augmentant  en  négation  des  qu'ils  deviennent  né- 
gatifs ; que  ces  expofânts  des^  dans  la  fuite  indéterminée  qu'on 
fuppofe  , foient  rels , 1°,  que  toutes  les  grandeurs  de  l’équation 
propofée  fé  trouvent  employées  dans  l’équation  changée,  & y 
fervent  à déterminer  les  valeurs  des  indéterminées»  2°,  qu’on 
puiflb  faire  de  chaque  terme  de  l’équation  changée  une  équa- 
tion particulière  en  le  fuppofant  égal  à zéro  , laquelle  ferve  à 
trouver  la  valeur  de  quelque  indéterminée,  & qu’ainfi  cha- 
que terme  de  lequation  changée  ait  au  moins  deux  grandeurs 
différentes  ; 3%  & qu’enfin  fi  on  ne  peut  trouver  de  progreflion 
arithmétique  des  y , foit  pofitive,  foit  négative , propre  à rem- 
plir ces  deux  conditions,  on  foit  afliiré  que  l’équation  propofée 
ne  peut  pas  être  réfalue  telle  quelle  eff,  du  moins  fi  Ton  n’y 
fait  quelque  préparation. 

LU  iij 
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expofans  font  en  progrefïion  arithmétique , qui  va  en  augmen- 
tant quand  ils  font  pofitifs , qui  va  en  augmentant  ; pour  ainfi 
dire , en  négation  , quand  ils  font  négatifs,  & qui  va  d’abord 
en  diminuant  quand  ils  font  au  commencement  pofitifs,  & 
qu’ils  deviennent  enfuite  négatifs , & elle  augmente  après  en 
négation . 

On  donnera  une  méthode  uniforme  pour  trouver  chaque 
terme  de  la  valeur  de  x , c’efl:  à dire  , la  maniéré  de  trouver 
le  premier  terme  de  cette  valeur  , fera  auffi  celle  qu’on  em- 
ploiera à trouver  le  fécond  terme  , le  troifiéme  , & tous  les 
autres . Cela  rendra  la  méthode  plus  facile  à concevoir  & à 
pratiquer  ; cependant  on  enfeignera  dans  les  Remarques  com- 
ment après  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x, 
on  peut  trouver  le  fécond  , le  troifiéme,  & tous  les  autres  fui- 
vans  par  la  quatrième  & par  la  cinquième  méthode  d’approxi- 
mation du  fixiéme  Livre  , art.  159  & 1 66.  Voici  en  quoi 
confifie  cette  féconde  méthode. 

Seconde  Méthode. 

’ P ou  R trouver  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x ; 1%  il 
faut  fuppofer  une  indéterminée  a pour  le  coëficient  de  ce 
premier  terme  ; on  ’fuppofcra  cette  indéterminée  feule , ou , 
ce  qui  eft  la  même  chofe  , multipliée  par/*,  s’il  y a quelque 
grandeur  toute  connue  fans  y dans  l'équation  propofée , & 
qu’on  veuille  que  les  expofans  des  puiftances  de  y,  qui  doi- 
vent diftinguer  les  termes  de  la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x, 
foient  pofitifs , & aillent  en  augmentant.  S’il  n’y  a aucune 
grandeur  toute  connue  fans  y dans  la  propofée  , on  fuppo- 
fera  l’indéterminée  a multipliée  par  une  puiflance  dey,  qui 
foit  telle , qu’en  fubftituanr  Je  produit  de  a par  cette  puif- 
fance  de  y à la  place  de  x dans  la  propofée  , l’on  puiflé  trou- 
ver apres  la  fubftrtution  au  moins  deux  grandeurs  differentes 
dans  lcfquelles  la  fécondé  inconnue  j»  foit  au  même  moindre 
degré  , pour  en  foire  une  équation  propre  à déterminer  la 
valeur  de  l’indéterminée  a . Cette  grandeur  indéterminée  a 
iéule  ou  multipliée  pat  une  poiffance  de  y,  reprefentera  le 
premier  terme  de  la  fuite  qu’on  cherche , qui  doit  être  la 
valeur  de  x. 

- a®  U fout  fubftituer  cette  grandeur  indéterminée  qui  re- 
prefente  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x,  à la  place  de  x, 
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dans  1 équation  propose  ; fuppofer  toutes  les  grandeurs  dans 
lefquelles^  ne  fe  (trouve  point,  apres  la  fubftitution,  égales 
à zéro  ; & fi  y fe  trouve  en  toutes , fuppofer  égales  à zéro  cel- 
les où  y eft  au  même  moindre  degré;  & trouver  la  valeur  de 
l'indéterminée  a par  l'équation  que  donne  cette  fuppofition  , 
& ce  fera  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x que  l'on  cher- 
che , fi  on  a fuppofé  l'indéterminée  a feule  fansj»;  & fi  on  a 
multiplié  l'indéterminée  a par^,  multipliant  cette  valeur  de 
a par  la  même  puifiance  de  y par  laquelle  on  voit  multiplié 
l’indéterminée  a , le  produit  fera  le  premier  terme  de  la  va- 
leur  de  x. 

3°.  Il  faut  fuppofer  le  premier  terme  de  la  valeur  de  * 
qu’on  vient  de  trouver  plus  une  inconnue/,  égale  à x , & fub- 
ftituer  cette  valeur  de  x à fa  place  dans  l’équation  propofée, 
& l’équation  qui  en  viendra  fera  la  première  transformée,  qui 
fervira  à trouver  le  2e  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  i°,  il  faut 
prendre  une  indéterminée  b , & la  multiplier  par  une  puiflan- 
cedej',  qui  foit  telle,  qu’en  fubftituant  le  produit  de  b par 
cette  puifiance  de  y,  à la  place  de /dans  la  première  trans- 
formée , on  ait  au  moins  deux  grandeurs  differentes  dans  les- 
quelles y foit  au  même  moindre  degré . Ce  produit  de  b par 
cette  puifiance  dey,  reprefentera  le  fécond  terme  de  la  valeur 
de  * que  l’on  cherche  . 2°.  II  fout  fubflituer  ce  produit  qui 
reprefente  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x,  à la  place 
de  / dans  h première  transformée  ; foire  une  équation  des 
grandeurs  dans  lefquelles  y efi  au  même  moindre  degré , 
trouver  par  cette  équation  la  valeur  de  l’indéterminée  b , & 
multiplier  cette  valeur  par  la  même  puifiance  de  y par  la- 
quelle b eft  multipliée  ; & le  produit  fera  le  fécond  terme  de 
la  valeur  de  x.  30.  Il  faut  fuppofer  ce  fécond  terme  plus  une 
nouvelle  inconnue  g,  égal  à l’inconnue /de  la  première  trans- 
formée, & fubftituer  cette  valeur  de  / à fa  place  dans  la  pre- 
mière transformée , & lequation  qui  viendra  de  la  fubfti- 
tution  fera  la  fécondé  transformée  > on  trouvera  par  fon  moyen 
le  troiffeme  terme  de  la  valeur  de  x , de  la  même  maniéré 
qu’on  a trouvé  le  premier  & le  fécond  ; & ce  troifiéme  terme 
fervira  à faire  une  troifiéme  transformée  ; qui  fera  de  même 
découvrir  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x\  & ainfi  de  fui- 
te à l’infini. 

Quand 
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Quand  les  expofans  des  puiflances  de  7 qui  doivent  didin- 
guer  les  termes  de  la  valeur  de  x,  commencent  par  être  pofi- 
tifs, Redeviennent  enfuite  négatifs } pour  trouver  le  premier 
terme  de  la  valeur  de  x,  il  faut  multiplier  la  première  indé- 
terminée a par  une  puiffance  de  y,  qui  foit  telle,  qu’en  fubfti- 
tuant  le  produit  de  a par  cette  puiffance  de  y,  à la  place  de  x 
dans  l’équation  propofée,  on  puiffe  avoir  au  moins  deux  gran- 
deurs differentes  dans  lefquelles  y foit  à la  même  puiffance  la 
plus  élevée  : & pour  trouver  le  fécond  terme , il  faut  mul- 
tiplier la  fécondé  indéterminée  b par  une  puiffance  de  y,  qui 
foit  telle,  qu’en  fubftituant  le  produit  de  b par  cette  puiffance 
de  y,  à la  place  de  l’inconnue  f de  la  première  transformée, 
dans  la  première  transformée , on  ait  au  moins  deux  grandeurs 
dans  lefquelles 7 foit  à la  puiffance  la  plus  élevée  ; & faire  le 
relie  comme  on  l’a  marqué  pour  la  recherche  des  deux  pre- 
miers termes  de  la  valeur  de  x , quand  les  expofans  des  y de 
cette  valeur  font  pofitifs . 

Les  expofans  des  puiflances  de  y qui  diffinguent  les  termes 
de  la  valeur  de  x,  devant  être  en  progreflion  arithmétique, 
il  fuffit  d’avoir  les  expofans  de  y dans  les  deux  premiers  ter* 
mes  de  cette  valeur , pour  avoir  tous  les  autres  : Ceff  pour- 

Îuoi  quand  on  a découvert  ces  deux  premiers  expofans , il 
tut  fuppofer  x égale  à une  fuite  indéterminée  dont  chaque 
terme  contienne  une  indéterminée  multipliée  par  la  puik 
fance  de  y qui  convient  à ce  terme  . Par  exemple,  pour  trou- 
ver la  valeur  de  x dans  l’équation  x*  nyx  — y1  = o,  après 

■*-  nnx  — 2 n* 

avoir  trouvé  que  la  puiffance  dey  qui  doit  multiplier  le  pre- 
mier terme  de  la  valeur  de  x,  doit  être  y°,  celle  qui  doit 
multiplier  le  fécond  terme,  doit  être 7';  on  fuppofera  x=ay° 
M-  by'  ■+■  cf  ■+■  dy'  «+•  ey*  &c.  a,  6, ct  &c.  font  indéterminées. 
Si  «eft  moindre  que 7,  il  faudra  que  les  expofans  des  7 com- 
mencent par  être  pofitifs  à caufo  de  7’ , & deviennent  enfuite 
négatifs  ; & après  avoir  trouvé  que  les  expofans  de  7 dans 
les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  x,  doivent  être 
myx  by° , on  fuppofera  x = ay'  -+-  by°  •+■  cy~'  •*‘dy~x  -+-&c. 
a,  b,  c,  &c.  font  indéterminées . 

De  même  pour  avoir  la  valeur  de  x dans  l’équation  x ‘ 
*—  57*’  *+"  — jnnyyxx  -4-  ppy*  «+■  6rff  — o,  quand  on  au- 

ta  trouvé  que  les  expofans  de  7 dans  le  premier  & le  fécond 

Mmm 
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- ' * •« » * 

terme  de  la  valeur  de  x,  font  y1 , y',  on  fuppofèra  que  x = ayl 

-4 • ly'  cy  •*  -t-  dyx  ■+■  e y x -4-&c.  a}bici ôcc.  font  in- 

déterminées. Il  en  eft  de  même  des  autres  exemples. 

On  aura  par  ce  moyen  la  fuite  indéterminée  qui  reprefente 
la  valeur  de  x ; il  ne  faudra  plus  pour  avoir  la  valeur  déter- 
minée de  x,  que  trouver  la  valeur  de  chacune  des  indétermi- 
nées, ou  de  chaque  terme  indéterminé  ; onia  trouvera  cette 
valeur  déterminée,  i°,  en  fublütuant  ce  terme  indéterminé 
dans  la  propofée , à la  place  de  x,  fi  c’eft  le  premier  terme , 
ou  dans  la  transformée  qui  convient  à ce  terme,  fi  ce  n’eft  pas 
le  premier , à la  place  de  l’inconnue  de  cette  transformée  ; 
2%  faifant  une  équation  des  grandeurs  dans  lefquelles  y fe 
trouve  au  même  degré  le  moindre  de  tous , fi  les  expofâns 
des ^ font  tous  pofitifs  ou  tous  négatifs  > & le  plus  élevé,  fi  les 
expofâns  doivent  commencer  par  être  pofitifs  , & devenir  en- 
fuite  négatifs , & qu’on  fa  fié  la  recherche  des  premiers  : 
30,  déterminant  par  cette  équation  la  valeur  de  l’indéterminée 
du  terme  que  l’on  cherche , après  quoi  ce  terme  fera  connu  ; 
& enfin , 40,  en  fuppofant  ce  terme  qu’on  vient  de  connoî- 
tre  plus  une  nouvelle  inconnue  , égal  à l’inconnue  de  la  trans- 
formée  qui  a fait  trouver  ce  terme  ; & fubftituant  cette  va- 
leur à la  place  de  l’inconnue  dans  cette  transformée  , on  aura 
la  transformée  fuivante , par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera 
le  terme  ütivant  de  la  valeur  de*.  . 

On  ne  fera  la  recherche  3es  deux  premiers  termes  que  dans 
le  premier  exemple,  pour  apprendre  la  maniéré  de  trouver  les 
expofans  de  y dans  les  deux  premiers  termes;  & pour  abréger 
dans  les  autres  exemples , on  fuppofèra  la  fuite  indéterminée  de 
la  valeur  de  x , & on  déterminera  les  valeurs  des  indéterminées 
de  cette  fuite  de  la  maniéré  qu’on  vient  d’expliquer. 

Application  de  la  fécondé  méthode  aux  exemples. 
Exemple  I. 

S 01 T propofé  de  trouver , par  cette  fécondé  méthode,  la 
valeur  de  x dans  l’équation  x’  -t-  nyx  — y * =0. 

* • -t-  nnx  — 2 ns 

i°.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur , il  faut  le 
fuppofer  reprefenté  par  l’indéterminée  a multipliée  par  y\ 
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c’eftà  dire,  multipliée  par  l’unité  , ou  feule  fans^  , à caufe. 
de  la  grandeur  toute  connue  2 nl . 

20.  Il  faut  fubflituer  a dans  la  propofée  à la  place  de  x , & 
l’on  aura  l'équation  changée  a 5 -4-  nya  — f = o . Il  faut 

*+•  nna  — 2 b* 

faire  une  équation  de  toutes  les  grandeurs  dans  lefquelles  la  fé- 
condé inconnue^  ne  fe  trouve  point;  & trouver  par  cette  équa- 
tion, qui  eft  a1  •trnna — 2w'  = o,  la  valeur  de  a,  qui  eft  -4-». 
C’eft  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x qu’on  cherche  : & l’on 
a déjà  x = ■+•  nf , ou  x = x n . 

3#.  Il  faut  fuppofer  x , & fubflituer  cette  valeur 

de  a?  à fa  place  dans  la  propofée , & l’on  aura  la  première 
transformée  — y'  *4-  nyf  $nff  -+-/*==  o,  qui  fervira  à 
•+-nny  -4-  4 mf 

trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  de  la  valeur  de  r,  1®,  On  le 
fuppofera  reprefenté  par  l’indéterminée  b multipliée  par 
pareeque  fubflituant  byl  à la  place  de  f dans  la  première 
transformée , on  aura  les  deux  grandeurs  -+•  nny  ■+•  4 nnby 
dans  lefquelles^  eft  au  même  moindre  degré.  20.  On  fubfti- 
tuera  by  à la  place  de  f dans  la  première  transformée , & 
faifant  une  équation  des  deux  grandeurs  -4-  nny  4 nnby  — o, 

dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  après  la  fub- 
flitution,  on  trouvera  par  cette  équation  b = — i;  mettant 
cette  valeur  de  b dans  le  fécond  terme  indéterminé  by1  de 
la  valeur  de  x , on  aura  pour  le  fécond  terme  de  cette  valeur 
— \y'  i l’on  a donc  déjà  x — ^rn  — \yl . 30.  On  fuppofera 
< — iy*“g=f»  & fubflituant  cette  valeur  d e/à  fa  place 
dans  la  première  transformée,  en  aura  la  fécondé  transfor- 
mée fuivante,  — tif  +*? h-y’g  — i ygg  h-  g = o, 

— Tr»f  — ^nyg  -4-3 ngg 
-4-  4 nng 

qui  fervira  à trouver  le  troifïéme  terme  de  la  valeur  de  *■. 

A prefént  quon  a trouvé  les  expofans  o & 1 de  y dans  les 
deux  premiers  termes  de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x, 
on  a tous  les  autres»  & pour  abréger,  on  fuppoféra  que  la 
valeur  indéterminée  de  x eft  x = af  by1  -4-  cf  -4-  dyl 
-4-  &c.  les  valeurs  de  aScàeb  font  déjà  trouvées  i il  faut 
trouver  les  valeurs  des  indéterminées  fuivantes,  qui  font 
c,  dt  e,  Sec. 

M m m ij 
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Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  cy‘  de  la  valeur  in- 
déterminée de  x,  il  faut  fubftituer  cÿ-  à la  place  de  g dans 
la  fécondé  transformée  ( il  fuftit  de  concevoir  cyl  fubftitué  à 
la  place  de  g,  fans  qu’il  foit  neceflàire  de  le  fubftituer  aéluel- 
lement , ce  qu’il  faut  remarquer  pour  la  fuite ) & faire  une 
équation  des  grandeurs  — 7V  ■+•  4 nncf  = o,  dans  lef 
quelles  y eft  au  même  moindre  degré , & l’on  trovera  par 
cette  équation  c — ^ ; ainfi  le  troifiéme  terme  de  la 

fuite  qui  eft  la  valeur  de  x,  eft  •+■  /*,  & l’on  a déjà  x — n 

Il  faut  fuppofer  h — g,  & fubftituer  cette 

valeur  de  g à fa  place  dans  la  fécondé  transformée,  & l’équa- 
tion qui  en  viendra  fera  la  troifiéme  transformée  , qui  fervira 
à déterminer  le  quatrième  terme  •+■  dy1  de  la  valeur  indéter- 
minée de  x-  • . 

Il  eft  évident  qu’on  peut  continuer  à l’infini  l’approxima- 
tion de  la'  valeur  de  x par  cette  fécondé  méthode , les  ope- 
lions  qu’on  vient  de  faire  fuffifent  pour  la  faire  concevoir 
clairement * 

Seconde  maniéré  de  refoudre  le  mime  exemple , 

~S°-  S 1 la  grandeur  » étoit  moindre  que  y,  il  faudrait  trouver 
une  valeur  de  x qui  fût  telle,  que  les/  fe  trouvaftént  dans 
les  dénominateurs  des  termes  de  cette  valeur , afin  que  ces 
rermes  fuflent  des  fraftforra^  âc-atîanîtnt  en  diminuant  de  va- 
leurs ou,  ce  qui  eft  la  même  chofe , il  faudrait  que  les  expo- 
fâns  des  / qui  diftinguent  les  termes  de  la  valeur  de  xy  fufient 
négatifs . Voici  la  maniéré  de  trouver  cette  valeur  par  cette 
féconde  méthode. 

Pour  trouver  le  premier  terme , il  le  faut  fuppofer  repre- 
fenté  par  l’indéterminée  a multipliée  par  y' , c’eft  à dire  , 
par  ay'\  pareequ’en  fubftituant  ay  à la  place  de  x dans  la 
propofée  x1  ■+■  nyx  — y1  = 0,  on  aura  dans  l’équation  chan- 
•+»  nnx  — * 2 nl 

gée  ay  -4-  naf  — /’  = o,  les  deux  grandeurs  a3y'  — i/T, 
-4-  nnay — 2 

dans  lefquelles/  eft  au  meme  degré  le  plus  élevé  . Il  faut  en 
faire  l’équation  alyl  = iy\  d’où  l’on  déduira  4=1,  ainfi  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  x eft  1 y. 


Digitized  by  Google 


Livre  VII.  461 

Il  faut  fuppofer/  -4-  / = *,  & fubftituer  cette  valeur  de  a? 
à fa  place  dans  la  propofée  , & l’on  trouvera  la  première 
transformée  fuivante  h-  np  -t-  3 //  3 yff  •‘rp  — o, 

*+■  n’y  «+•  nyf 
— in’  ■+■  »*/ 

qui  fervira  h trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x. 

Pour  trouver  ce  fécond  terme  , il  le  faut  fuppofer  repre* 
fente  par  l’indéterminée  b multipliée  par  y , c’eft  à dire  fans  y ] 
pareequ’en  concevant  b fubftituée  à la  place  de  f dans  la 
première  transformée  , on  aura  les  deux-  grandeurs  «+•  ny’ 
h-  3 bf , dans  lefquelles/  eft  au  même  degré  le  plus  élevé  , 
dont  faifant  l’équation  3 by’  = — ny\  on  trouvera  b — — 
L’on  a donc  déjà  x—i y — ~n. 

Il  faut  fuppofer  — j » -4-g =/,  & fubftituer  cette  valeur 
de/à  fâ  place  dans  la  1"  transformée  , & l’on  trouvera  la  a* 
transformée  n’y  ■+■  3 \fg  h-  3 ygg  ■+■  g1  = o> 

— — nyg  — ngg 

qui  fervira  à trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur 
de  x. 

Les  expofans  dey  dans  le  premier  & le  fécond  terme  de  la 
valeur  de  x étant  connus , on  peut  fuppofer  pour  la  valeur 
de  x la  fuite  indéterminée  x — ay  by°  cy~l  •+•  dy~* 
h*  ty~s  -4-  &c.  dont  les  deux  premiers  termes  font  connus. 
Pour  déterminer  le  troifiéme  terme  reprefenté  par  cy~J , 
il  faut  concevoir  cy~'  fubftitué  à la  place  de  5 dans  la  fécondé 
transformée , & fuppofer  égales  à zéro  les  deux  grandeurs 
H-  n’y  ■+■  yy  =s  o,  dans  leiquclles/  eft  au  même  degré  le 
plus  élevé,  d’oh  l’on  déduira  r±=  — ~n’\  ainfi  le  troifiéme 
terme  de  la  valeur  de  x eft  — • 

Il  faut  fuppofer  — j»1/-1  h = g , & fubftituer  cette 
valeur  de  g à.  fa  place  dans  la  fécondé  transformée , & l’on 
trouvera  la  troifiéme  transformée  qui  fuit , 


— 7y  n*y~’ 

— J 

— 4 n'y 

— 44» 


• jn*jT’b  — ‘ n’jT'b’ 
' \n'y~'h  — nh’ 


+-b> 


qui  fervira 
de  x. 


— ^n’h 
— - nyb 

■*■3 y’h 

trouver  le 


■+■  3 yb” 


quatrième  terme  de  la  valeur 
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Pour'  trouver  ce  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , il 
faut  concevoir  df1  fubftituée  dans  la  troifiéme  transformée  à 
la  place  d e & , & fuppofer  égales  à zéro  les  grandeurs  — 

H-  id  = o , dans  lefquelles  7 ne  fe  trouve  point  , ou  bien 
dans  lefquelles  l’expofant  de ^ eft  zéro,  & l’on  aura  d = -J-j-a*. 
Ainfi  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x eft  ; 

& l’on  a déjà  x = i y — jny°  — j»’#/*  -+- 

On  peut  continuer  l’approximation  à l’infini  , en  fuppo- 
fant  TTn'y~*  * = h ; & fubftituant  cette  valeur  de  h 
à fa  place  dans  la  -troifiéme  transformée  , il  en  viendra  une 
quatrième  transformée,  dans  laquelle  concevant  ey~J  fubfti- 
tuée à la  place  de  / , & faifânt  une  équation  des  grandeurs 
dans  lefquellesj'  aura  pour  expofant  — r,  c’eft  à dire,  dans 
lefquelles  il  y aura  y~' , on  déterminera  par  cette  équation 
le  cinquième  terme  de  la  valeur  de  x,  & ainfi  à l’infini.  Les 
operations  que  l’on  a faites  fuffifent  pour  faire  clairement  con- 
cevoir la  fécondé  méthode . 

R E M A R QJJ  E S. 

I. 

i S ^)n  peut  abréger  de  beaucoup  le  calcul  |de  cette  méthode^ 
i°,  en  n’écrivant  point  les  équations  changées  , mais  en  con- 
cevant feulement  que  le  terme  de  la  fuite  indéterminée  qui 
reprefênte  la  partie  de  la  valeur  de  *>  que  l’on  cherche , eft 
fubftiené-i  ht  place  de  l’inconnue^  car  on  remarquera  aifé- 
ment  quelles  font  les  grandeurs  dans  lefquelles , après  cette 
fuhftitution  conçue , l’inconnue  y ne  fe  trouvera  point  , ou 
bien  celles  oh  y fe  trouvera  au  moindre  degré  ; & les  fuppo- 
fant  égales  à zéro , on  aura  l’équation  propre  à trouver  la  par- 
tie de  la  racine  que  l’on  cherche. 

z*.  On  peut  même  remarquer  qu’il  n’eft  pas  neceffaire  d’é- 
crire le  terme  indéterminé  dans  les  grandeurs  qui  étant  fuppo- 
fées  égales  à zéro  , fervent  h faire  trouver  la  partie  de  la  raci- 
ne que  ce  terme  indéterminé  reprefente . 

Par  exemple  , au  lieu  d’écrire  a*  ■+■  nna  — 2»’  — o,  dans 
la  première  refblution  , on  auroit  pu  former  l’équation  par- 
ticulière qui  fert  à trouver  la  première  partie  de  la  valeur 
reprefentée  par  a , en  fuppofant  les  termes  jc*  •+■  nnx  — 2a1 
— o f fans  mettre  a au  lieu  de  x;  car  l’on  auroit  également 
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trouvé  par  cette  équation  , que  la  première  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche  , reprefentée  par  a , eft  n , 
puitque  x — » = o eft  un  divifeur  cxaét  de  x 1 ■+•  nnx 

— 2»'  = o , ainfi  x = » , c’eft  à dire , » eft  la  premiè- 
re partie  de  la  valeur  de  x. 

3°.  Dans  chaque  transformée  il  fuffit  de  diviftr  la  gran- 
deur du  dernier  terme  , dans  laquelle^  eft  au  moindre  de- 
gré , par  la  grandeur  du  pénultième  ternie  oîi  y eft  auiïi  au 
moindre  degré  ; car  le  quotient , après  en  avoir  changé  le  li- 
gne, fera  la  partie  de  la  valeur  de  x que  l'on  cherche. 

Ainfi  dans  la  première  transformée  de  la  première  refolu- 
tion  , en  divifant  nny  par  •+*  4 nn,  on  a pour  quotient  ■+•  ~y  ; 

& changeant  le  figne  ■+• , on  aura  — ±y  pour  la  fécondé  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 

De  même  dans  la  fécondé  transformée  de  la  première  refo- 
Jution  , en  divifant  — -, \nyy  par  -*•  4 nn,  on  aura  — 

& changeant  le  figne,  on  aura  -+-  j^-myy  pour  la  troifiéme  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche  > & ainfi  des  autres 
transformées.  La  raifon  de  cet  abrégé  eft  évidente  par  l’ope- 
ration même . 

Quand  on  fe  fera  rendu  cette  méthode  bien  familière , on 
verra  qu'on  peut  négliger  dans  le  calcul  beaucoup  de  gran- 
deurs dans  les  transformées , ce  qu’un  peu  d’ufage  apprendra 
mieux  qu’un  long  difoours . 

II. 

z jz-  Gb  qu’on  a dit  dans  le  troifiéme  article  delà  Remarque 
précédente  , fait  voir  que  la  maniéré  de  trouver  la  fécondé 
partie,  la  troifiéme,  & toutes  les  autres  parties  & 5/ valeur 
de  x par  cette  fécondé  méthode  , revient  à la  quatrième 
méthode  d’approximation  du  fixiéme  Livre  , art.  15p.  c’eft  à 
dire , qu’aprés  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur 
de  x , qu’on  nommera  a,  par  le  premier  article  de  la  fécondé 
méthode , pour  trouver  la  fécondé  partie,  qu’on  nommera  b, 
il  faut  foire  la  première  transformée , en  fubftituant  a<+f 

— x à la  place  de  x dans  la  propofée , divifer  le  premier 
terme  par  le  coëficient  du  fécond  terme  de  cette  transfbr- 
meé,  & le  quotient,  après  en  avoir  changé  le  figne,  fera  la 
fécondé  partie  b de  la  valeur  de  x . (On  nomme  ici  le  pre- 
mier terme  de  chaque  transformée  celui  oîi  n’eft  point  l’in- 
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connue/  de  la  transformée  ; le  fécond,  celui  où  l’inconnue/ 
eft  linéaire;  & ainfi  des  autres.  ) Pour  avoir  Iatroifiéme  par- 
tie de  la  valeur  de  x,  qu’on  nommera  c , il  faut  faire  la  fécon- 
dé transformée  , en  fubftituant  b -t-g  = / à la  place  de/ 
dans  la  première  transformée  , divifer  le  premier  terme  par  le 
ccëficient  du  fécond  terme  de  cette  fécondé  transformée  , 
& le  quotient , après  en  avoir  changé  le  ligne  , fera  la  troi- 
fiéme  partie  c de  la  valeur  de  x.  On  peut  continuer  cette  ap- 
proximation à l’infini , comme  on  l’a  expliqué  dans  la  qua- 
trième méthode  15  9.  On  peut  même  rendre  chaque  partie  de 
la  valeur  de  * plus  approchante , comme  on  l’a  enfeigné  dans 
cette  quatrième  méthode  d’approximation. 

III. 

Après  avoir  trouvé  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
par  le  premier  article  de  la  fécondé  méthode , on  peut  aufïï 
trouver  la  fécondé  partie , la  troifiéme , & toutes  les  parties 
fuivantes  de  la  valeur  de  x , par  la  cinquième  méthode  d’ap- 
proximation 16 6.  Par  exemple  , ayant  trouvé  que  la  pre- 
mière partie  de  la  valeur  de*  dans  lequation  x'+-nyx — -f 

-♦-»»* — a»1 

= o,  eft  •♦•  »,  pour  trouver  les  autres  parties,  il  faut  parta- 
ger l’inconnue  x en  deux  parties  f & £ , & fuppofant  r -t-  £ 
= * , il  faut  fubftituer  cette  valeur  de  * à fa  place  dans  la 
propoîfifi*  j8t  l’on  aura  l’équation  f1  -*  ■+■  3^  ^ =0. 

•4-  nyx. 

•4-»»f-4-  »»£ 

—y 

— ï»J 

Ce  fera  la  transformée  indéterminée  qui  fora  trouver , la 
première  partie  étant  fuppofée  connue  , toutes  les  autres 
parties  de  la  valeur  de  x les  unes  après  les  autres  : f repré- 
sentera toutes  les  parties  déjà  découvertes,  & ^ ce  qui  refteà 
en  découvrir;  & à mefure  qu’on  découvrira  ces  parties,  pour 
trouver  la  fuivante,  il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  la  fomme  de 
toutes  les  parties  déjà  découvertes  à la  place  de  s , & après 
la  fubftitution  , divifer  le  premier  terme  par  le  coëficient  du 
fécond  terme  , le  quotient , après  en  avoir  changé  le  figne  , 
fera  la  partie  fuivante  que  l’on  cherche  . 

Ainfi  pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x , 
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il  faut  fubftituer  la  première  partie  » connue  par  le  premier 
article  de  la  feoonde  méthode,  à la  place  de  e , & l’on  aura 
-t-  nny  -t-  4 »«£  •+•  3»^  = o ; il  fautdivifer  le  premier 

— ? •*"nK 

terme  •*-  nny  — y1  par  le  coëficient  4»»  •+•  »y  du  fécond 
terme  ( il  fuffit  de  diviter  -h  nny  par  417»  ) & le  quo- 
tient \y  t après  en  avoir  changé  le  Cgne , fera  la  fécondé 
partie  — \y  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche . Pour  trou- 
ver la  troifiéme  partie  de  cette  valeur  de  x , il  faut  fub Si- 
tuer la  fomme  des  parties  -t-  n — ~y  déjà  découvertes,  à 
la  place  de  e dans  la  transformée  indéterminée  ; & après  la 
fubftitution , on  trouvera  cette  troifiéme  partie  comme  l’on 
a trouvé  la  fécondé  partie  > & ainfi  à l’infini . 

IV. 

*-  5 4*  S’il  arrivoit  dans  la  pratique  de  cette  fécondé  méthode  , . 

que  le  premier  terme  de  quelque  transformée  , ceft  à dire  , 
le  terme  dans  lequel  l’inconnue  de  cette  transformée  ne  fc 
trouve  point  , fût  égal  à zéro  , toutes  les  grandeurs  dont  ce 
premier  terme  eft  compofé  fe  détruifant  par  des  lignes  con- 
traires , il  eft  évident  * que  toutes  les  parties  de  Ta  valeur* 
4e  x déjà  découvertes,  en  (broient  la  valeur  exadte . 

Avertissement. 

A.PR  e 'a  avoir  enfeigné  dans  l’énoncé  de  la  fec onde  métho- 
de, la  maniéré  de  trouver  les  expolans  dey  dans  les  termes 
de  la  fuite  qui  doit  être  la  valeur  de  x,  pour  abréger,  dans 
les  exemples  fui  vans,  on  fuppofera  d’abord  la  fuite  indéter- 
minée qui  reprefente  la  valeur  de  x. 

Exemple  IL 

i J S • T R o u V E R la  valeur  de  * dans  l’équation  xx  yy  — ■ rr 

= 0;  c’eft  l’équation  du  fécond  exemple  de  la  première  me- 
thode,  art.  184.  oii  l’on  a changé  33,  en  xx,  & xx  en  yy. 

i°.  Il  faut  fuppofer  x = a+>  byy  •*rcf  -^dys  &c.  les 
grandeurs  a,btctd,  &c.  font  indéterminées  , & elles  repre- 
fentent  avec  les  pui (Tances  de^,  les  parties  de  la  valeur  de  x 
que  l’on  cherche,  & elles  ferviront  à les  faire  trouver:  a eft 

N nn 
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fans  y dans  le  premier  terme,  parceqinl  y a rr  dans  la  pro- 
pofée,  qui  eft  une  grandeur  toute  connue  fan  s y. 

20.  Pour  trouver  la  première  partie  de  x reprefentée  par  a, 
il  faut  concevoir  a fubftituée  au  lieu  de  x dans  la  propo- 
fée,  & fuppofer  aa  — rr,  qui  font  les  grandeurs  oùj»  neft 
point,  égales  à zéro  ; & l’équation  aa  — rr  = o,  donne- 
ra a — r , ainfl  r eft  la  première  partie  de  la  valeur  de  x 
qu’on  cherche. 

On  fuppofera  r -*-  / = x , f eft  une  inconnue  j & fub. 
ftituant  r ■*-  / dans  la  propofée , on  aura  la  première  trans- 


formée 

r+f=x 

XX 

+-yy 

— rr 

= rr  2 rf  -*rff 

= *-yy 

= — rr 

tr,trans. 

formée. 

<+*yy  2 rf  — 

. ^ / 

' 3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x par 
cette  première  transformée  , laquelle  partie  eft  repréfentée 
par  byy  , il  faut  concevoir  -♦*  byy  à la  place  de  f dans  cette 
transformée , & faire  l’équation  yy  •+•  irbyy  = o des 
grandeurs  yy  •*“  rtbyy  , dans  lefquelles  y eft  au  même 
moindre  degré,  d’où  l’on  aura  •+■  irbyy  = — i yy\  & divi- 
fànt  chaque  membre  par  î ryy  , l’on  aura  b — — -Jr , & la 
fécondé  partie  byy  fera  — -^yy . Il  faut  fuppofer  — -^yy  g 
= f , éc  fubftituant  — A- y y à la  place  de  / dans  la 
transformée,  on  aura  la  fécondé  transformée, 

—byy  *-g  =/| 


ff 

= -Ç-r  — bg+gg 

——yy  ■+*  *rg 

+yy 

= "*~yy 

Ie  trans- 
formée- 

H-zrg 

î % c* 

4*.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  reprefentée  par  cy*  j 
Cn  concevra  cy*  à la  place  de  g dans  cette  fécondé  transfor- 
mée; & faifant  une  équation  irey*  — o,  ou  bien 

trey*  = — —y*  , des  grandeurs  dans  lefquelles  y eft  au 
même  moindre  degré,  on  divifera  chaque  membre  par  2 ry+, 
& l’on  aura  c — — par  confequent  la  troiftéme  partie 
que  l’on  cherche  eft  cy*  = — ^y*. 
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11  ftut  fupfcfcr  - à?  * b = g , h eft  uoe  !nconnuc  . 

& fubftituanc  — ùf  * b à U place  de*  dans  la 
transformée , on  aura  la  troifiéme  tran.efhrm£<» 

— ni/*  —g 


SS 

— ÏTTj'b  *»*hb 

— T VS 

• 

= -*-ïk/ 

—t yyb 

■*“  lrS 

’ 4r7^ 

-+*  2 rh 

^ 4'r/ 

h=-*\-b* 

j*  triai, 
formée. 

-^.77î/  - 

’*'bh  — 0. 

—{yyk 

•4-irb 


5*.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  x, 
reprefentée  par  dy* , il  faut  concevoir  dy*  à la  place  de  h 
dans  cette  troifiéme  transformée,  & faire  l’équation 
■*-  2 dry*  3=  o,  des  grandeurs  où  / eft  au  moindre  degré;  <3c 
divifant  chaque  membre  de  i rdy  = — ^y*  par  27*, 
l’on  aura  d= — — • , & dy*  = — eft  la  quatrième 
partie  de  la  valeur  de  * que  l’on  cherche . 
t-  Prenant  la  fbmme  des  parties  de  la  valeur  dex  que  l’on  a 
trouvées,  on  aura  x = r — -^yy  —^y*  — _L/ 

On  en  peut  continuer  l’approximation  tant  qu’on  voudra. 


Exemple  III. 

156*  TT *■  o u v E R la  valeur  de  x dans  l'équation  o = xx a 

— by  — cyy  — dy 1 — e/4  &c.  ceft  le  troifiéme  exemple  de 
la  première  méthode,  art.  i8j. 

1*.  Il  faut  fuppofer  x = p •+■  <jy  ryy  -t-  syi  h-  ty*  ôcc. 
les  grandeurs  p,  q,  r , 1 , t,  ôcc.  font  indéterminées;  elles 
reprefentent , avec  les  puiflànces  dey,  les  parties  de  la  va- 
leur de  * que  l’on  cherche , & elles  ferviront  à les  faire 
trouver. 

a0.  Pour  trouver  la  première  partie  de#  reprelentée  parp, 
11^  faut  concevoir  p fubrtituée  à la  place  de  x dan*  la  propo- 
fée  , & faire  une  équation  des  grandeur*  pp  — a , dans 
lefquelles  / ne  fe  trouve  point , & l’on  aura  pp  = a ; par 

conféquent  p =s  a*. 

ÿ 

On  fuppofera  a'  f = #,  & en  fubftituant  ax  -4-  / à 

Nnn  ij 
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la  place  de  * dans  la  propofée , on  aura  la  première  trans- 

i_  — 

formée  4*-*-/  = *l 


XX 

= 4 •+■  24'/  H-/jf 

4 

— — a 

— by 

=—by 

— cyy 

——cyy 

ôcc. 

= &c» 

—cyy 

&c. 

3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x , re- 
prefentée  par  qyt  il  faut  concevoir  qy  fubftituée  à la  place 

de  f,  & faire  une  équation  w'qy  = by  des  deux  grandeurs 
dans  lefquelles y eft  au  même  moindre  degré;  & divifant 

chaque  membre  par  'y , on  aura  q — — PaT  confe* 

h 

quent  qy  = - — t>  eft  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  4 

b 

Il  faut  fuppofcr  ~y  g — f i & fubftituant  — r f 

*¥•  g à la  place  de  f dans  la  première  transformée  , on  aura 

la  fecor  * c — 

b_ 


rt 

— rr 

4a  ar 

t 

«4-24*/ 

— **ly  -h  2 a*g 

— by  = 

——b 

—cyy— 

——cyy 

— dy' 

=—df 

&c. 

= &c. 

Seconds 

transfoimie; 


bb 

‘44 


yy 


—yz+zz 

4* 


—(yy  ***  e?g 

—*? 

&c. 
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4*.  Pour  trouver  la  troifiéme  partie  de  la  valeur  de  x, 
reprefentée  par  ryy , il  faut  concevoir  ryy  fubftituée  à la 
place  de  g dans  la  fécondé  transformée  , & fuppofer  les 

grandeurs  — cyy  2 a* ryy,  dans  lefquelles  y efb  au 

même  moindre  degré,  égales  à zéro,  ce  qui  donnera  l’équa- 

I 

tion  2 a' ryy  = — ^-yy  lyy  ; & divifant  chaque  membre 

f bb  c r 

par  la1  y y » on  aura  r = j ■+■ r ; par  confequent 

8 a‘  2 a1 

bb  C 

ryy  j yy  — r ))  eft  la  troifiéme  pa  rtie  de  la 

8 4r  ït? 

valeur  de  x. 

bb 

Pour  continuer  l’approximation  , on  fuppofera  — - — T yy 

8*7 

*•  — c—r  yy  b =g } & en  fubftituant ■*“  ~~r yy 

2<i*  Sa*  2 a* 

•+■  b à la  place  de  g dans  la  féconde  transformée,  on  aura  la 
troifiéme  transformée,  &c. 

Exemple  IV. 

2.  J 7*  TT RoüVER  la  valeur  de  x dans  l’équation  o = x6  — ay 
— hy  — cyl  — fy  — ey%  &c-  c’eft  Ie  feptiéme  exemple  JeJa. 
première  méthode,  art.  222.  On  va  y appliquer  la  fécondé  mé- 
thode , pour  faire  voir  qu'elle  peut  s’appliquer  à toutes  les 
équations  qu’on  peut  refoudre  parla  première  méthode,  cet 
exemple  contenant  une  difficulté  particulière. 

i°.  Il  faut  fuppofer  x — py^  qyy  ■+•  rf  -4-  jy*  ■+■  ty1  &e. 
p,q, r,/,  &c.  font  des  grandeurs  indéterminées,  qui  reprefen- 
tent  avec  les  puiffaoces  dey  dont  elles  font  les  coëficients,  les 
parties  de  la  valeur  de  x,  & fervent  à les  trouver. 

20.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
prefentée par  py,  il  faut  concevoir  py  fubftituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée , & l'on  aura  payn  — ay  — byy  & c.  = o . 

Afin  que  l’inconnue  y foit  au  même  degré  linéaire  dans 
PY  & dans  — ay , il  faut  mettre  au  lieu  de  py,  ja  grandeur 
y"~'  pDy  qui  lui  eft  égale , & fuppofer  les  deux  grandeura 
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ya  ' P*)  — ay>  dans  Iefquelles^  eft  au  même  moindre  degré, 
égales  à zéro  ; ce  qui  donnera  lequation  yn~l  p"y  = ay  , d’où 

i 2.  . > ».  JL 

l’on  déduira  p — a nf  , & par  confequent  py=  a"  y°  eft 
la  première  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoic. 

r_  i JL  2. 

Il  faut  fuppofer  an ya  -4 -/=*,  & fubftituer  a" y"  -4-/à  la 
place  de  x dans  la  propofée , & l'on  aura  la  première  trans- 
formée , 


a'  — *ay+-ïa*  y » J*  ff+f  XÜXtjîÿ 

— ay  = — ,ay 

— byy=—  byy 

— rjr*  — — r/ 

&c.  = &c. 


f &C. 


; 


* fizn*fie  *] **  l* 

grandeur  que  eet* 
te  marque  prc'ct* 
dt  t/l  t ffaetty 


Plus  on  prendra  de  termes  de  la  puiflànce  « " y"  -+-/  = *■ , & 
plus  on  trouvera  de  parties  de  la  valeur  de  x que  Ion  cher- 
che . Les  quatre  termes  qu'on  en  a pris  dans  cette  transformée? 
fuffifent  pour  faire  concevoir  l’application  de  la  fécondé  mé- 
thode à cet  exemple. 

3#.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x , rcprtT 
fentée  par  qyy , il  faut  concevoir  qyy  fubftituée  à la  place 
de /dans  la  première  transformée , & fuppofer  les  grandeurs 

I"1  tHt 

t 4 “ y n qyy  — byy , dans  lefquelles  y eft  au  même 
moindre  degré , rgalr»  à ?err> ; p-  g»»  lequation 

n—  » n— y 

t * " y a W = hy  » & divifânt  chaque  membre  par 

r> — i n — » wi  » "*n 

j a " y n x jy,  l’on  aura  q — -n  a * ji  • / ; par  confequent 

» — n i — n _i  — tv  x 4n 

qyy  =i\  a " y " byy  — a " by  n c&  la  fécondé  partie  de 

la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  faut  remarquer  que 

la  fécondé  partie  de  ta  valeur  de  x qu’on  vient  de  trouver  ? 

i— n i — ir 

peut  s’exprimer  de  ces  trois  manières  “ y • byy  — 

t — n i*4»n<  » —n  _r 

~ s a by  a ==±  a a ya  by . Cette  derniere  eft  la  pIu»con> 
mode  pour  trouver  la  fécondé  transformée.  Ainfl  on  fuppo- 

* à t • i • 

fera  \ * l ya  by -b  g =/,  & on  fubftituera  cette  valeur  de  / 
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à la  place  de /dans  la  première  transformée,  & l’on  trouvera 
la  fécondé  transformée , 


f \x*-=?  a~' bby' 

n— »i  n—  i 

•4-  \a  0 > “ /=  **•  *hyy 

— b)  = — *bj 

— cf  = — 93 

r—  dyf  = — df 

&c.  = &c. 


kM-ixV^  * 'y’'bbfg+*=Z»?=*a  ay~~‘ 
«+-‘-=-T  * H-iXt-’rf^ 

o— i n— i 

•*•**  “/  n s 

tfyntfit  que  U granit  U 
que  cuti  marque  (récitée 
*Jl  effacée  , 


4°.  Pour  trouver  la  troisième  partie  de  la  valeur  de  x,  re- 
prefentée  par  rf,  il  faut  concevoir  rf  fubftituée  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée,  & fuppofor  égales  à zéro 

n*-i  o— i 

les  grandeurs  +1,x,-^4-,%)4-^  n y « rf  — cy\ dans 
Icfquelles  y eft  au  même  moindre  degré;  ce  qui  donnera 

lequation  f a~y^~rf  = — ixti  d~x  bbf  -*cf\  Sc 

»—  » n— i 

divifânt  chaque  membre  par  £ a “ ji  “ x;',  on  trouvera 


* = — v * ^ rf  ° bby  ‘ a a cy  " ; par confequent 

i-Jn  i + an  x — n i <f  in 


"-r1  * “ ya  rf  n >n  97,  eft  la  troifiéme  partie  de  la 

valeur  de  x que  l'on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée , il  faut  fuppofor 

—•\*n-^a~~ynbyy*‘\a~y'cyy+-b=gt  & fubfiituer 
cette  valeur  de  g à la  place  de  g dans  la  foconde  transformée, 
& l'on  trouvera  la  troifiéme  transformée. 

Mais  comme  il  n’y  a plus  d’autre  difficulté  dans  le  refte  de 
l’operation , que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul , il  eft 
inutile  de  la  continuer  ici , les  operations  précédentes  fuffifant 
pour  faire  concevoir  l’application  de  la  foconde  méthode  à cet 
exemple . 


1 


Remarques  ou  T on  donne  la  démontrât  ton 
de  la  a*  méthode . 

z;8.  O N peut  appliquer  cette  foconde  méthode  à tous  les  exem- 
ples de  la  première  ; & après  s’eftre  rendu  l’une  & l’autre 
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bien  familières , on  verra  clairement  qu’elles  reviennent  l'une 
à l’autre;  ainfi  la  première  étant  démontrée,  la  fécondé  efl 
aufïi  démontrée . . 

• 1jx,  Onaauffi  vû  dans  la  féconde  & troifiéme  remarque,  *que 

2y3.  cette  féconde  méthode,  la  quatrième  méthode  d’approxima- 
tion art.  159,  & la  cinquième  méthode  d'approximation  art. 
166 , reviennent  à une  même  méthode»  ainfi  la  démonfiration 
de  ces  deux  dernieres  démontre  auffi  la  fécondé  méthode. 

Enfin  les  parties  ou  les  termes  de  la  valeur  de  x que  l’on 
trouve  par  cette  fécondé  méthode , deviennent  des  frayions 
qui  vont  toujours  en  diminuant  à mefure  qu’on  continue  l'ap- 
proximation de  la  valeur  de  x ; d’où  l'on  voit  qu’aprés  des  ap- 
proximations infinies , le  dernier  terme  ou  le  terme  infinitiéme, 
pour  ainfi  parler,  doit  être  zéro;  comme  dans  une  progreffion 
géométrique  qui  va  en  diminuant , on  regarde  le  dernier  ter- 
me comme  devenant  zéro  : L’on  conçoit  donc  qu’aprés  des 
approximations  infinies  l’on  arriverait  à la  racine  véritable 
que  l’on  cherche  ; par  conféquent  plus  on  continuera  l’ap- 
proximation , & plus  on  approchera  de  cette  véritable  va- 
leur de  x. 

La  même  méthode  peut  s’appliquer  aux  équations  qui  ont 
plus  de  deux  inconnues. 

Avertissement. 

M F.  l'on  poiirmir  trouver.  ^1»  L*  difficulté  à refoudre 

par  cette  féconde  méthode  les  équations  qui  contiennent  des 
différences , on  va  faire  l’application  de  cette  féconde  méthode 
à ces  équations,  & l’on  verra  qu’elle  peut  leur  être  appliquée 
avec  la  même  facilité  que  la  première  méthode . 

Exemple  V. 

2.  R o U V E R la  valeur  approchée  de  x dans  l’équation  dit 

ferentielle  1 — -j£-  = o J c’eft  l’onzième  exemple  de 

la  première  méthode  art.  129. 

i°.  11  faut  fuppofer  x = ay  cf  •+•  ef  &c.  les  gran- 

deurs at hi c, e,  &c.  font  indéterminées,  & elles  reprefentent 
avec  les  puiffances  de^,  les  parties  de  la  valeur  de  xque  l’on 
cherche,  & elles  ferviront  à les  trouver, 
c 20.  Pour  trouver  la  première  partie  de  la  valeur  de  xt 

reprefentée 
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reprefentée  par  ay,  il  faut  concevoir  ay  fubftituêe  à la  place 
de  x dans  la  propofee  de  cette  maniéré  ; il  faut  fuppofer 
x — aj;  en  prenant  les  différences  de  chaque  membre  on 
aura  dx  — ady,&.  ~=a,  & ~p-=aa. 

Il  faut  concevoir  aa  fubftituêe  à la  place  de  ~£,  les  deux 
grandeurs  où  y ne  fc  trouve  point  font  i — aa,  il  faut  les  fup- 
pofer égales  à zéro , & l’on  aura  l'équation  aa  — i ; par  con- 
fequent  a = n ainfi  ay  = \y  eft  la  première  partie  de  la  va- 
leur de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée , il  faut  fuppofer  ry 
«+■/■=*,  f eft  une  inconnue  ou  variable,  en  prenant  les 
différences  de  chaque  membre  , on  aura  \dy  df  = dx\  & 
divifant  par  dj , on  aura  i ~L  — *1  ; & quarrant  chaque 
membre,  on  aura  i ■—  . Il  faut  fubftituerdans 

la  propofee  i — ^ ,J£r  =o,  les  valeurs  de  £ à la  place 
de  -%p  , & on  aura  la  première  transformée , 


•*-  I = ■*-  * 


3°.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x,  repre- 
fentée par  b f,  il  faut  concevoir  fc/  fubftituêe  à la  place  de  f 
dans  la  première  transformée. 

Pour  faire  cette  fubfticutiun , on  fuppofera  bf  =fi  pre- 
nant les  différences  de  chaque  membre , on  aura  ibyydy=dft 
5c  3 byy  = & quarrant  chaque  membre,  on  aura  g bby* 

— JF 

— 4j*  * ; 

Concevant  à prefent  fbyy  fubftituêe  à la  place  de  dans 
la  première  transformée,  & gbbjF  à la  place  de  Iesgran« 
deurs  dans  lefquelles  y eft  au  même  moindre  degré  , font 
■*»  i y y — 2 x 3 byy;  il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro,  & l’on 
aura  l'équation  6byy  — \yy  ; divifant  chaque  membre  par  6yy, 
on  anra  f>=7-;  par  confeauent  fc/ = 1/*  eft  la  fécondé  par- 
tie de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée , il  faut  fuppofer  i f 
*♦-  g — f,  g eft  une  inconnue  ; en  prenant  les  différences 
de  chaque  membre  on  aura  \yydy*e  dg  — df,  & divifant 

Ooo 
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par  Jy,'  ^yy^-fr  — -fri  quarrant  chaque  membre,  on  au- 
ra Il  faut  à prefent  fubftituer  les  va- 

leurs de  -fr  & de  dans  la  première  transformée  , & l’on 
aura  la  fécondé  transformée, 


niix 

*jx 


T fignifie  que 

U grandeur 
que  eerre  mar- 
que frgccdtejl 
ejfacét. 


- £ 

•f  JJ  = * ‘fl 


f* 

4».  Pour  avoir  la  troifiéme  partie  de  la  racine  reprefentêe 
par  cf , il  faut  concevoir  cf  fubftituée  à la  place  de  g dans  la 
fécondé  transformée  : mais  pour  faire  cette  fubftitution , il 
faut  fuppofer  cf=gi  par  confequent  yfdy  = dg,  & yf. 
==-*-,  25 ccy'—dfr. 

Il  faut  à prefent  concevoir  5 cf  fubftituée  à la  place  de  -fr 
dans  la  fécondé  transformée,  & fi  l’on  veut  i^ccf  à la  place 
de$,  &•*■/— \f—  iof/*,oubieni/*— xocf\  feront 
les  grandeurs  dans  lesquelles/ eft  [au  même  moindre  degrés 
il  faut  les  fuppofer  égales  à zéro,  ce  qui  donnera  l’équa- 
tion \ocf—\f\  divifant  chaque  membre  par  io;4,on  aura 
f==  _j_;  par  confequent  r/5  = ^.V/5  eft  la  troificme  partie 
de  1*  «ôlwir  A*  y que  l’on  rhrrrhe  • l’nn  -»  dnne  Jéj*  » — 1/ 
yi+.jL.y  &c.  & l’on  peut  continuer  l’approximation  tant 
qu’on  voudra  ; il  n’y  a plus  de  difficulté  dans  le  refte  de  l’ope- 
ration  que  celle  qui  vient  de  la  peine  du  calcul . > 

On  refoudra  de  la  même  maniéré  toutes  les  équations  diffé- 
rentielles. ' ; 

E X E M P L E VI. 


iGO.P 


ou  R trouver  la  valeur  de  x dans  l'équation  différentielle 
_ yydydx  — nndf  ■+■  nydf  — o,  il  faut  d’abord  divi- 
fer  chaque  terme  par  dy\  & l'on  aura  l'équation  préparée 
xx v£. nn-*ny=o,  dans  laquelle  la  différence^ 

eft  dansfe dénominateur . Après  cette  préparation. 

i°.  II  faut  fuppofer  x = a ■+■  by  -f  cyy  cf  &c  .a,  b,  c,e,Jkc. 
font  indéterminées , & reprefentent  avec  les  puifiances  de/, 
les  parties  de  la  valeur  de  x,  & elles  fervent  à les  trouver. 
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2*.  Pour  trouver  la  première  partie  reprefentée  par  a,  il 
faut  concevoir  a fubftituée  à la  place  de  x dans  la  propofée, 
& fuppofcr  aa  — nn  = o,  d’où  l’on  aura  a = n,  ainü  » eft 
la  première  partie  de  la  valeur  de  x. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  il  faut  fuppofér  «H-/ 
= x,  d'où  l’on  déduira  df  = dx\  & fubftituant  les  valeurs 
de a?&  de  dedans  la  propofée,  on  aura  la  première  trans- 
formée . 

3°.  Pour  trouver  la  féconde  Première  transformée, 

partie  de  la  valeur  de  x,  re-  xx  =-*■*»»«*-  2 nf^ff 

prefentée  par  by,  il  faut  con nn  = — , nn 

cevoir  by  fubftituée  à la  place  ny 

de/,  & fuppofcr  enfuite  2 hby  — — — n*L 

— ny  = o,  d où  l’on  déduira 

b = — i,  & by  = — \y  fera  la  féconde  partie  de  la  valeur 
de  x que  l’on  cherche . 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppofér  — \y 
=f  d’où  l’on  déduira  — \dy  «+-  dg  = df,  & — i 
= -jj-  . Il  faut  enfuite  fubftituer  les  valeurs  de/&  de  fa- 
à la  place  de  ces  grandeurs  dans  la  première  transformée,  <3c 
l’on  aura  la  fécondé  transformée. 

5°.  Pour  trouver  la  troifié-  Seconde  transformée, 

me  partie  de  la  valeur  de  x,  «4 -ff  — + ±yy  — yg  *+•  gg 
reprefentée  par  cyy  , il  faut  mf = — *ny-4-  zng 

concevoir  cyy  fubftituée  à la  •+•  ny  — •+•  * ny 
place  de  g dans  la  féconde 
transformée , & fuppofér  2 ncyy 

•+•  kyy  iyy  = d’où  l’on  déduira  c — — -fa,  & cyy  =a 

— ~hyy  lera  la  3'  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherche. 
Pour  avoir  la  troifïéme  transformée , il  faut  fuppofér  — fayy 

*‘b=g,  d’où  T on  déduira  — -fa ydy  db  — dg,  & — -fay 
==.-$•  ; il  faut  fubftituer  dans  la  fécondé  transformée 
les  valeurs  de  g & de  , & l’on  aura  la  troifïéme  trans- 
formée . 


r fgnifi*  V“ 

la  grandeur 
que  cette 
marque  pré- 
çede  eft  cjfa» 
cit  . 
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= o,  d’où  l’on  déduira  e — , & */  = rnr  fr 

ra  la  4e  partie  de  la  valeur  de  * . 

On  a donc  x—  n — \j — -fcyy — -rhrf^ 

On  peut  continuer  l’approximation  autant  qu’on  voudra . 

Seconde  maniéré  de  refoudre  k meme  exemple. 

moindre  qae>  dans  l’équation  xx — ^ — «*•*>  ny 
= o,  il  faut  que  les  expofans  des  y qui  doivent  diftinguer  les 
termes  de  la  valeur  de  x,  deviennent  négatifs j c’eft  à dire, que 
les  y fe  trouvent  dans  les  dénominateurs  des  termes  de  la  va- 
leur de  x , afin  que  ces  termes  aillent  en  diminuant  de  valeur . 
Voici  la  manière  de  le  faire  par  la  féconde  méthode. 

Il  faut  fuppofer  que  la  valeur  indéterminée  de  * eft  x == 

•+■  ly°  •+*  cf"  efx  &c.  a,  b>c>  &c.  font  des  indé- 

terminées. Pour  en  trouver  les  valeurs,  i°,  il  faut  concevoir 
le  premier  terme  indéterminé  -t»  ay  fubftitué  à la  place  de  je 
dans  la  propofée  , & la  différence  de  ay,  qui  eft  ady,  fubffituée 
à la  place  dedxÿSc  faire  une  équation  des  grandeurs  aay ‘ — af, 
x=o,  dans  lefquelles/  eft  au  degré  le  plus  élevé  ; l’on  en  dé- 
duira a — i,  ainû  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x eft  iyt 
8c  l’on  a déjà  x = i y. 

Il  faut  pour  faire  la  première  transformée , fuppofer/ ■+*/ 
= x,  d’où  l’on  déduira  dy-*df=dx,  & I = -jy-  » & 
fubftituer  dans  la  propofée  ces  valeurs  de  x &.  de  -jjr  à leur 
place , & l’on  aura  la  première  transformée  ny  — 


Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  x y repreféntc 
par  by\  il  faut  concevoir  by°  fubftituée  à Ta  place  de  / dans  Ta 
première  transformée  , & la  différence  de  bf , qui  eft  zéro  > à 
la  place  de  dx ; & faire  une  équation  des  grandeurs  -a- «y-*- 
—o,  dans  lefquelles  y eft  au  même  degré  le  plus  élevé.,  on 
trouvera  par  cette  équation  b = — -7  »i  ainfi  le  fécond  terme 
de  la  valeur  de  je  eft  7 nf. 

Pour  faire  la  fécondé  transformée,  il  faut  fuppofer  — 7»/* 
*-g=  f,  d’où  Ion  déduira  -f  dg  = df  \ & fubftituer  les 
valeurs  de /&  de  df\  leur  place  dans  la  première  transfor- 
mée , & Ton  aura  la  féconde  transformée  — £»*  — vdf 

—r>Z 
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Pour  trouver  le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  *,  repre- 
fenté  par  cy~x , il  faut  concevoir  -4-  cfl  fubftitué  à la  place 
de  g dans  la  fecoode  transformée , & la  différence  de  -4-  fjr* , 
qui  eft  — cjTxdy  , fubftituée  à la  place  de  dg  ; & faire  une 
équation  des  grandeurs  — \nn  -4-  $c  = o , dans  lefquelles^ 
ne  fe  trouve  point , & l’on  en  déduira  c = •+■  \nn  > ainfi  le 
troifiéme  terme  de  la  valeur  de  x efl  ■+■  \nny~'. 

Pour  faire  la  troifiéme  transformée  , il  faut  fuppofer 
•4-  \nny~x  b = g , d'où  l’on  déduira  — -ay- 

= ; & fubftituer  ces  valeurs  de  g & de  -jj-  à leur  place 

dans  la  féconde  transformée,  & l’on  trouvera  la  troifiéme 
transformée  — ^ ■+•  2 yb  bb  o. 

*-TT**r*  — nb 

-t-  ~nny~'b 

Pour  trouver  le  quatrième  terme  de  la  valeur  de  x , repre- 
fenté  par  -4-  ey~l  , il  faut  concevoir  eyT‘  fubftitué  dan» 
la  troifiéme  transformée  à la  place  de  b , & la  différence  de 
■4-  eT*  > tlUI  — iey~*  > fubftituée  à la  place  de  db  , & fai- 
re une  équation  des  grandeurs  — y~l  -4-  /\ey~x  = o , dans 
lefquellesjr  eft  au  même  moindre  degré  négatif}  & l’on  en 
déduira  e = -4-  rrn!  y~*  -,  ainfi  le  quatrième  terme  de  la  va- 
leur de  * eft  -4- TTn* y~l , & l’on  a déjà  r = -4 •y  — \nf 
*4»  y~l  -4-  tt”?  f~*  • On  peut  continuer  l’approximation 
par  cette  fécondé  méthode  tant  qu’on  voudra  , & les  opera- 
tions qu’on  vient  de  faire  fuffifent  pour  faire  clairement  conce- 
voir la  maniéré  d’appliquci  la  fccoudc  méthode  aux  équations 
qui  contiennent  des  différences  quand  les  expofans  des  y dans 
la  fuite  qui  eft  la  valeur  de  x , doivent  être  pofitifs  , & quand 
ils  doivent  être  négatifs. 

On  peut  facilement  appliquer  la  même  méthode  aux  équa- 
tions qui  contiendront  des  fécondés  différences , des  troifiéme» 
différences , &c. 

Remarqua  pour  le)  équations  différentielle i. 

L 

x6i,  La  fécondé  méthode  fait  trouver , pour  Tes  équations  diffé- 
rentielles, la  fuite  des  expofans  des  ^ qui  doivent  diftinguer 
les  termes  de  la  valeur  de  x,  avec  la  même  facilité  & la  même 
certitude  quelle  les  fait  découvrir  pour  les  équations  qui 

Ooo  iij 
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Dont  point  de  différences  ; & voici  ce  qu’on  doit  confiderer 
pour  les  avoir.  x°.  Les  expofans  des  y dans  la  valeur  de  » 
doivent  être  en  progreffion  arithmétique,  & aller  en  augmen- 
tant quand  ils  font  tous  pofitifs , & en  augmentant , pour 
ainû  dire , en  négation  , quand  ils  font  tous  négatifs  ; & com- 
mencer par  diminuer  quand  ils  commencent  pas  être  pofitifs  , 
& augmenter  enfuite  en  négation  > dès  qu’ils  deviennent  né- 
gatifs . 2°.  le  premier  & le  fécond  ^ , & même  tous  les  fui- 
vans  r la  méthode  étant  uniforme , doivent  être  pris  tels  que 
les  quantités  où  l’inconnue  x ne  fe  trouve  point , viennent  à 
être  détruites  par  d’autres  femblables  qui  ayent  des  lignes 
contraires  dans  la  fuite  de  l’operation  y,  & quelles  fervent  à 
former  les  équations  qui  doivent  déterminer  les  termes  de  la 
valeur  de  x les  uns  après  les  autres , de  manière  qu’il  ne  re- 
fie  pas  de  ces  quantités  qui  foient  inutiles  à la  refblution  . 3*. 
11  faut  avoir  égard  à la  propriété  particulière  des  différences  y 
qui  eff  que  la  différence  d’une  quantité  confiante  efl  zéro  j 
ainfi  étant  fubftituée , elle  rend  égale  à zéro  la  quantité  où  el- 
le eff  fubffituée  ; que  la  différence  d’un  produit  qui  contient 
une  puiflance  dey  ,,  divifée  par  dy  , eff  ce  produit  même  oit 
l’expofànt  de  y eff  diminué  d’une  unité  s’il  eff  pofitif  , &. 
augmenté  d’une  unité  s’il  eff  négatif;  d'où  il  fuit  que  la  dif- 
férence de  ay  , divifée  par  dy , cft  la  feule  confiante  a fan s y » 

IL 


Après,  ces  confiderations  on  n’àura  aucune  difficulté  à trot», 
ver  les  expofans  des^  dans  la  valeur  de  x'\  par  exemple  fi  les 
expofans  des  y doivent  être  pofitifs , qu’il  y ait  une  quantité 
route  connue  fans  ^ dans  une  équation  propofée  , & que  la 
quantité  où  eff  -Jj-  n'ait  que  des  confiantes  y le  premier  ter- 
me de  la  valeur  de  x doit  avoir/ , & il  le  faut  fuppofer  re- 
prefenté  par  ay  , car  la  différence  de  ay  divifée  par  dy  étant  <t, 
on  pourra  faire  une  équation  de  a & de  la  quantité  de  la  pro- 
pofée qui  eff  fans  y , laquelle  fér vira  à déterminer  a.  Mais  fi 
les  mêmes  chofes  étant  luppofées  r l’inconnue^  fe  trouve  dans 
la  quantité  où  eff  -jj-  , comme  dans  le  fixiéme  exemple , où 
l’on  a , il  faut  que  le  premier  terme  de  x foit  reprefenté 
par  le  feule  confiante  a fans  y. 

Dans  le  même  cas  des  expofans  pofitifs  de y dans  la  valeur 
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de  x , pour  avoir  l’expofont  dey  dans  le  fécond  terme  de  la 
valeur  indéterminée  de  x , dont  le  coëficient  eft  reprefentc 
par  b , i!  faut  le  fuppofer  tel  cet  expofant  de  y dans  by , qu’en 
fubftituant  by  à la  place  de  l’inconnue/ dans  la  première  trans- 
formée, on  puiffe  avoir  au  moins  deux  quantités  dans  lefquel- 
les  y foit  au  même  moindre  degré . On  trouvera  de  même  les 
expofans  des 7 dans  les  termes  fuivans  : mais  comme  ils  font 
en  progrdîion  arithmétique , dont  on  a les  deux  premiers  ter-  ' 
mes  , on  les  a tous  fans  les  chercher. 

Ces  remarques  fufEfent  à ceux  qui  fe  font  rendu  la  féconde 
méthode  familière,  pour  trouver  les  expofans  des  y dans  la  va- 
leur de  x , dans  tous  les  cas  qui  peuvent  fe  prefenter. 

Quand  en  fuivant  les  règles  qu’on  a preferites  , on  ne  peut 
pas  trouver  de  valeur  de  x , c’eft  une  marque  que  l’équation 
ne  peut  pas  être  refolue  , du  moins  fans  préparation. 


Exemple  VII.  dans  lequel  il  y a trois  inconnues. 

163. P o ü R trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  de  a?  dans 
1 équation  ^ — x — n — o,  oil-^-  = r-4-  z~'y,  il  faut 
fuppofer  que  la  valeur  indéterminée  de  x eft  x = a£~’j 
•+*  k~y  -*•  tsc’y3  ez~*y*  &c.  a , b,  c,  &c.  font  in- 
déterminées. 

Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette  valeur  reprefentê 
par  af'y,  il  faut  fubftitucr  dans  la  propofee  aÇ~’y,  à la  place 
de  x , & la  différence  de  atT'y  divifée  par  dy)  (qui  eft  -4-  ayx 


*z~‘ydz 
dy 


& qui,  en  fubftituant  au  lieu  de  ~ fa  valeur 

1 z~'y>  devient  •+•  af1  — bf-'y  — bKT'y* , ) à la  place 

de  & faire  une  équation  des  grandeurs æ, — o, 

dans  lefquclles  , après  la  fubftiturion  , y ne  fe  trouve  point  ; 
& l’on  déduira  de  cette  équation  ainfi  le  premier 


terme  de  la  valeur  de  x eft 


& l’on  a déjà  x 


ny'y . Pour  avoir  la  première  transformée , il  fout  fup. 
pofer  -H  ny~'y  •*‘f=x>  & prenant  les  différences,  & divi- 

nrrydz  ■_  Jf  _ dx  h 

^ ÿ ^ il  dr  » °“ 


font  par  dy , on  aura 


mettant  au  lieu  de  ~ fa  valeur  1 -4-  %~'y , l’on  aura  =r 
**•  ny"  — nxr*y  — wÇY  ^ \ il  fout  fubftituer  dans  la 
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propofée  les  valeurs  de  x & de  ~ , & l’on  aura  la  première 
transformée  — 2 .nXT'y  ^ f = 0 • 

— »ry 

Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  valeur  de  * , reprefen- 
té  par  ■+■  hC'f  , il  faut  fubftituer  -h  dans  la  pre- 

mière transformée  , à la  place  de/,  & la  différence  de  hr*f 

divifêe  par  dy  y ( qui  eft  ibç-j ibijfdK.  > & guj  j en 

fubftituant  la  valeur  de  devient  •<-  2^/  — ifo:-1/ 

J à la  place  de  & faire  une  équation  des 

grandeurs  — 2*0  = o , dans  Iefquelles  y eft  au 

même  moindre  degré,  & l’on  en  déduira  b = *+*  »;  ainfi  le 
fécond  terme  de  la  valeur  de  x eft  ■*-  n£~ly , & l’on  a déjà 

x = «+■  mc'y  "*■  ■ 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée,  il  fautfuppofer 
^ g — fi  en  en  prendra  la  différence , qu’on  divifera  par  dy , 

& l’on  aura  2 njTy  — ~^df~^  * ’>  &■  ca  ¥■ 

mettant  la  valeur  de  £ , onaura  i»0  — WY  — *«C*A 
•4-^-  — ; il  faut  fubftituer  ces  valeurs  de/  &de-^-  dan$ 
la  première  transformée , & l’on  trouvera  la  fécondé  trans- 
formée — AtrCY  ^ = 0 • 

Pour  trouver  lT  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  *,  repre- 
fenté  par  cz~Y  , il  faut  fubftituer  dans  la  féconde  trans- 
fofm&>«**^jry.au  lieu  de  g,  & la  différence  de  cCY  divi' 

fée  par  dy , (qui  eft  *■  3<rJ/  — J£Ç*— - , & qui , en  y 

mettant  la  valeur  de  , devient  -♦*  — 3«f4/ 

3^-y,  ) à la  place  de  & faire  une  équation  des 

grandeurs  — 4 «O*  3<0*  = °>  dans  Ief(3ue,les  > ,eJ 

au  même  moindre  degré  ; & l’on  en  déduira  c = j«  ; ainfi 
le  troifiéme  terme  de  la  valeur  de  * eft  h-  *nzrY  • 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée  , il  fout  fuppofer 
p«.  b = g ; on  en  déduira , en  prenant  les  diffé- 
rences 
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rences  & divifânt  par  djt  4 nzry  — — m- 

= & mettant  au  lieu  de  fa  valeur  i ç~Tyt  l’on 

aura  = -*-4 »<"’/  — 4^~4>’  — 4»r*’/4  . U faut 

fubftituer  dans  la  2'  transformée  les  valeurs  de^  & de  , 
& l'on  trouvera  la  ? transformée  — •**  b —o. 

— 4»04 


On  trouvera  le  4e  terme  de  la  valeur  de  * , reprcfenté 

fir  en  fubftituant  dans  cette  3e  transformée 

la  place  de  b , & la  différence  de  m-  e£~*y* , divifee  par  dy  t 

(qui  eft  «+■  4teÇ~*yi  — 4f?  ■>  ^ 

ay 


& qui , en  mettant  la 


valeur  de  ■—  , devient  ■*-  4r^-4>J  — VV'f  — 4 tXT*y*  » ) 
à la  place  de  ^ ; & en  fàifant  une  équation  des  grandeurs 
— 4<^-y  ==  o » dans  lefquellesj'  eft  au  même 

moindre  degré,  on  en  déduira  e = fr”  = -*■  V*  ; ainfi 

le  4*  terme  de  la  valeur  de  * eft  ■+•  , & l’on  a déjà 

x ==  ■+■  hz~y  «*■  f»cy  . 

On  peut  continuer  l’approximation  de  la  valeur  de  *■  tant 
qu’on  voudra;  les  operations  qu’on  vient  de  faire  fuffifent  pour 
faire  clairement  concevoir  la  maniéré  d’y  appliquer  la  féconde 
méthode. 


SECTION  VI. 

Application  det  méthodes  du  fécond  Problème  aux  équations 
déterminées , ce(l  à dire  aux  équations  qui  nont 
qu'une  feule  inconnue. 

Avertissement. 

T iE  s méthodes  du  fécond  Problème  peuvent  s’appliquer  aux 
équations  qui  n’ont  qu’une  feule  inconnue,  en  prenant  une  des 
lettres  connues  de  l’équation  pour  tenir  lieu  de  la  fécondé  in- 
connue^ & quand  les  lettres  connues  de  la  propofée  n’ont  pas 
les  difpoûtions  qu’il  faut  pour  ces  méthodes , il  faut  la  leur 
donner,  & préparer  l'équation  comme  on  le  verra  dans  le  fé- 
cond exemple. 
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Exemple  L 


o=^ 


2.64. Trouver  la  valeur  approchée  de  * dans  liquation 

tf+nfx  — f =o,  & continuer  l’approximation  al  infini. 

Onprendra  la  lettre  connue  p pour  tenir  lieu  de  la  Seconde  in- 
connue y , & enfuite  on  trouvera  la  valeur  approchée  de  * 
par  laquelle  on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  P«b 

blême . 

PREMIERE  METHODE. 

,On  fuppofera  x = a + bp  + cpp*-  dp*  &c.  rf,  \ 
c d &c.  font  des  grandeurs  indéterminées . , 

* Ôn  prendra  les  valeurs  de  x par  le  moyen  de  cette  equa> 
tien  indéterminée  , on  les  fubftituera  dans  la  propofee  a la 
place  de  * , & on  aura  l ‘équation  changée  ‘««vante, 

* ••  a'  laabp  H-  yabbpp  b’p  OCC. 

-*■  laacpp  6 abcp1 
•+•  lattdp1 

+ npx—  "**  ncpL  %.c; 

nnx  = «♦“  nna  nnbp  *rnncpp  *-nndp>  OCC. 

— P = ~~  ?i 

2»  On  fuppofera  chaque  terme  de  cette  équation  changée 
»„al  à zéro  ; ce  qui  donnera  les  équations  particulières  dent 

T.  l! S ; 1 , J-**-*™**'-'  >’ 

‘ ’ ,?  par  la  première  de  ces  {quations  a>  m* i — ; «’  = 

„„lm!.vê,a<  = »,  ««— -»,  eft  un  d.vtfeur  exa» 

* En  fub£u” " » à la  place  de  < dans  la  ton****»  * «* 

“£  è /erdanstttoifidmc 

, . -auu  — nb  , on  trouvera  £ = *+■ 

3<*En  fubftituant  les  valeurs  de  a,btc,à ans  la  quatrième  jaa 

* ’foî fobfiimeral^leuiT de  7,  b™,  d,  &c.dans^  J 

qu’on  voudra . 
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Seconde  Méthode. 

Pour  trouver  par  la  fécondé  méthode  la  valeur  approchée 
de  x dans  l’équation  x ’ -4-  npx  — p 1 = o , 

-4-  nnx  — 2«» 

i*.  On  fuppofera  * = a •‘ebp  -+•  cpp  dp!  &c.  les  gran- 
deurs a,  b,  ct  d , &c.  font  indéterminées,  & elles  repre- 
fentent  avec  les  puiflfances  de  p , les  parties  de  la  valeur  de  x » 
que  l’on  cherche,  & elles  fervent  à les  trouver. 

20.  Pour  avoir  la  première  partie  de  la  valeur  de  x , repre- 
fentée  par  a , il  faut  concevoir  a fubftituée  à la  place  de  x 
dans  la  propofée,  & fuppofer  les  grandeurs  a'  nna.  — m'  , 
dans  lefquelles  p ne  Ce  trouve  poinc , égales  à zéro  , & l’on  au- 
ra l’équation  a » *4-  nnx  — 2 «»  = o , dont  a — a = o eft  un 
divifeur  exaél  ; ainfi  a — a eft  la  première  partie  de  la  valeur 
de  x que  l’on  cherchoit. 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofera  a -4-/ 
= x ; on  fubftituera  a -4-/à  la  place  de  x dans  la  propofée  , 
& l’on  aura  la  première  transformée  , 


n <+*f  = x x*  = * a1  -4-  innf  -4-  inff  -4-/' 

■* “npx  =-»-  nnp  -+“npf 
-4-  nnx  = *4*  * +?nnf 

— ? =—  P' 

— sa1  = — * 2 a5 


* Pin$e 

que  lagran* 
deur  que  cet- 
le  marque 
précédé  eft  efm 
f*cic  , 


30.  Pour  trouver  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x , re- 
prefentée  par  bp  , il  faut  concevoir  bp  fubftituée  à la  place 
de/dans  la  première  transformée,  & fuppofer  égales  à zéro 
les  grandeurs  4 nnbp  -4-  nnp  — o ; ce  qui  donnera  b = — - 
ôc  bp  = — \p  eft  la  fécondé  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on 
cherchoit. 

Pour  avoir  la  fécondé  transformée  , on  fuppofera  — -p 
*•£7=/;  on  fubftituera  — i»  *4-  à la  place  def  dans  la 
première  transformée , & on  aura  Ja  fécondé  transformée, 

S ■*•£=/,  f -*-7 h-ppg—ipgg+g* 

■*“ lnff  =•+•  -hnpp — i-  npg->f}ngg 
•*npf  3= — ^ npp-^  npg 
“*“4  nnf=  — r nnp  -4-  qnng 
•*-nnp  —-4-  r »np 

— ? =—  Pi 

Ppp  ij 
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4°.  Pour  trouver  la  troifiérae  partie  de  la  valeur  de  x , re- 
prefentée  par  cpp  , il  faut  concevoir  cpp  fubftituée  à la  place 
de  g dans  la  fécondé  transformée , & fuppofer  égales  à zéro 
les  grandeurs  4 nncpp  — tt”PP  = o > ce  qui  donnera  c = 

■+■  ~ , & cpp  = fera  la  troifiérae  partie  de  la  valeur 
de  x que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  troifiéme  transformée  , on  fuppofèra  rhPP 

b =g]  & on  fubftituera  ^pp  •+■  h à la  place  de_g  dans 
la  fécondé  transformée , & l’on  aura  la  troifiéme  transformée, 

ZïiiîïrP*  ^rPb*  -»“rh ppb  -*b'  =0. 

—TrfcrJ»  — -rhrP’h—i?M 
*m-iïüP'  ixPPh  ^ 3nbb 

— i£p'  — t ”Pb 

4 nnb 

5*.  Pour  trouver  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  x , re-  / 

pre&ntée  par  dp*  r il  faut  concevoir  dp1  fubftituée  à la  place 
de  b y & fuppofer  égales  à zéro  les  grandeurs  4 nndp'  — \±\p* 

= o,  d’où  l’on  déduira  d =r-*-  i par  confcquent  dp*  == 

-*■  jW'^p1  eft  la  quatrième  partie  de  la  valeur  de  x que  l’oa 
•cherchoit. 

L’on  a donc  r = + n — ÿ + ^pp  m ^^p*  &c. 

On  peut  continuer  l'approximation  autant  qu’on-  voudra» 

Avertissement. 

Si  ff  ftctfrmoTnare  que p ,-înauarun.  ttCfQWnme  vaTeùr  de  x 
dans  laquelle  les  p fuflent  au  dénominateur > c’eft  à dire  , il 
faudroit  que  les  expofans  des  p dans  la  fuite  qui  eft  la  valeur 
de  x , fuflent  négatifs  ; ce  qui  eft  fi  facile  à faire  par  la  pre- 
mière & par  la  fécondé  méthode  du  fécond  Problème  , après- 
tous  les  exemples  aufquels  on  les  a appliquées , qu’il  eft  inuti- 
le de  s’y  arrêter. 

Cet  exemple  fufîît  pour  faire  entièrement  concevoir  Ta  ma- 
niéré d’appliquer  les  deux  méthodes  du  fécond  Problème  aux 
équations  qui  n’ont  qn’unc  feule  inconnue  , lorfque  la  lettre 
connue  qui  tient  lieu  de  la  fécondé  inconnue^  , fe  trouve  di £• 
po fée  comme  il  faut  dans  l’équation  propofée . 

Voici  un  fécond  exemple  où  il  faut  préparer  l'équation  pro 
pofée , où  l’on  apprendra  la  manière  de  la  préparer  , 
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Exemple  IL 

r o U V E R la  valeur  approchée  de  x dans  l'équation  x * 
— 3 nnx  ■+■  n’  = o . 

Onnefçauroit  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problè- 
me à cette  équation , dont  les  racines  font  incommenfura- 
bles . Il  faut  la  préparer , c’eft  à dire , il  faut  la  changer 
en  une  équation  qui  foit  la  même , de  maniéré  que  les 
coëficients  ou  produitts  connus  de  la  propofée  conservent 
toujours  la  même  valeur  dans  ce  changement,  & que  cepen- 
dant les  grandeurs  de  ces  produits  connus  foient  telles  qu’on 
y puiffe  appliquer  les  méthodes  du  fécond  Problème . Par 
exemple , on  pourra  changer  la  propofée  x*  — innx  >+■  r? 
= o,  en  cette  équation  x > • — 3 pqx  ■+•  ppr  = o,  qui  fera  la 
même  que  la  propofée , en  fuppofant  — 3 pq  — — 3 nn , & 
•^ppr—^-n’.  Ce  changement  fe  fera  dans  cet  exemple,  en 
prenant  une  grandeur  connue  arbitraire  p tant  petite  qu’on 
voudra , & faifant  cette  proportion p.n:  : n. <j,  on  aura  — 3 pq 
— — 3 nm  mettant/^  au  lieu  de  nn  dans  H*,on  aura  n’  = npq; 
& faifant  p.n::q.r , on  aura  pr  — nq,  & par  confequenc 
ppr  — »’. 

Pour  trouver  à prefent  la  valeur  approchée  de  x dans 
l’équation  préparée  x1  — ipqx  ppr  = o,  on  prendra  p pour 
tenir  lieu  de  la  fécondé  inconnue/,  & on  fe  fervira  de  celle 
qu’on  voudra  des  deux  méthodes  du  fécond  Problème.  On 
employera  ici  la  feennde . 

i°.  On  fuppofera  x — ap  ■+■  Ipp  cpJ  fitc.  a,  b,  c,  font  des 
grandeurs  indéterminées , & elles  reprefentent  les  parties  de  la 
valeur  de  x que  l’on  cherche. 

2°.  Pour  trouver  la  première  partie  reprefentée  par  ap,  il 
faut  concevoir  ap  fubftituée  à la  place  de  x dans  l’équation  pré- 
parée, ik  fuppofer  — 3 appq-^  ppr—  o;  d’où  l’on  déduira 
a—  r;  & par  confequent  ap  = ~ p eft  la  première  partie 
de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit . 

Pour  avoir  la  première  transformée,  on  fuppofera  ~ p 
•+■/=*,  & on  fubfti tuera  -y^j  p -**/à  la  place  de  xt  & l’on 
aura  la  première  transformée, 

i&P'  + lîPtf  •*"  iPff+f  = °- 

— 3 M 

» » 

PP  WJ 
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3°.  Pour  trouver  la  féconde  partie  de  la  valeur  de  x repre- 
fentée  par  bpp,  il  faut  concevoir  bpp  fubftituée  à la  place 
de  /,  & fuppofer  —,  p*  — = o,  d’où  l’on  déduira 

b — -4-  |7^  ; par  confequent  pp  eft  la  fécondé  partie  de  la 
valeur  de  x que  l’on  chercboit.  Le  relie  de  l’operation  eft  fa- 
cile, & il  eft  inutile  d’en  groflir  ce  traité. 

R E M A R <^U  E. 

T iORsqu’en  cherchant  la  première  partie  de  la  valeur 
de  x dans  les  équations  qui  ont  deux  inconnues  x & j , on  trou- 
ve qu’il  faut  refoudre  une  équation  compofée  dont  la  racine  èft 
incommenfurable , on  pourra  préparer  l'équation  comme  dans 
l’exemple  precedent,  & enfuite  on  trouvera  la  valeur  appro- 
chée de  la  première  partie  de  la  valeur  de  x que  l’on  cherchoit, 
par  la  même  méthode;  ou  bien  on  la  trouvera  cette  valeur  ap- 
prochée par  le  premier  Problème* 
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NOI  RIFORMATORI 

Dello  Studio  di  Padova. 


AVendo  vcduto  per  la  fede  di  Revifione  , ed  Approbazione 
del  P.  F.  Paolo  T ommajo  Manuelli  Inquiftore  nel  Libro  in- 
titolato:  Analyfe  démontrée,  ou  la  méthode  de  refoudre  les  Problè- 
mes des  Mathématiques  frc.  Vf  âge  de  T Analyfe,  ou  la  maniéré  de 
1 appliquer  &c.  par  un  Pretre  de  l Oratoire  Tome  2.  non  v’efler  cos’al- 
cuna  contro  la  Santa  Fcde  Cattolica , e parimente  per  Atteftato 
del  Segretario  Noftro  ; niente  contro  Principi , e buoni  coftumi , 
concediamo  licenza  a Francefco  Pitteri  Stampatore , che  pofla  ef- 
fet ftampato  , offervando  gl’Ordini  in  materia  di  Stampe,  e pre- 
fentando  le  folite  copie  aile  Pubbliche  JLibrerie  di  Venezia  , e di 
Padova . 

Dat.  5.  Gennaro  1737. 


( Cio : Franc.  Morofsm  Cav.  Rif. 
( Gio;  Emo  Proc.  Rif. 

( 


Agoftino  Gadaldini  Scgu 


1717.  14.  Gennaro. 

Regiftrït®  nel  Magiftrato  Eccellentiû.  délia  Beftefhmia. 

Angelo  Legrenzi  Segrct. 
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